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Prologo

El lenguaje y los conceptos de la teoria de matrices y, mas generalmente
del Algebra Lineal han llegado también a aplicarse en las ciencias natu-
rales y en las ciencias sociales. Pero eso no priva que el Algebra Lineal
continte teniendo su importancia extraordinaria en el tratamiento moderno
de la geometria y el analisis.

El propésito esencial de este libro es presentar cuidadosamente los
principales temas del algebra lineal e ilustrar la utilidad de la materia a
través de una amplia variedad de aplicaciones. Aunque para el uso for-
mal de este libro se supone que los alumnos han debido llevar un curso
previo de célculo, el contenido de los capitulos 6 y 7 no requieren mds
aparato matemaético que el contenido en los estudios de ensefianza media
superior en los cuales puede haber habido o no una iniciacién al lgebra
lineal.

El libro estd concebido de manera tal que permite ser utilizado en
cursos de diferente duracién. El material esencial del dlgebra lineal (es-
pacios vectoriales, transformaciones lineales y matrices, sistemas de ecua-
ciones lineales, determinantes y diagonalizacién), se encuentra en los
capitulos 1 al 5; los otros capitulos, que tratan las formas candmicas y
espacios con producto interior, son completamente independientes y que
se pueden estudiar en cualquier orden. Ademads, a lo largo del libro se
encuentran diversas aplicaciones para areas tales como ecuaciones dife-
renciales, economia, geometria y fisica. Estas aplicaciones, claro esta,
no son imprescindibles para el desarrollo matematico y pueden muy bien
eliminarse a criterio del profesor.

Hemos procurado que resultara posible abarcar la mayoria de los te-
mas importantes de 4lgebra lineal en un curso semestral. Esta meta nos
permitié desarrollar los temas mdas importantes con menos preliminares
innecesarias, que en los textos tradicionales. Nuestro tratamiento de la
forma canénica de Jordan, por ejemplo, no requiere de la teoria de
polinomios. La economia lograda en extensién permite desarrollar la
mayor parte del litbro (si se omiten muchas de las partes optativas y
el analisis detallados de los determinantes), en un curso semestral de
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4 horas semanales para aquellos estudiantes que hayan tenido conocimien-
tos previos de algebra lineal.

El capitulo 1 del libro presenta la teoria basica de espacios vectoriales
de dimensiones finitas, subespacios, combinaciones lineales, dependencia
e independencia lineal, bases y dimensién. El capitulo termina con una
seccion optativa en la cual se prueba la existencia de una base en los espa-
cios vectoriales de dimensiones infinitas.

En el capitulo 2 se desarrollan las transformaciones lineales y sus
relaciones con las matrices; ahi se discute el espacio vacio y el limite de
una transformacién lineal, representaciones matriciales de una transfor-
macién, isomorfismos y cambios de coordenadas. El capitulo se termina
con las secciones opcionales sobre espacios duales y ecuaciones lineales
diferenciales homogéneas.

En el capitulo 3 se encuentran las aplicaciones de la teoria de espa-
cios vectoriales y transformaciones lineales a los sistemas de ecuaciones
lineales. Este importante tema lo hemos pospuesto intencionadamente
para que se pueda presentar como consecuencia del material anterior.
Este enfoque da pie al tema familiar de los sistemas lineales para aclarar
la teoria abstracta, y permite evitar confusos cilculos de matrices en los
capitulos 1 y 2. En esos capitulos habra ejemplos ocasionales donde ten-
dremos la oportunidad de solucionar sistemas de ecuaciones lineales (na-
turalmente estos ejemplos no forman parte del desarrollo teérico). En la
seccién 1.4 se hallan las bases necesarias para ello.

Los determinantes, tema del capitulo 4, tienen ahora mucho menos
importancia que hace algin tiempo, para un curso abreviado es preferible
tratarlos ligeramente, puesto que consideramos necesario dedicar més
tiempo a los temas que se desarrollan del capitulo 5 al 7. De ahi que
hayamos presentado dos alternativas en el capitulo 4: un desarrollo com-
pleto de la teoria (secciones 4.1 a 4.4) y un resumen de los puntos
importantes, indispensables para el resto de los capitulos (seccién 4.5).

En el capitulo 5 se desarrollan eigenvalores, eigenvectores y diago-
nalizacién. Una de sus aplicaciones mas importantes se encuentra en el
célculo de limite de matrices. Se ha incluido, sin embargo, una seccién
opcional sobre limite de matrices y cadenas de Markov, aunque la general
mayoria de algunos de sus resultados requiera un conocimiento de las
formas canédnicas de Jordan. Las secciones 5.4, 5.5 y 5.6 contienen in-
formacién sobre subespacios invariantes, el teorema de Cayley-Hamilton
y del polinomio minimo, respectivamente.

Las formas canénicas se tratan en el capitulo 6, secciones 6.1 y 6.2
desarrollan la forma Jordan y la seccién 6.3 presenta la forma racional.

Los espacios con producto interior son el tema del capitulo 7. La teo-
ria matemdtica bdsica (productos interiores y el proceso de ortogonali-
zacién de Gram-Schmidt; las transformaciones del adjunto: normal, auto-
adjunto, ortogonal y operadores unitarios; proyecciones ortogonales y el
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teorema espectral) se desarrollan en las secciones 7.1, 7.2, 73, 7.5, 7.7
y en la 7.9. En las secciones 7.4, 7.6, 7.8 y 7.10 se encuentran varias
aplicaciones de la estructura del producto de interior. El capitulo ter-
mina con un andlisis de las formas cuadraticas y bilineales (seccién 7.11).

En el texto se encuentran también cinco apéndices. En los primeros
cuatro se analizan respectivamente, conjuntos, funciones, campos y ntme-
ros complejos con el fin de repasar las ideas basicas que se desarrollan
a través del libro. En apéndice E sobre polinomios se utiliza primor-
dialmente en los capitulos 5 y 6, en especial en la seccién 6.3. Se ha
preferido que esos apéndices no se analicen en forma independiente sino
hacer referencia a ellos segin se requiera.

El siguiente diagrama muestra la dependencia entre los capxtulos del
libro.

'
I Capitulo 1 ,
] Capitulo 2 l

| Capitulo 3

Seccipnes 4.1-4.4
o0 secciones 4.5

Bt

Secciones 5.1 y 5.2

Y

l Seccién 5.4
uecciones 6.1y 6.2 j

Capitulo 7

Secciones 5.5 y 5.6 J

Seccién 6.3

Ahora unas palabras finales, que creemos necesarias respecto a nues-
tra notacion. Las secciones indicadas con un asterisco (*) son opcionales
y pueden omitirse si asi lo considera el profesor. Todo ejercicio indicado
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por el simbolo (f) no es opcional; lo usamos para identificar un ejer-
cicio que serd citado posteriormente en el texto.

Agradecemos a Douglas E. Cameron (University of Akron), Ed-
ward C. Ingraham de (Michigan State University), David E. Kullman
(Miami University), Carl D. Meyer, Jr. (North Carolina State University)
y Jean E. Rubin (Purdue University) por haber revisado el manuscrito
completo del texto, asi como también a nuestros colegas y estudiantes
por las sugerencias y estimulos recibidos durante el periodo en el que se
estaba desarrollando el manuscrito de esta obra. También hacemos men-
ci6n especial a Miss Jana Gehrke y a Marilyn Parmantie por su ayuda
en el trabajo de mecanografia, asi como a Harry Gaines, lan List y al
equipo de Prentice-Hall por su colaboracién durante los procesos de pro-
duccién.

Normal, Illinois STEPHEN H. FRIEDBERG
ARNOLD J. INSEL
LAWRENCE E. SPENCE



Capitulo 1

Espacios vectoriales

1.1

INTRODUCCION

Muchas nociones fisicas comunes, tales como las fuerzas, velocidades * y
aceleraciones, involucran una magnitud (el valor de la fuerza, velocidad
o aceleracion) y una direccién. Cualquier entidad que involucre magni-
tud y direccién se llama vector. Los vectores se representan por flechas
en las que la longitud de ellas define la magnitud del vector, y la direc-
cién de la flecha representa la direccién del vector. En la mayor parte
de las situaciones fisicas que involucran vectores, Ginicamente la magnitud
y direccién del vector son significativas; consecuentemente, consideraremos
a los vectores con la misma magnitud y direccién como iguales, indepen-
dientemente de sus posiciones relativas.

En esta secci6n se discutird la geometria de los vectores, geometria que
se deriva de los experimentos fisicos que dan fe de la forma de inter-
accién entre dos vectores.

Muchas situaciones comunes sugieren que cuando dos vectores actiian
simultineamente en un punto, la magnitud del vector resultante (el vector
obtenido sumando los dos vectores originales) no es necesariamente igual
a la suma de las magnitudes de los dos vectores. Por ejemplo, un nadador
que nada contra la corriente con una velocidad promedio de 3.2 km/h,
siendo la velocidad de la corriente de 1.6 km/h, no avanzard con una
velocidad promedio de 4.8 km/h. En este caso los movimientos del
nadador y el de la corriente son contrarios y, por tanto, la velocidad pro-
medio del nadador es unicamente de 1.6 km/h. Si, por el contrario, el
nadador avanzara aguas abajo (a favor de la corriente), entonces su
avance promedio si seria de 4.8 km/h.

Los experimentos muestran que los vectores se suman de acuerdo
con la siguiente ley del paralelogramo. (Véase la fig. 1.1.)

* La palabra “velocidad” esta siendo utilizada con su connotacién cientifica,
como una entidad que tiene magnitud y direcciéon. La magnitud de una velocidad
(independientemente de la direccion del movimiento) se llama rapidez.



2 Espacios vectoriales

figura 1.1

Ley del Paralelogramo para la Suma de Vectores. La suma de dos vectores x
Y y que actian sobre un mismo punto P es el vector que, en el paralelo-
gramo que tiene a X y y por lados adyacentes, se representa por la
diagonal que parte de P.

Como los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos y de igual
longitud, el extremo Q de la flecha que representa a x + y también se
puede obtener permitiendo que x actie sobre P y luego permitiendo que
¥ actie sobre el extremo de x; o, de la misma manera, puede ser obtenido
permitiendo que primero actie y sobre P y posteriormente que x actie
sobre el extremo de y. De este modo, dos vectores x y y que actian sobre
un punto P pueden ser sumados “cola con cabeza”; esto es, se puede
aplicar cualquiera de los vectores x 0 y en P y un vector que tenga la
misma magnitud y direccion que el vector restante puede ser aplicado
entonces en ¢l extremo del primero —el extremo de este segundo vector
es el extremo de x + y.

La suma de vectores puede ser descrita algebraicamente mediante el
uso de geometria analitica. En el plano que contiene a x y a y, introdiz-
case un sistema de coordenadas con P por origen y sea (ay, a.) ¢l extremo
de x y (b, b.) el de y. Entonces, tal como lo muestra la figura 1.2,
las coordenadas de Q, extremo de x + y, son (a, + by, @, + b,). De aqui
en adelante, cuando se haga referencia a las coordenadas del extremo de
un vector, se considerard que el vector parte del origen. Mas atn, como un
vector que principia en el origen queda completamente determinado por

Q
_____________ l(al +by,a, +b,)

|

|

!

/
L—X(ay + b, by)
by, by)

figura 1.2
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Jas coordenadas de su punto extremo, nos referiremos algunas veces al
punto x en vez de al extremo del vector x cuando x sea un vector que
parte del origen.

Ademas de la operacién de suma de vectores existe otra operacién
natural que se puede realizar con los vectores —la longitud de un vector
puede ser amplificada o reducida sin cambiar la direccién del vector. Esta
operacién, llamada multiplicacién por un escalar, consiste en multiplicar
un vector por un nimero real. Si el vector x estd representado por una
flecha, se tiene que para cualquier nimero real ¢t > 0 el vector fx que-
dara representado por una flecha que tiene la misma direccién de la
flecha que representa a x pero su longitud serd ¢ veces mayor. Si t < 0,
el vector fx quedarad representado por una flecha cuya direccién sea
opuesta a la de x y con una longitud de | ¢ | veces la longitud de la flecha
que representa a x. Dos vectores no nulos x y y se denominan paralelos
si y = ix para cualquier nimero real ¢ no nulo. (Asi, los vectores no nulos
con direcciones iguales u opuestas, son paralelos.)

Para describir algebraicamente la multiplicacién por escalares, intro-
dizcase de nuevo un sistema de coordenadas en un plano que contenga
al vector x tal que x parta del origen. Si el extremo de x tiene por
coordenadas a (a;, a.), entonces puede mostrarse facilmente que Ias
coordenadas del extremo de 7x son (a,, ta.). (Véase el ejercicio 5.)

Las descripciones algebraicas de la suma de vectores y de la multi-
plicacién de vectores por escalares en un plano, implican las siguientes
propiedades para vectores arbitrarios x, y, y z y nimeros reales arbitra-
rios a 'y b:

xt+ty=y+uzx

x+y)t+z=x+ (y + 2).

Existe un vector llamado 0 tal que x + 0 = x para todo vector x.
Para cada vector x existe un vector y tal que x + y = 0.

Ix = x.

(ab)x = a(bx).

a(x +y) = ax + ay.

(a + b)x = ax + bx.

PN E LD =

Argumentos semejantes a los antes mencionados muestran que estas 8
propiedades, asi como las interpretaciones geométricas de suma de vecto-
res y multiplicacién por escalares, son vdlidas para vectores que actdan
en el espacio y no s6lo en un plano. Utilizaremos estos resultados para
escribir las ecuaciones de rectas y planos en el espacio.

Considérese primero la ecuacién de una recta en el espacio que pasa
por dos puntos distintos Py Q. Sea O el origen de un sistema de coorde-
nadas en el espacio y sean u y v los vectores que parten de O y terminan
respectivamente en Py Q. Si w es el vector que principia en P y termina
en O, la suma “cabeza con cola” muestra que ¥ + w = v y por tanto
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w =v — u donde —u representa al vector (—1)u. (Véase la fig. 1.3
en donde el cuadrilitero OPQR es un paralelogramo.) Como un miltiplo
de escalar w es paralelo a w, pero posiblemente de una longitud diferente
a w, cualquier punto de la recta que une a P y Q se puede obtener como
el extremo del vector que principia en P y que tiene la forma mw para

P
AN
u N
N
v _AQ
0 Pl
N -
N e
T AN
~
R
figura 1.3

algin nimero real r. Reciprocamente, el extremo de cada vector de la
forma mw que principia en P yace en la linea que une a P y Q. Luego,
una ecuacion de la recta que pasapor PyQesx = u + tw = y + t(v—u),
donde ¢ es un nimero real y x es un punto arbitrario de la recta. Véase
también que el extremo R del vector v — u de la fig. 1.3 tiene coorde-
nadas iguales a la diferencia de las coordenadas de Q y P.

Eiemplo. Encontremos la ecuacién de la recta que pasa por los pun-
tos P y Q de coordenadas (—2, 0, 1) y (4, 5, 3), respectivamente.
El extremo R del vector que parte del origen y que tiene la misma direc-
cién que el vector que principia en P y termina en Q, tiene como coor-
denadas (4, 5,3) — (—2,0, 1) = (6, 5, 2). Lu€go, la ecuacién buscada
sera:

x=(-2,0,1) + 16, 5, 2).

Ahora, sean P, Q y R tres puntos no colineales en el espacio. Estos
puntos determinan un plano inico cuya ecuacién puede ser encontrada
mediante el uso de nuestras anteriores observaciones sobre vectores. Sean
uy v los vectores que parten de P y terminan, respectivamente, en QyR.
Obsérvese que cualquier punto del plano que contenga a P, @ y R es
el extremo § de un vector x que principia en P y tiene la forma #,u + t.v
para cualquier par de nimeros reales 1, y 2. El extremo de f,u sera el
punto de intersecciéon de la recta que pasa por P y Q con la recta que
pasa por S y es paralela a la recta que pasa por P y R. (Véase fig. 1.4.)
Un procedimiento andlogo permitird localizar #,v.
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> R

figura 1.4

Mas ain, para cualquier par de nimeros reales t, y 1, f,u + L,v es un
vector ubicado en el plano que contiene a P, @ y R. Por lo tanto, la
ecuacién del plano que contiene a P, Q@ y R es

x=P+ tiu+ t,v,

donde ¢, y t. son nimeros reales arbitrarios y x es un punto cualquiera
del plano.

Ejemplo. Sean P, Q y R puntos de coordenadas (1, 0, 2), (—3, —2, 4)
y (1, 8, —5), respectivamente. El extremo del vector que parte del origen
y tiene la misma longitud y direccién que el vector que va de P a Q es
(=3, =2, 4)—(1, 0, 2) =(—4, —2, 2); de la misma forma, el
extremo del vector que parte del origen y tiene la misma longitud y
direccién que el vector que va de P a R es (1, 8, —5) — (1, 0, 2) =
= (0, 8, —7). Luego, la ecuacién del plano que contiene a los tres
puntos dados es

x=(1,0,2) +t(—4, —2,2) + (0, 8 —7).

Cualquier estructura matemdtica que posea las ocho propiedades de
la pagina 3 se llama “espacio vectorial”. En la seccién siguiente defini-
remos formalmente un espacio vectorial y consideraremos muchos ejem-
plos de espacios vectoriales distintos a los antes mencionados.

EJERCICIOS

1. Determinar si los vectores que parten del origen y terminan en los siguientes
pares de puntos son paralelos.

(a) (3,1,2)y (6,4, 2)

(b (—3,1,7)y (9, —3, —21)
() (5,—6,7)y (—=5,6, —=7)
(d) (2,0, =5)y (5 0, —=2)
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1.2

Espacios vectoriales

Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares
de puntos en el espacio.

(@) (3, =2,4)y (=571
() (2,4,0)y (-3, —6, 0)
(©) (3,7,2)y (3,7, —8)

(d) (=2, —1,5)y (3,9, 7)

Encontrar las ecuaciones de los planos que contienen los siguientes puntos
en el espacio.

(@) (2, =5, —1), (0, 4,6) y (=3, 7, 1)
(b) (3, =6, 7), (-2, 0, —4) y (5, -9, —=2)
() (—8,2,0),(1,3,0)y (6 —S5, 0)

d (1, 1,1), (55 5 y (-6, 4, 2)

¢Cuiles son las coordenadas del vector 0 en el plano Euclidiano que satis-

facen la condici6n 3 de la pagina 3. Demostrar que esta seleccion de coorde-
nadas satisface la condicién 3.

Demostrar que si el vector x parte del origen del plano Euclidiano y termina
en el punto de coordenadas (a;, a.), entonces el vector £x que parte del
origen termina en el punto de coordenadas (ta,, ta.).

Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se bisectan.

ESPACIOS VECTORIALES

Debido a que entidades tan diversas como las fuerzas que operan en un
plano y los polinomios con coeficientes reales permiten definiciones natu-
rales de suma y multiplicacién por escalares que poseen las propiedades

1 a 8 de la pagina 3, es evidente que se deban abstraer dichas propieda-
des en la siguiente definicién.

DEFINICION.  Un espacio vectorial (o espacio lineal) V sobre un campo * F

consiste de un conjunto en el que estdn definidas dos operaciones (llama-
das adicién y multiplicacién por escalares, respectivamente), tal que para
cualquier par de elementos x y y en V exista un elemento tnico x +y
en V, y para cada elemento a en F y cada elemento x en V exista un

elemento linico ax en V, de manera que se cumplan las siguientes con-
diciones:

*  Ver apéndice C. Sin embargo, con muy pocas excepciones, el lector puede
interpretar la palabra “campo” como “campo de los nimeros reales” (denotado
por R) o “campo de los ndimeros complejos” (denotado por C).
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(VS 1) Para toda x, y en V, x + y =y + X (conmutatividad de la
adicion).

(VS 2) Para toda x,y, z en V, (x + y) +z=x+ (y + z) (aso-
ciatividad de la adicion).

(VS 3) Existe un elemento en V Ilamado 0O tal que X + 0 =x
para toda x en V.

(VS 4) Para cada elemento x en V, existe un elemento y en V tal
que x +y =0,

(VS 5) Para cada elemento x en V, 1x = x.

(VS 6) Para cada par a, b de elementos en F y cada elemento x
en V, (ab)x = a(bx).

(VS 7) Para cada elemento a en F Yy cada par de elementos x,
y en V, a(x +y) = ax + ay.

(VS 8) Para cada par de elementos a, b en F Yy cada elemento x
en V, (a+ b)x = ax + bx.

Los elementos x +y y ax se denomiran, respectivamente, suma de x
yy y el producto de a y x.

Los elementos del campo F se llaman escalares y los elementos del
espacio vectorial V se llaman vectores. El lector no debe confundir este
uso de la palabra “vector” con la entidad fisica tratada en la’ seccién 1.1;
ahora, la palabra “vector” se utilizara para describir cualquier elemento
de un espacio vectorial.

Frecuentemente, un espacio vectorial ser4 tratado en el texto sin men-
cionar explicitamente su campo de escalares. El lector cuidari de recordar,
sin embargo, que todo espacio vectorial debe considerarse como un espa-
cio vectorial sobre un campo, el que se denotara por F.

En el resto de la seccién introduciremos diversos ejemplos importantes
de espacios vectoriales que seran estudiados a través del texto. Obsérvese
que al describir un espacio vectorial no sélo es necesario especificar los
vectores, también las operaciones de suma y multiplicacién por escalares.

Un objeto de la forma (a,, ..., a,), donde los valores o entradas
a; son elementos de un campo F, se denomina n-dimensional * con
valores de F. Dos n-dimensionales (a, ..., a,) y (by, ... ,b,) se defi-
nen como iguales si y s6lo si @; = b; para i=1, 2, ..., n.

Ejemplo 1. El espacio vectorial F* de n-dimensionales con valores de
un campo F.

El conjunto de todas las n-dimensionales con valores de un campo F
forma un espacio vectorial, que denotaremos por F, bajo las operaciones
de suma y multiplicacién coordinada (elemento a elemento); esto es, si
xX= (@, ..., &) €EF, y=(by, ..., b,) € F, y c¢ € F, entonces

x+y=(a+by,...,a,+b) y cx = (ca,, ..., ca,).

* N. del T. En algunos libros de &lgebra lineal a los n-dimensionales se
les da el nombre de n-adas, n-uplas, n-tuplas y otros mis, pero aqui preferiremos
la citada denominacién.
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Por ejemplo, en R*

(3, =2,0,5) +(-1,1,4,2)=(2, —1,4,7)

—=5(1, =2, 0, 3) = (-5, 10, 0, —15).

Los elementos de F* a menudo se escribirdan como vectores columna:

a,

\ a

en vez de como vectores renglon (a, ..., a,). Puesto que un 1-dimen-
sional con valor de F puede ser visto como elemento de F, escribiremos
F en vez de F* para el espacio vectorial de los 1-dimensionales de F.

Una matriz de m x n con valores de un campo F es un arreglo rec-
tangular de la forma

ay,, 4y, ... a,
azy, 4z, ... a,,

’
Amy gy - Amn

donde cada elemento a;;(1 <i<m, 1 <j<n) pertenece a F. Los ele-
mentos @i, @iz, ..., @iy de la matriz anterior forman el i-ésimo renglon
de la matriz y se considerar4n a menudo como un vector renglén en F",
mientras que los elementos a,j, @j, ..., an; forman la columna j-ésima
de la matriz y seran a menudo considerados como un vector columna
en F". La matriz de m X n en la que cada elemento es igual a 0 se deno-
mina matriz cero.

En este libro escribiremos las matrices con letras maytsculas cursivas
(p. €j., A, B'y C) y denotaremos al elemento de la matriz 4 ubicado
en el renglén i y la columna j por A;;. Ademas, si el nimero de renglones
es igual al nimero de columnas de una matriz, ésta se denominari cua-
drada.

Dos matrices de m X n, A y B se definen como iguales si y sélo
si sus elementos correspondientes son iguales; esto es, si y sélo si
Aijj=Bjparal<i<myl<j<n
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\ Ejemplo 2. El espacio vectorial M,,.,(F) de matrices m X n con valo-
res de un campo F.

El conjunto de todas las matrices de m x n con elementos de un cam-
po F es un espacio vectorial, que denotaremos por Mg.,(F), bajo las
siguientes operaciones de suma y multiplicacién por escalares: para A,
B€ My.w(F) y cEF,

(A +B)ij:Aij ”’FB” y (CA),-]'ZCA”.

Por ejemplo

20 —1y, (-5 -2 6)_ /(-3 -25
1 -3 4 34—1)(413

en M..s;(R).

Ejemplo 3. El espacio vectorial F(S, F) de todas las funciones de un
conjunto S en un campo F.

Sea S un conjunto no vacio y F cualquier campo, y sea ¥(S, F) el
conjunto de todas las funciones que van de S a F. Dos elementos f y g
en F(S, F) se definen como iguales si f(s) = g(s) para cada s¢€ S.
El conjunto F(S, F) es un espacio vectorial bajo las operaciones de
suma y multiplicacion por escalares definidas para f, g, € F(S, F) y
c€ F por

(f+e)(s) =f(s) +g(s) y (cH(s) = clf(s)]

para cada s€ S. Nétese que éstas son las operaciones normales de suma
y producto por escalares utilizadas en célculo.

Un polinomio con coeficientes de un campo F es una expresiéon de
la forma

f(x) = aux™ + apx™' 4 ... + awx + ao,
donde n es un entero no negativo y a,, ..., a, son elementos de F.
Si f(x) =0, esto es, si @, = ... = a, = 0, entonces f(x) se llama el

polinomio cero y se dice que el grado de f(x) es —1; de otra forma,
se define el grado de un polinomio como el mayor exponente de x que
aparece en la representacion

f(x) = aux™ + apax™ + ... + ao
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correspondiente a un coeficiente no nulo. Nétese que los polinomios de
grado cero son funciones de la forma f(x) = c para algin escalar ¢ no
nulo.

Dos polinomios f(x) y g(x) son iguales si y sélo si tienen el mismo
grado y los coeficientes de potencias iguales son iguales.

Cuando F es un campo que contiene un nimero infinito de elementos,
normalmente consideraremos un polinomio con coeficientes de F como
una funcién de F en F. En este caso, el valor de la funcién

f(x) =aux" + apx™ + ... + a,
en c€ F es el escalar
f(e) = aue® + apc™* + ... + a,.

Aqui, es posible utilizar cualquiera de las dos mnotaciones f o f(x) para
la funcién polinomial

f(x) = aux + @, x"' + ...+ a,.

Eiemplo 4. EI espacio vectorial P(F) de todos los polinomios con coefi-
cientes de un campo F.

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes de un campo F
es un espacio vectorial, que denotaremos por P(F), bajo las siguientes

operaciones:

Para

f(x) =ax* + @ x™ + ... + a,

gx) =bux*+ by x+ ... + b,
en P(F) y c€F,

(f+8)(x) = (an + bu)x" + (@na + bo))x® ' + ...+ (a + by)

(cf) (x) = cax + ca,_ . x™' + ... + ca,.

Veremos en el ejercicio 21 de la seccién 2.4 que el espacio vectorial
que abajo se define es esencialmente el mismo que P(F).

Eiemplo 5. El espacio de todas las sucesiones finitas no nulas en un
campo F.
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Sea F cualquier campo. Una sucesion en F es una funcién ¢ de los
enteros positivos en F. Como es usual, la sucesién ¢ tal que o(n) = aa,
se escribira como {a,}. El espacio vectorial V de todas las sucesiones
finitas no nulas en F estd integrado por todas las sucesiones {a.} en F
que solamente tienen un numero finito de términos no nulos a,.. Si {a.}
y {b.} son sucesiones en V y t€ F, entonces {a,} + {b,} es aquella
sucesiéon {c,} en V tal que ¢, =a, + b, (n=1, 2,...), y H{a.} es
aquella sucesién {d,} en V tal que d, = tan(n=1, 2, ...).

Nuestros dos ejemplos siguientes contienen conjuntos en los que estan
definidos una suma y un producto por escalares pero no se trata de
espacios vectoriales.

Ejemplo 6. Sea S = {(ai, a.): a1, a- € R}. Para (a,, @), (b), b)) € S
y c€ R, se definen

(ay, @) + (by, by) = (ay + by, @2 — b)) y c(ay, an) = (cay, cas).

Como (VS 1), (VS 2) y (VS 8) no se cumplen, S no es un espacio
vectorial bajo estas operaciones.

Ejemplo 7. Sea S como en el ejemplo 6. Para (a;, @), (b, b:) €Sy
¢ € R, definimos

(ai, @) + (by, by) = (& + by, 0) 'y c(ay, &) = (cay, 0).

Luego, bajo estas operaciones, S no es un espacio vectorial pues (VS 3)
(y por tanto (VS 4)) y (VS 5) fallan.

Esta seccién concluird con algunas de las consecuencias elementales
de la definicién de un espacio vectorial.

Teorema 1.1 (Ley de cancelacion para la suma vectorial). Si X, y y z son
elementos de un espacio vectorial V tal que X + z =y + z, entonces

X = y.

DEMOSTRACION. Existe un elemento v en V tal que z + v =0 (VS 4).
Luego, x=x+0=x+ (z+tv)=x+2z) tv=(Q+z) tv=y
+@+v)=y+0=ypor (VS2)y (VS 3). N

Corolario 1. EIl vector 0 descrito en (VS 3) es unico.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Corolario 2. E! vector y descrito en (VS 4) es dunico.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.
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El vector 0 descrito en (VS 3) se llama vector cero de V, y el vec-
tor y descrito en (VS 4) (esto es, el vector Unico tal que x + y = 0)
se llama el inverso aditivo de x y se denota por —x.

El siguiente resultado contiene algunas de las propiedades elementales
de la multiplicacién por escalar.

Teorema 1.2 En cualguier espacio vectorial V, son verdaderos los siguientes
enunciados:

(a) Ox =0 para toda x€ V.
(b) (—a)x= —(ax) para toda a€ F y toda x€ V.
(c) a0 = 0 para toda ac F.

DEMOSTRACION

(a) Por (VS 8), (VS 1) y (VS 3) se tiene que
Ox +0x= (04 0)x=0x=0 + Ox.

Por tanto, Ox = 0 por el Teorema 1.1.

(b) El elemento —(ax) es el tunico elemento de V tal que
ax + [—(ax)] = 0. Si ax + (—a)x = 0, el corolario 2 anterior impli-
caria que (—a)x= —(ax). Pero por (VS 8), ax+ (—a)x = [a +
+ (—a)lx=0x, y asi ax+ (—a)x=0x=0 por (a). Entonces,
(—a)x = —(ax).

La demostraciéon de (c) es semejante a la demostracién de (a). [

EJERCICIOS

1. Determinar si las siguientes expresiones son falsas o verdaderas.

(a) Todo espacio vectorial contiene un vector cero.

(b) Un espacio vectorial puede tener més de un vector cero.

(c) En cualquier espacio vectorial ax = bx implica que a = b.

(d) En cualquier espacio vectorial ax = ay implica que x = y.

(e) Un elemento de F* puede ser considerado como un elemento de
My 1 (F).

(f) Una matriz de m x n tiene m columnas y n renglones.

(g) En P(F) sélo se pueden sumar polinomios del mismo grado.

(h) Sify g son polinomios de grado n, entonces f + g es un polinomio
de grado n.

(i)  Si f es un polinomio de grado n y ¢ es un escalar no nulo, entonces
cf es un polinomio de grado n.

(1) Un elemento no nulo de F puede considerarse como un elemento de
P(F) de grado 0.
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(k) Dos funciones en F(S, F) son iguales si y s6lo si toman los mismos
valores en cada punto de S.

2. Escribir el vector nulo de M;,.(F).

3. Si

(cudles son Mys, My, y My,?

4. Realizar las operaciones indicadas.
(a) /2 5 -3 " 4 -2 5
1 0 7 ( -5 3 2

(b) /-6 4 7 =5
< 3 =2+ (0 —3)
1 8 2 0

(c) 4(2 5 —3)
1 0 7

6 4
(d)

—s| 3 —2

1 8

() 2x*—Tx3+4x+3) + Bx*+2x2—6x 1+ 7)
) (=33+7T7x*+8x—6) + (2x* — 8x + 10)
(g) 5(2x" — 6x* + 8x2 — 3x)

(h) 3(x*—2x*+ 4x + 2)

Los Ejercicios 5 y 6 muestran por qué las definiciones de suma y multiplica-
cién por escalares de matrices (como se definen en el ejemplo 2) son las ade-
cuadas.

5. Richard Gard (Efectos de los castores en las truchas en Sagehen Creek,
California. J. Wildlife Management, 25, 221-242) reporta el siguiente nime-
ro de truchas que atravesaron las represas de castores en Sagehen Creek:

Cruces a contracorriente

Otofio  Primavera Verano

Trucha arroyo 8 3 1
Trucha arcoiris 3 0 0
Trucha café 3 0 0
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Cruces a favor de la corriente

Otofio  Primavera Verano

Trucha arroyo 9 1 4
Trucha arcoiris 3 0 0
Trucha café 1 1 0

Registrar los cruces a contracorriente y a favor de la corriente como
datos en dos matrices de 3 x 3 y verificar que la suma de las dos matri-
ces da el nimero total de cruces (a contracorriente y a favor) categorizada
por especie de trucha y por estacién.

6. Al final de mayo, un almacén de muebles tenia el siguiente inventario:

Americano Medite-

tradicional Espaiiol rrdneo Danés
Conjuntos de sala 4 2 1 3
Conjuntos de alcoba 5 1 1 4
Conjuntos de comedor 3 1 2 6

Registrar estos datos como una matriz M de 3 x 4. Con el fin de prepa-
rarse para su venta de junio, el almacén decidié duplicar su inventario de
cada uno de los rubros anteriores. Suponiendo que nada de la mercancia
en inventario se vende hasta que los pedidos de muebles adicionales lleguen,
se verifica que el inventario disponible después de recibir el pedido estard
dado por la matriz 2M. Si el inventario al final de junio queda dado por
la matriz

531 2
A=]6 2 1 5}
1 0 33
interpretar 2M — A. ;Cudntos conjuntos se vendieron durante la venta de
junio?

7. Sea S={0, 1} y F =R, el campo de los nimeros reales. En (S, R),
demostrar que f =gy f+g=hdonde f(x) =2x + 1, g(x) = 1 + 4x —
—2x% y h(x) = 5°+ 1.

8. Demostrar que en cualquier espacio vectorial V, (@ + b)(x + y) = ax +
+ ay + bx + by para toda x, y € V y cualquier a, b€ F.

9. Demostrar los Corolarios 1 y 2 del Teorema 1.1 y el Teorema 1.2(c).

10. Sea V el conjunto de todas las funciones diferenciales de valores reales
definidas sobre la recta de los reales. Demostrar que V es un espacio vecto-
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rial bajo las operaciones de suma y multiplicacién por escalares definidas
en el ejemplo 3.

Sea V = {0} que conste de un unico vector 0 y defirase 0 +0 =0y
c0 = 0 para cada ¢ de F. Demostrar que V es un espacio vectorial sobre
F(V se llama el espacio vectorial cero).

Una funcién de valor real definida sobre la recta de los reales se llama
funcion par si f(—x) = f(x) para todo nimero real x. Demostrar que el
conjunto de las funciones par definidas en la recta de los reales, con las
operaciones de suma y multiplicacién por escalares definidas en el ejem-
plo 3, es un espacio vectorial.

Sea V el conjunto de pares ordenados de nimeros reales. Si (a;, a.)
y (b1, b.) son elementos de V y ¢ es un elemento de F, se definen

(a1, @) + (by, by) = (a, + by, ahy) 'y c(ay, a.) = (cay, a.).

¢Es V un espacio vectorial bajo esas operaciones? Verifique su respuesta.

SeaV={(a,...,a): a;€Cparai=1,2,..., n). (Es V un espacio
vectorial sobre el campo de los nimeros reales con las operaciones de suma
y multiplicacién con correspondencia de elementos?

SeaV=1{(a,...,a): a;€ Rparai=1,2,...,n}. (Es V un espacio
vectorial sobre €l campo de los nimeros complejos bajo las operaciones de
suma y multiplicacién con correspondencia de elementos?

Sea V = {(a,, a:): a1, . € R}. Para (a4, @.), (by, b.) € V y c€ R, defi-
nase

(a), a.) + (by, b.) = (a, + by, a. + bz)

(0, 0) sic=0
cla, a.) = \[(cal, %) si ¢ 5% 0.

¢Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifiqie su respuesta.

Sea V= {(a,, a.): a, a.€ C}. Para (a,, a.), (b,, b.)EV y c€ C, de-
finase

(ai, a;) + (by, b.) = (a, + 2b,, @. +3b,) y c(a, a.) = (ca,, ca.).

¢Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta.
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Sea V = {(ai, a.): ai, a.€ F}, donde F es un campo arbitrario. Defi-
nase la suma de los elementos de V elemento a elemento, y para c€ F
y (ai, @) € V, definase

C(al, az) = (ah 0)-

¢Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta.

SUBESPACIOS

Normalmente, en el estudio de cualquier estructura algebraica es intere-
sante examinar subconjuntos que tengan la misma estructura que el con-
junto que esté siendo considerado. Asi, la nocién apropiada de subestructu-
ra para espacios vectoriales se introduce en esta seccion.

Definicién. Un subconjunto W de un espacio vectorial V sobre un campo F

se llama un subespacio de V si W es un espacio vectorial sobre F, bajo
las operaciones de suma y multiplicacion por escalares definidas en V.

En cualquier espacio vectorial V, es de hacer notar que V y {0} son
subespacios. Este ultimo se denomina el subespacio cero de V.

Afortunadamente, no es necesario verificar todas las condiciones sobre
espacios vectoriales con el objeto de demostrar que un subconjunto W
de un espacio vectorial V es en realidad un subespacio. Como se sabe,
las condiciones (VS 1), (VS 2), (VS 5), (VS 6), (VS 7) y (VS 8) se
satisfacen para los elementos de V, las cuales, automaticamente se cumplen
también para los elementos de un subconjunto V. Entonces, un sub-
conjunto W de V es un subespacio de V si y s6lo si las siguientes cuatro
condiciones se satisfacen:

1. x+ y€ W siempre y cuando x€ Wy y€ W.

2. ax€ W siempre que a€ Fy x€ W.

3. EIl vector cero de V pertenece a W.

4. EI inverso aditivo de cada elemento de W pertenece a W.

En realidad, la condicién 4 es redundante, como lo muestra el siguiente
teorema. \

Teorema 1.3 Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto de V. Entonces,

W es un subespacio de V si y solo si se satisfacen las tres condiciones
siguientes:

(a) 0€W.
(b) x+yE€W siempre que XE W y yE W.
(c) ax€ W siempre que a€ F y XE€ W.
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DEMOSTRACION. Si W es un subespacio de V, entonces W es un espacio
vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacién por escalares defi-
nidas en V. Tenemos entonces que se cumplen las condiciones (b) y (¢,
y existe un elemento 0’ € W tal que x + 0’ = x para toda x € W. Pero
también x + 0 = x, y por tanto 0’ = 0 por el Teorema 1.1. Luego enton-
ces, también se satisface la condicién (a).

Reciprocamente, si se satisfacen las condiciones (a), (b) y (¢), la
exposicion que precede a este teorema muestra que W puede ser un
subespacio de V si el inverso aditivo de cada elemento de W pertenece
a W. Pero si x€ W, entonces (—1)x pertenece a W por la condicién
(¢), y —x = (—1)x por el Teorema 1.2. De aqui que W sea un subes-
pacio de V. W

El teorema anterior proporciona un método sencillo para determinar
si un subconjunto dado de un espacio vectorial es o no realmente un
subespacio. En general, este resultado es el que se emplea para demostrar
que un cierto subconjunto es un subespacio.

La transpuesta M* de una matriz M de m X n es la matriz de n X m
obtenida a partir de M mediante el intercambio de renglones con colum-
nas; esto es (M*);; = M;;. Por ejemplo,

1 —2 3y PO
(_ ):—2 5‘
0 5 —I
3 -1

Una matriz simétrica es una matriz M tal que M! = M. Evidentemente,
una matriz simétrica debe ser cuadrada. El conjunto W de todas las matri-
ces simétricas en My.,(F) es un subespacio de M,..(F) ya que se satis-
facen las condiciones del Teorema 1.3:

(a) La matriz cero es igual a su transpuesta y, por tanto, pertene-
ce a W.

Puede probarse ficilmente que para matrices 4 y B y para escalares a
y b cualesquiera, (a4 + bB)! = aA' + bB'. (Ver el ejercicio 3.) Usando
este hecho, se pueden establecer ficilmente las condiciones (b) y (c)
del Teorema 1.3 de la manera siguiente:

(b Si A€ Wy BeEW, entonces A = /}‘ y B = B!. Ahora bien,
(A+B)!=A"+ B'=A + B, de manera que 4 + B¢ W.

(c) Si A€W, entonces A° = A. Luego, para toda a€ F, (ad)' =
=aA' = aA. Y asi ad € W.

Los siguientes ejemplos proporcionan més ilustraciones del concepto
de subespacio. Los primeros tres son particularmente importantes.
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Eiemplo 8. Las matrices diagonales en Mg, (F).

Sea M una matriz de n x n. La diagonal (principal) de M consta de

los términos My, M.;, ..., M,,. Una matriz D de n x n se llama matriz
diagonal si todos los valores que no se encuentren sobre la diagonal de D
son nulos, esto es, si D;; = 0 para toda i+ j. El conjunto de todas las

matrices diagonales en M, . (F) es un subespacio de M,,,(F).

Eiemplo 9. Los polinomios de grado menor o igual a n.

Sea n un entero no negativo y sea P,(F) un conjunto que consista
de todos los polinomios en P(F) que tengan grado menor o igual a n.
(Notese que el polinomio nulo es un elemento de P,(F) pues su grado
es —1.) Luego entonces, P,(F) es un subespacio de P(F).

Ejemplo 10. Las funciones continuas de valores reales definidas en el
eje de los reales R.

El conjunto C(R) formado por todas las funciones continuas de valor
real definidas en R es un subespacio de F(R, R), donde F(R, R) es tal
como se definié en el ejemplo 3.

Eiemplo 11. La fraza de una matriz M de n x n, denotada por tr(M),
es la suma de los valores de M ubicados en la diagonal; esto es, tr(M) =
=My + M. + ... + M,,. El conjunto de todas las matrices de n x n
que tienen una traza igual a cero es un subespacio de M,..(F). (Ver el
ejercicio 6.)

Eiemplo 12. EIl conjunto de matrices en M,..(F) que unicamente ten-
gan elementos no negativos no es un subespacio de M,,.,(F) ya que no
se cumple la condicién (c) del Teorema 1.3.

Los dos teoremas siguientes proporcionan métodos para formar subes-
pacios a partir de otros subespacios.

Teorema 1.4 Cualquier interseccion de subespacios de un espacio vectorial V
es un subespacio de V.

DEMOSTRACION.  Sea € un conjunto de subespacios de V y sea W la inter-
seccion de todos los subespacios en €. Como cada uno de los subespacios
contiene al vector cero, 0 € W. Sean a€ F y x, y elementos de W; enton-
ces x y y son elementos de cada subespacio en €. De aqui conc’ﬁjimos que
x + y y ax son elementos de cada subespacio en @ (porque la suma de
vectores en un subespacio y el producto de un escalar y un vector del
subespacio, ambos pertenecen a ese subespacio). Entonces x + y€ W
y ax € W; luego entonces W es un subespacio de acuerdo con el Teore-
ma 1.3. B
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Habiendo demostrado que la interseccién de subespacios es un subes-
pacio es l6gico considerar la cuestién de si la unién de subespacios es
0 no un subespacio. Se puede ver ficilmente que la unién de subespacios
debe satisfacer las condiciones (a) y (c) del Teorema 1.3 pero no nece-
sariamente satisface la condicién (b). De hecho, se puede demostrar de
inmediato (ver ejercicio 18) que la unién de dos subespacios es un subes-
pacio si y s6lo si uno de los subespacios es un subconjunto de otro. Es
normal, sin embargo, pensar que deberia de existir un método para combi-
nar ambos subespacios W, y W. para obtener un subespacio mayor (o
sea, uno que contenga a W, y a W.). Como sugerimos anteriormente,
la clave para encontrar tal subespacio es la condicién (b) del Teorema
1.3. Esta observacién sugiere que debiéramos considerar la “suma” de
dos subespacios (como se define a continuacién).

Definicién. Si S,y S. son dos subconjuntos no vacios de un espacio vectorial Vv,
entonces la suma de S, y S., que se expresa como S, + S,, es el conjunto
{x +y: x€S,yy€S.}). La suma de cualquier mimero finito de subcon-

juntos no vacios de V, S,, ..., S,, se define andlogamente como el con-
junto
S+ . F+Sa={x+ ... X X €S, para i=1, 2, ..., n},

Teorema 1.5 Si W, y W, son subespacios de un espacio vectorial V, entonces
W, + W. es un subespacio de V.

DEMOSTRACION. Sean W, y W, subespacios de V. Como 0€ W, y
0EW., 0=0+0€EW, +W,. Sea a€ Fy x, yE W, + W, entonces
existird x;, € Wy y X,, y.€ W, tales que x=x, + X y y = y, + y,.
Ahora bien,

x+ty=(+x)+ @G +y)=(x+y)+ (x; + y.)
es un elemento de W, + W, ya que x, + y, € W, yx.t+ty.€EW,y

ax = a(x, + x,) = ax, + ax.

es un elemento de W, + W, ya que ax, € W, y ax. € W.. Luego enton-
ces W, + W, es, por el Teorema 1.3, un subespacio de V. [ ]

Corolario. La suma de cualquier niimero finito de subespacios de V es un
subespacio de V.

Una clase especial de suma jugara un papel importante en los capitulos
siguientes. Introduciremos un caso especial de’este concepto en la siguiente
definicion.
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Definicién. Se dice que un espacio vectorial V es la suma directa de W, y W,,
expresada como NV = W, P W,, si W, y W, son subespacios de V tales
que W; N W, = {0} y W, + W, =V.

Ejemplo 13. Sea W, = {(a, 0): a€ F} y W,= {(0, b): b€ F}.
Luego, F2 = W, P W..

Eiemplo 14. Una funcién g de valor real definida en R se llama funcion
par si g(—x) = g(x) para toda x€ R y se llama funcidon impar si
g(—x) = —g(x) para toda x €R. Sean W, y W,, respectivamente, los
conjuntos de todas las funciones pares e impares en (R, R).

Demostraremos que F(R, R) = W, ¢ W.. Puede verse facilmente que
W, y W, son subespacios de F(R, R). (Ver Ejercicio 19.) Supdngase que
g€ W; N W,; entonces g es al mismo tiempo una funcién par e impar.
Asi g(—x) = g(x) y g(—x) = —g(x) para cada x€ R y, por lo tanto,
g es la funcién cero. Por lo tanto, W; N W, = {0}. Sea f€F(R, R), y
definase g, h€ F(R, R) como g(x) = [f(x) +f(—x)] y h(x) =
= #[f(x) — f(—x)]. Entonces g es una funcién par y s es una funcién
impar tales que f =g + h. De aqui que f€ W, + W.. Como f es un
elemento arbitrario de F(R, R), se tiene que F(R, R) = W,; + W.. Esto
es, F(R, R) es la suma directa de W, y W.,.

Si W, y W. son subespacios de un espacio vectorial V tales que
W, + W, =V, entonces, cada elemento de V puede expresarse como la
suma de un elemento x, en W, y un elemento x, en W,. Es posible que
puedan existir muchas representaciones semejantes, es decir, que x; y x;
no sean unicas. Por ejemplo, si

W = {(ay, @&, a;) € F*: a, = 0}

W, = {(a,, @, a3) € FF: a, = 0},

claramente W, + W, = F3, De hecho, para cada c€ F, (b,, b,, b;) =
= (by, b. + ¢, 0) + (0, —c, bs) es una representacién de (b,, b., b;)
como la suma de un elemento (b,, b, +c, 0) en W, y un elemento
(0, —c, b;) en W.. Asi, en este ejemplo la representacién de los elemen-
tos de F* como las sumas de un elemento en W, y un elemento en W,
no es uUnica. Nuestro préximo resultado determina cuéndo existe este tipo
de unicidad.

Teorema 1.6 Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces
V es la suma directa de W, y W, si y sdlo si cada elemento de V' puede
ser escrito de manera unica como x, + x;, donde X, € W; y X, € Wa.

DEMOSTRACION. Supdngase que V=W, P W,. Como V=W, + W,
cada elemento de V puede ser expresado como la suma de vectores en W,
y W.. Supéngase que algin elemento z en V puede ser escrito como
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2 = X, + x, y también como z = y, + y;, donde x,, VMEW, Y X, Y€ W,
Entonces, x, + x, = y, + y, y asi x; — y; =y, — x.. Ahora bien, x, —
— 1€ W, puesto que x, y y, son elementos de W, y analogamente
Y: — x: € W,. Pero como x;, — y, = Y. — x» se deduce que x, — y, =
=Y REW, NW, = {0}

Por lo tanto, x, — y, = y, — x, = 0, yasi x, =y, y x; =y, lo que
demuestra la unicidad de la representacién de z como la suma de un ele-
mento de W, y un elemento de W..

La demostracién de la proposicién reciproca se deja al lector como
ejercicio. i

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas,

(a)

Si V es un espacio vectorial y W es subconjunto de V que es también
un espacio vectorial, entonces W es un subespacio de V.

(b) El conjunto vacio es un subespacio de todo espacio vectorial.

(c) Si V es un espacio vectorial distinto del espacio vectorial cero {0},
entonces V contiene un subespacio W tal que W £ V.

(d) La suma de dos subconjuntos cualesquiera de V es un subespacio
de V.

(¢) Una matriz diagonal n x n no puede tener més de n términos no
nulos.

(f) La traza de una matriz cuadrada es el producto de sus términos que

se encuentran sobre la diagonal.

2. Determinar la transpuesta de cada una de las siguientes matrices. Ademas,
si la matriz es cuadrada, calcular su traza.

3. Demostrar que (a4 + bB)! = gA' + bB! para

(@ (—4 2 (b) [0 8 —6
(5 ) Ga 2
© (-3 9 d /10 0 —8
0 —2 ( 2 —4 3
6 1 -5 7
e a, —1, 3, 5 € (-2 51 4
( 70 1 —6)
@ /5 (h) /—4 0 6
6 ( 0 1 -3
7 6 —3 5

toda A, B€ men(F) y

toda a, b€ F.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Demostrar que (A')! = A para toda A € M., (F).
Demostrar que A + A* es simétrica para cualquier matriz cuadrada 4.

Demostrar que tr(ad + bB) = atr(A) + btr(B) para toda A,
B 6 men(F)'

Demostrar que las matrices diagonales son matrices simétricas.

Verificar que los siguientes conjuntos son subespacios de R® bajo las opera-
ciones de suma y multiplicacién por escalares definidas en R®.

(a) W,={(a, @, a;) ER*: a,=3a.y as= —a)}
(b) W;= {(a, a; a;) € R®:. 2a, +a. + Sa; = 0}
) W= {(a, as, @) ER*: a,— 4a. — a; = 0}

Sean W,;, W,, y W, como en el ejercicio 8. Describir Wy N W.,, W. N W,,
y W, N W; y obsérvese que cada una es subespacio de R®.

Verificar que W, = {(ay, .., a,) € F*: a, + ... + a, = 0} es un subes-
pacio de F" pero que W, = {(ay, ..., an) € F*: a,+ ... +a, =1} no
lo es.

(Es el conjunto W= {f€ P(F): f=0 o f tiene grado n} un subes-
pacio de P(F) si m > 1? Justifique su respuesta.

Una matriz A de m x n se llama triangular superior si todos los términos
ubicados por debajo de la diagonal valen cero, esto es, 4;; = O siempre
que i > j. Verificar que las matrices triangulares superiores forman un sub-
espacio de M. (F).

Verificar que para cualquier s, € S, W = {f€ F(S, F): f(s0) = 0} es un
subespacio de F(S, F).

(Es el conjunto de todas las funciones diferenciales de valores reales defi-
nidas en R un subespacio de C(R)? Justifique su respuesta.

Sea C"(R) el conjunto de todas las funciones de valor real definidas en
la recta de los reales que tiene una derivada n-€sima continua (y, por tanto,
derivadas continuas de orden 1, 2, ..., n). Verificar que C"(R) es un
subespacio de F(R, R).

Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subes-
pacio de V si y s6lo si W~ @ y ax€EW y x + y€ W siempre que
ac Fyux, yEW.

Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subes-
paciode Vsiy sblosi 0 € Wy ax + y€ Wsiempre que a€ Fyx, yEW.
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20.

21.

22.

23.

24.*

25.
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Sean W; y W, subespacios de un espacio vectorial V. Demostrar que
W;'U W, es un subespacio de V si y sblo si W; C W, o W. CW,.

Sean F, y F; campos. Una funcién g € F(F,, F,) se llama funcién par si
g(—x) = g(x) para toda x€ F, y se llama funcion impar si g(—x) =
= —g(x) para toda x € F,. Demostrar que el conjunto de todas las fun-
ciones pares en F(F,, F.) y el conjunto de todas las funciones impares en
F(F,, F;) son subespacios de F(F,, F,).

Mostrar que F* es la suma directa de los subespacios

W,={(a, ..., as) € F*: a, =0}
W.={(a, ..., a)€EF: a=...=a,,=0}.

Sea W; el conjunto de polinomios f en P(F) tales que f(x) =0 o, en la
representacion

f(x) = aux™ + apax™ + ... + a,,

los coeficientes ao, @., a,, . .. de todas las potencias pares de x son iguales
a cero. Andlogamente, sea W; el conjunto de todos los polinomios g en
P(F) tales que g(x) = 0 o, en la representacién

g(x) = bpx™ + by x™* + ... + b,,

los coeficientes b,, bs, b;, ... de todas las potencias impares de x son
iguales a cero. Demostrar que P(F) = W, W..

SeaW, = {4 € My,n(F): A;; =0cuandoi > j} yW. = {4 € Muuu(F):
A;; = 0 cuando i < j}. (W, es el conjunto de las matrices triangulares supe-
riores definidas en el ejercicio 12.) Demostrar que My (F) = W, P W..

Sea V el espacio vectorial formado por todas las matrices triangulares supe-
riores de n x n (como se definieron en el ejercicio 12), y sea W, el
subespacio de V formado por todas las matrices diagonales. Demostrar que
V=W, PW., donde W. = {4 € V: A4;; =0 cuando i < j}.

Demostrar que si W es un subespacio de V y x,, ..., x, son elementos

de W, entonces a,x; + ... + a,x, es un elemento de W para cualesquie-
ra escalares a,, ..., a, en F.

Una matriz M se llama antisimétrica si M' = —M. Evidentemente una
matriz antisimétrica es cuadrada. Demostrar que el conjunto de todas las
matrices antisimétricas de n X n es un subespacio W, de M,.,(R). Sea
W. el subespacio de M,.,(R) consistente de las matrices simétricas de
n x n. Demostrar que M, ,.(R) = W, > W..

* En otras secciones del libro haremos referencia a los problemas marcados

con asterisco (*).
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26.

27.
28.

29.

1.4
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Sea W, = {4 € Mo, n(F): A;; =0 cuando i <j} y sea W, el conjunto
de matrices simétricas de 7 x n. W; y W, son ambos subespacios de
Muxn(F). Demostrar que M,.n(F) = W,; @ W.. Compérense los ejerci-
cios 25 y 26.

Demostrar el corolario del Teorema 1.5.
Completar la demostracién del Teorema 1.6.

Sea W un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo F. Para
toda vEV el conjunto {v} + W = {v + w: wEW} se llama co-conjun-
to de W que contiene a v. Es frecuente expresar este co-conjunto como
v + W en vez de {v} + W. Demostrar lo siguiente:

(a) v + W es un subespacio de V si y sélo si vE€ W.
(b) vi+W=v,+Wsiysolosiv—v.€W.

La suma y el producto por elementos de F puede definirse en el conjunto
$={v+W: vEV} de todos los co-conjuntos de W como sigue:

Vi +W) + (v + W)= (i +v.) +W
para toda v,, € V y
av+ W) =av+W
para todaveE VyacF.
(¢) Demostrar que las operaciones anteriores estin bien definidas; es

decir, mostrar que si v, + W=V, + W y v, + W=V> + W, en-
tonces

(vi + W) + (v. + W) = (v + W)+ (v, + W)

a(vi + W) = a(v, + W)

para toda a€ F.

(d) Demostrar que €l conjunto S es un espacio vectorial bajo las opera-
ciones definidas anteriormente. Este espacio vectorial se llama espacio
cociente de V modulo W y se expresa mediante V/W.

COMBINACIONES LINEALES Y SISTEMAS
DE ECUACIONES LINEALES

En la seccién 1.1 se mostré que la ecuacién del plano que pasa por tres
puntos no colineales P, @ y R en el espacio es x = P + tu + Lv, donde
u'y v son los vectores que parten del origen y terminan, respectivamente,



Combinaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales 25

en Q y R,y t, y t. son nimeros reales cualesquiera. Un caso especial
importante ocurre cuando P es el origen. En este caso la ecuacion del
plano se simplifica a x = #,u + t,v, y el conjunto de todos los puntos conte-
nidos en este plano es un subespacio de R?. (Esto se demostrard como
el Teorema 1.7 de esta secciéon.) Expresiones de la forma #,u + t,v donde
&, y 1, son escalares y u y v vectores, juegan un papel primordial en la
teoria de los espacios vectoriales. La generalizacién apropiada de tales
expresiones se expresa en la siguiente definicién.

Definicion. Sea V un espacio vectorial y S un conjunto no vacio de V. Se dice
que un vector x de V es una combinaciéon lineal de elementos de S, si

existe un ntmero finito de elementos y,, ... ,y. en Sy escalares a,, . .. , a,
en F tales que x = a,y, + ... + a,yn. En este caso, es comiin decir que
X es una combinacién lineal de y,, ..., yn.

Obsérvese que en cualquier espacio vectorial V, Ox = 0 para toda
x € V. Luego, el vector cero es una combinacién lineal de cualquier sub-
conjunto no vacio de V.

Ejemplo 15. La tabla 1.1 muestra el contenido vitaminico de 100 gra-

mos de 12 alimentos con respecto a vitaminas A, B, (tiamina), B; (ribo-
flavina), niacina y C (4cido ascérbico).

TABLA 1.1 Contenido de vitaminas de 100 gramos de algunos alimentos

A
(unida- B, B, Niacina C
des) (mg) (mg) (mg) (mg)
Compota de manzana 0 0.01 0.02 0.2 2
Manzanas frescas (recién cortadas) 90 0.03 0.02 0.1 4
Dulce relleno de coco y cubierto de
chocolate 0 0.02 0.07 0.2 0
Almejas (iinicamente la carne) 100 0.10 0.18 1.3 10
Pastel de molde de masa 0 0.05 0.06 0.3 0
Féculas cocidas (no enriquecidas) (0)* 0.01 0.01 0.1 0)
Jaleas y conservas 10 0.01 0.03 0.2 2
Tarta de natillas de coco (horneada
con harina) 0 0.02 0.02 0.4 0
Arroz café crudo ) 0.34 0.05 4.7 0)
Salsa de soya 0 0.02 0.25 0.4 0
Spaghetti horneado (no enriquecido) 0 0.01 0.01 0.3 0
Arroz silvestre crudo 0) 0.45 0.63 6.2 0)

* Los ceros entre paréntesis indican que la cantidad de vitamina presente es
casi nula o demasiado pequefia para medirse.

FUENTE: Composicién de alimentos (Manual ‘de Agricultura Nimero 8) por Berni-
ce K. Watt y Annabel L. Merrill. Divisién de Invéstigacién.de.ja Economia y Ali-
mentacion del Cons7midor, Departamento. de Agricultura de los Estados Unidos,

B s yfery Do
e A CAS
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Registraremos el contenido vitaminico de 100 gramos de cada alimento
como un vector columna en R*—por ejemplo, el vector vitaminico para
la compota de manzana es

0.00
0.01
0.02].
0.20
2.00

Considerando los vectores vitaminicos para el pastel de molde, la tarta
de natillas de coco, el arroz café, la salsa de soya y el arroz silvestre, se
ve que

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.05 0.02 0.34 0.02 0.45
0.06] 4 10.02| + |0.05] + 2]0.25] = | 0.63|.
0.30 0.40 4.70 0.40 6.20
0.00 0.00 10.00 0.00 0.00

Luego, el vector vitaminico para el arroz silvestre crudo es una combi-
nacién lineal de los vectores de vitaminas para el pastel de molde, tarta
de natillas de coco, arroz café crudo y salsa de soya. Asi, 100 gramos de
pastel de molde, 100 gramos de tarta de natillas de coco, 100 gramos
de arroz café crudo y 200 gramos de salsa de soya proporcionan exacta-
mente las mismas cantidades de las 5 vitaminas que 100 gramos de arroz
silvestre crudo. De una manera analoga, como

0.00 90.00 0.00 0.00 10.00 0.00 100.00

0.01 0.03 0.02 0.01 0.01 0.01 0.10
210.021 + | 0.02{ + |0.07| + |0.01| + | 0.03] +]0.01|=| 0.18{,
0.20 0.10 0.20 0.10 0.20 0.30 1.30
2.00 4.00 0.00 0.00 2.00 0.00 10.00.

200 gramos de compota de manzana, 100 gramos de manzanas frescas,
100 gramos de dulce de chocolate, 100 gramos de féculas, 100 gramos
de jalea y 100 gramos de spaghetti proporcionan exactamente las mismas
cantidades de las 5 vitaminas que 100 gramos de almejas.

A través de los capitulos 1 y 2 se encontrarin muchas situaciones
diferentes en las cuales sera necesario determinar si un vector puede ser
expresado como una combinacién lineal de otros vectores. El cémo es
posible hacerlo se reduce a un problema de solucién de un sistema de
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ecuaciones lineales. Ilustraremos esta importante técnica determinando
si el vector (8, 15, 15, 12) en R* puede escribirse como una combinacién
lineal de y, = (1, 2, 1, 2), y. = (=2, —4, =2, —4), y,= (1, 4,2, 0),
y«=1(2,7,5 0),y ys= (3, 7, 2, 6). Por tanto, deberemos determinar
si existen escalares a;, a., as, a, y a; tales que

(8,15, 15, 12) = ayy, + a.y. + asys + a.y, + asy;
=a(1,2,1,2) +a(-2, —4, =2, —4) + a,(1, 4, 2, 0)
+ a4(23 7) 5’ O) + a5(3, 7, 2, 6)
= (a, — 2a,+ as + 2a, + 3a;, 2a, — 4a, + 4a,
+ 7a, +7a;, a, — 2a. + 2a; + 5a, + 2a;,
2al - 4@2 + 605).

Se puede ver ahora ficilmente que (8, 15, 15, 12) puede ser expresado
como una combinacioén lineal de y,, y,, ¥s, ¥4 ¥ ¥s, si y s6lo si existen esca-
lares (a,, a., a;, a,, a;) que satisfacen el sistema de ecuaciones lineales

a, —2a, + a; + 2a, + 3as =
2a, — 4a, + 4a, + Ta, + Tas = 15
a, — 2a, + 2a; + 5a, + 2a; = 15
2a, — 4a, + 6a; =12

M

que se obtuvo igualando las coordenadas correspondientes de la ecuacién
anterior.

Para resolver el sistema de ecuaciones (1) se substituira éste por otro
que tenga las mismas soluciones pero que sea mucho mdas sencillo de
resolver. El procedimiento que utilizaremos expresard algunas de las in-
cognitas en términos de otras eliminando algunas de ellas en todas las
ecuaciones, menos en una. Para empezar, eliminemos a, de la segunda,
tercera y cuarta ecuaciones del sistema (1). Esta eliminacion puede reali-
zarse sumando —2 veces la primera ecuacién a la segunda, —1 vez la
primera ecuacién a la tercera y —2 veces la primera ecuacién a la cuarta;
el resultado sera el nuevo sistema

a, —2a,+ ay;+2a,+ 3a;= 8
2a; + 3a, + as = —1
a;+3a,— as= 7

—2a; — 4a, = —4

@

en el cual se han eliminado a, y a; en todas las ecuaciones, excepto en
la primera. Continuando con el sistema de ecuaciones (2), agregaremos
multiplos de la segunda ecuacién a las otras con objeto de eliminar a,
de las ecuaciones menos en la segunda. En este caso debemos sumar —%
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veces la segunda ecuacién a la primera para eliminar a; de ésta. Notese,
sin embargo, que si se intercambian la segunda y la tercera ecuaciones,
los célculos necesarios se simplifican. Entonces, intercambiaremos la se-
gunda y tercera ecuaciones del sistema (2) para obtener

a, —2a,+ a;+2a,+ 3a;= 8
a,+3a, — as= 7
2a;, 4+ 3a, + as = —1

—2a,; — 4a, = —4.

(€)

Ahora, sumando —1 veces la segunda ecuacién a la primera, —2 veces la
segunda ecuacién a la tercera y 2 veces la segunda ecuacidén a la cuarta,
el sistema de ecuaciones (3) se transforma en

a, —2a, — a,-+ 4as= 1
a,+3a,— as= 7

—3a, + 3a; = —15

2a, — 2a;, = 10.

@

A continuacién debemos sumar miltiplos de la tercera ecuacién a las otras
con objeto de eliminar a, en cada una de las ecuaciones del sistema (4),
excepto en la tercera. De nuevo, los calculos se simplifican si se realiza
una operacién preliminar—multiplicar la tercera ecuacién por —#%.
Esto da

a —2a, — a,+ 4a;=
a3+3a4_‘ a5= 7
5
G ay— (5)
2a, — 2as = 10.

Por wltimo, en el sistema (5) afiadamos 1 vez la tercera ecuacién a la
primera, —3 veces la tercera ecuacién a la segunda y —2 veces la tercera
ecuacién a la cuarta para obtener

al - 2(12 + 305 == 6
a, +2a,=-—8
a,— as= 5

0:

®

El sistema de ecuaciones (6) es un sistema de la forma deseada: es fa-
cil de resolver para a,, a; y a, (las incégnitas que aparecen como primera
incgnita presente en alguna de las ecuaciones) en términos de otras incég-
nitas (a. y as). Escribiendo de nuevo el sistema (6), encontramos que
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a, = 2a, — 3a; + 6
a; = —2a; — 8

a; — a5+5

Entonces, para cualquier seleccién de los escalares a. y as, un vector de
la forma

(ala a2; aB, ad, a5)
= (202 - 3a5 + 6, a, "'2“5 - 8, a; + 5, a5)
=a(2, 1, 0,0, 0) +a,(—3,0, —2,1,1) + (6,0, —8, 5, 0)

serd solucién del sistema original de ecuaciones (1). En particular, el
vector (6, 0. —8, 5, 0) obtenido al hacer a. = 0 y a;s = 0 es una solu-
cién del sistema (1). Entonces,

(8, 15, 15, 12) = 6y, + Oy, — 8y; + Sy, + Oy,

de manera que (8, 15, 15, 12) es una combinacién lineal de V1, Yo, V3»
Y+Y Ys.

El procedimiento que acabamos de ilustrar puede utilizarse para resol-
ver cualquier sistema de ecuaciones lineales. Obsérvese que se utilizaron
tres tipos de operaciones para resolver el sistema original.

1. Intercambio del orden de cualquier par de ecuaciones en el sis-
tema.

2. Multiplicacién de cualquier ecuacién por una constante no nula.

3. Suma de cualquier miltiplo constante de una ecuacién a otra.

Estas operaciones se utilizaron hasta obtener un sistema de ecuaciones
con las siguientes propiedades:

1. El primer coeficiente no nulo de cualquier ecuacién es uno.

2. Si una incégnita es la primera con coeficiente no nulo en alguna
ecuacion, entonces dicha incognita aparece con un coeficiente nulo
en cada una de las otras ecuaciones.

3. La primera incégnita con coeficiente no nulo en cualquier ecua-
cién tiene subindice mayor que el de la primera incégnita con
coeficiente no nulo en cualquier ecuacién precedente.

Para ayudar a aclarar el significado de estas propiedades, nétese que nin-
guno de los siguientes sistemas satisface estas condiciones.
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{xl + 3x, + x,= 17 )
2X3 - 5x4 = -
Xy —2x,+3x; + xy=—5
X3 — ZX5 = 9 (8)
x‘ + 3x5 = 6
X, —2x3 4+ xs=1
Xy —6xs=20 )

X, +5x; —3x;=2

Especificamente, el sistema de ecuaciones (7) no satisface la condicién 1
porque el primer coeficiente no nulo de la segunda ecuacién es 2; el
sistema de ecuaciones (8) no satisface la condicién 2 porque Xx;, la prime-
ra incognita con coeficiente no nulo de la segunda ecuacién, aparece con
coeficiente no nulo en la primera ecuacién; y el sistema de ecuaciones
(9) no satisface la condicién 3 porque x,, la primera incognita con
coeficiente no nulo de la tercera ecuacién, no tiene un subindice mayor
que x,, la primera incégnita con coeficiente no nulo de la segunda
ecuacion.

Una vez que se ha obtenido un sistema en el que se satisfacen las
propiedades 1, 2 y 3, es ficil de resolver para algunas de las incognitas
en términos de las otras (como en el ejemplo anterior). Sin embargo, si
en el curso de la ejecucion de las operaciones 1, 2 y 3 se obtuviera un
sistema que tuviera una ecuacion de la forma 0 = ¢, donde ¢ no es nula,
entonces el sistema original no tiene soluciones. (Ver el ejemplo 16 a
continuacion.)

Regresaremos al estudio de sistemas de ecuaciones lineales en el capi-
tulo 3. Al mismo tiempo, expondremos las bases teéricas para este método
de solucion de sistemas de ecuaciones lineales y su simplificacién posterior
mediante el uso de las matrices.

Ejemplo 16. Demostraremos que
2x* —2x*+ 12x — 6
es una combinacién lineal de
X —=2x*—5x—3 y 3x*—5x2—4x -9

en P;(R) pero que
3x* —2x*+ 7x + 8

no lo es. En el primer caso deseamos encontrar escalares a y b tales que

26 = 2x* + 12x — 6 = a(x* — 2x* — 5x — 3) + b(3x* — 5x2 — 4x — 9)
= (a+3b)x* + (—2a — 5b)x* + (—5a — 4b)x + (—3a — 9b).
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Esto nos lleva a establecer el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

at+3b= 2
—2a — 5b= -2
—5a —4b= 12
—3a — 9b = —6.

Sumando multiplos adecuados de la primera ecuacién a las otras para
eliminar a, encontramos

a+ 3b= 2
b= 2
116 = 22
0= 0.

Ahora, sumando miiltiplos adecuados de la segunda ecuacién a las demas
se tendra

a = —4
b= 2
0= 0
0= 0.

Por lo tanto,

22 = 2x*+ 12x — 6 = —4(x* — 2x* — 5x — 3)
+2(3x* — 5x* — 4x — 9).

En el segundo caso deseamos mostrar que no existen escalares a y b
para los cuales

3Ix* —2x*+Tx+ 8=a(x* — 2x* — 5x — 3)
+ b(3x* — 5x* — 4x — 9).

Como en el caso anterior, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales

a+3b= 3
20 — Sb = —

a — 5b 2 (10)
—5a—4b= 1
—3a—9% = 8.

Eliminando a, al igual que antes, se tiene

a+ 3b= 3
b= 4
116 = 22

0=17.
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Pero la presencia de la ecuacién inconsistente 0 = 17 indica que el siste-
ma de ecuaciones (10) no tiene soluciones y, por tanto, 3x* — 2x* + Tx +
+ 8 no es una combinacién lineal de x* — 2x2 — 5x — 3 y 3x3 — 5x2 —
—4x — 9.

El conjunto de combinaciones lineales de los elementos de un subcon-
junto no vacio de un espacio vectorial proporciona otro ejemplo de subes-
pacio, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.7. S:i S es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, enton-
ces el conjunto W, integrado por todas las combinaciones lineales de ele-
mentos de S, es un subespacio de V mds pequefio que contiene a S en el
sentido de que W es un subconjunto de cualquier subespacio de V que
contiene a S.

DEMOSTRACION. Primero, emplearemos el Teorema 1.3 para probar que
W es un subespacio de V. Como S &, al menos 0€ W. Si y y z son
elementos de W, entonces y y z son combinaciones lineales de elementos

de S, de manera que existen elementos x,, ..., X, Y Wy, ..., Wy en S
tales que y=aux; + ... +a@axn y 2=bwi + ... + bpWn para alguna
seleccion de escalares @, ..., @, y by, ..., b,. Ahora bien,

yt+z=ax;+ ... +axy +tbwi+ ... + bpwn

cy =cax, + ... + ca.x,

son combinaciones lineales de elementos de S; luego entonces y + z y
cy son elementos de W para cualquier c. Asi, tenemos que W es un subes-
pacio de V.

Ahora bien, sea W’ cualquier subespacio de V que contenga a S. Si y
es un elemento de W, entonces y es una combinacién lineal de elementos

de § —digamos y = a,x, + ... + a.x,, donde a, ..., a,€F YV X1y e e
X, € S. Puesto que S C W/, x;, ..., x, € W'. Luego entonces y = a.x, +
+ ... + a.x, es un elemento de W’, de acuerdo con el ejercicio 24 de la

seccion 1.3. Como y, un elemento arbitrario de W, pertenece a W/,
W C W', Esto completa la demostracién. [

Definicién. Al subespacio W descrito en el Teorema 1.7 se le llama subespacio
generado por los elementos de S y se denota por L(S). Por conveniencia,
definiremos L( @) = {0}.

Obsérvese que el Teorema 1.7 muestra que x es una combinacién li-
neal de elementos de S si y sélo si x es un elemento de L(S). Luego, por
ejemplo, en R*, L({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}) es el plano xy.
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Definicién. Un conjunto S de un espacio vectorial V genera a V si L(S) = V.
En esta situacion también podemos decir que los elementos de S gene-
ran a V.

Ejemplo 17. Los vectores (1, 1, 0), (1, 0, 1), y (0, 1, 1) generan a
R® pues un elemento arbitrario (a., a., a;) de R? es una combinacién lineal
de los tres vectores dados; de hecho, los escalares r, s y ¢ para los que

r(1,1,0) +s5(1,0, 1) + 10, 1, 1) = (a4, G, as)
son

r=%ata—a), s=%a—a+ta),yt=3—a+a +as).

Eiemplo 18. Los polinomios x* + 3x — 2, 2x? + 5x — 3 y —x* — 4x +
+ 4 generan a P,(R) pues cualquiera de los tres polinomios dados perte-
nece a P.(R) y cada polinomio ax* + bx + ¢ en P,(R) es una combina-
cién lineal de los tres; a saber,

(—8a+ 5b + 3c)(x* + 3x — 2) + (4a — 2b — ¢)(2x* + 5x — 3)
+(—at+btc)(—x*—4x+4)=ax*+bx+ec

Ejemplo 19. Las matrices

1 1 1 1 1 0 01
(1 o)\o 1))\1 1) ¥ \u 1)
generan a M...(R) pues un elemento cualquiera

(““ ““) de Ms.3(R)

Az Qx

puede ser expresado como una combinacién lineal de las cuatro matrices
dadas de la siguiente manera:

( iay, + ta, T+ 3a., — %az)

+ ( %au T ian — %a,, + }a..)

O = = =
b _— O [y QO -
N’ N S N

— QO =

+ ( Ya,, — %a,, + ta, + 3a..) (
+ (‘”%au + %a,. + %a., + %‘azz) (

_ (G111 G2
G @)
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EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.

(a) EI vector cero es una combinacién lineal de cualquier conjunto no
vacio de vectores.

(b) El subespacio generado por @ es o.

(c) Si § es un subconjunto de un espacio vectorial V, L(S) es igual a
la interseccién de todos los subespacios de V que contienen a S.

(d) Al resolver un sistema de ecuaciones lineales se puede multiplicar
una ecuacién por una constante.

(e) Al resolver un sistema de ecuaciones lineales se permite sumar un
multiplo de una ecuacién a otra.

(f) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene una solucién.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método expues-
to en esta seccidn.

(@ (2x, —2x, — 3x, = -2
3, —3x, — 2x; + 5x, = 7
X{— X —2%X; — x4, = —3

®) (3x;, —7x, +4x, =10

[x,—2x2+ x3= 3

2%, — X, —2x;= 6

(©) x;+2x, — x;34+ x,=25

{x,+4x2—3x3—3x‘=6

2x, + 3x, — x4+ 4x, = 8

X, + 8x; 4+ 5x, = —6

x,+ x,+5x;+5x,= 3
(e) x4+ 2x,— 4x; — x,+ x5= 7
—X, + 10x; — 3x, —4x5;, = —16
2x, + 5x, — Sx; — 4x, — x5 = 2
4x, + 11x, — Tx; — 10x, — 2x5 = 7
) X, + 2x, + 6x; = —1
2,4+ x,+ x;,= 8
Iy + x,— x;= 15
x, + 3x, + 10x; = —5

()] {xl + 2x, + 2x, = 2
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Para cada uno de los siguientes grupos de vectores en R®, determine si el
primer vector puede o no ser expresado como una combinacién lineal de
los otros dos.

(@) (—2,0,3),(1,3,0), (2,4 —1)

(b) (1,2,-3),(—3,2,1),(2,—1,—1)
() (3,4 1),,—-2,1),(—2 -1,1)

@ (2,-1,0), (1,2, —3), (1, —3,2)

(e) (5 1,-5),,—-2,-3),(-2,3, —4)
®) (—2,2,2), (1,2, —-1),(—3, =3,3)

Para cada uno de los siguientes grupos de polinomios en P;(R), determine
si el primer polinomio puede o no ser expresado como una combinacién
lineal de los otros dos.

(a) x*—3x+5x*+2x2—x+1, x*+3x2—1

(b) 4x*+2x*—6,x* —2x>+4x+ 1,3x* —6x>+x+ 4

(c) 2x—1Ix*+3x+2, x*—2x*+3x— 1, 2x*+x*+3x— 2
d x¥*+x*+2x+13,2x —3x*+4x+ 1, x* —x>*+2x+3

(e) xX*—8x*+4x,x*—2x*+3x—1,x*—2x+3

f) 6x—3x*+x+2,x—x*+2x+3,2x*+x*—3x+1

En F~ sea e; el vector cuya coordenada j-ésima es 1 y cuyas otras coorde-
nadas son 0. Demostrar que {e, e, ..., e,} genera a F~.

Mostrar que P,(F) puede generarse por {1, x, x*, ..., x"}.
Mostrar que las matrices
1 0 0 1 0 0
(0 0)’ (0 0)’ (1 0)’

generan a My, (F).

0 0
(o 1
Demostrar que si

/10 /0 0O /0 1
Ml"" (0 0)’ M'Z* (0 1)’ y Ma'“ (1 O)’

entonces el subespacio generado por {M,, M., M} es el conjunto de todas
las matrices simétricas de 2 x 2.

Para cualquier elemento x en un espacio vectorial, demostrar que L({x}) =
= {ax: a€ F}. Interpretar este resultado geométricamente en R3.

Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subes-
pacio de V si y sélo si L(W) = W.
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11.* Demostrar que si S, y S. son subconjuntos de un espacio vectorial V tales
que S; CS,, L(S,) C L(S.). En particular, si S, CS. y L(S,) =V, se
deduce que L(S.) = V.

12.* Demostrar que si S; y S. son subconjuntos cualesquiera de un espacio vecto-
rial V, entonces L(S, U S,) = L(S,) + L(S.).

13. Sean S; y S§. subconjuntos de un espacio vectorial V. Demostrar que
L(S, N S.) CL(S;) NL(S,). Dar un ejemplo en el cual L(S, N S.) y
L(S,) N L(S.) sean iguales y un ejemplo donde sean distintas.

1.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Al principio de la seccién 1.4, observamos que la ecuacién de un plano
que pasa por tres puntos no colineales en el espacio, uno de los cuales
es el origen, es de la forma x = t,u + t,v, donde u, vE R®* y 1, y ¢, son
escalares. Asi, un vector x en R® es una combinacién lineal de u, v € R®
si y s6lo si x se ubica en el plano que contiene a u y v. (Ver figura 1.5.)
Vemos, por tanto, que en R® la amplitud de dos vectores no paralelos
tiene una interpretacién geométrica sencilla. Se le puede dar una interpre-
tacion similar a la amplitud de un vector individual no nulo en R3. (Ver
el ejercicio 9 de la seccién 1.4.)

figura 1.5

En la ecuacién x = ¢, u + t.v, x depende de u y v en el sentido de
que x es una combinacién lineal de u y v. Un conjunto en el que al
menos un vector es una combinacién lineal de los otros se llama un con-
junto linealmente dependiente. Considérese, por ejemplo, el conjunto
S={x, x:, X35, x,} CR% donde x;, = (2, —1, 4), x,= (1, —1, 3),
x3= (1,1, =1), y xs= (1, —2, —1). Para determinar si S es lineal-
mente dependiente debemos ver si existe o no un vector en S que sea
una combinacion lineal de los demds. Ahora bien, el vector x, es una
combinacién lineal de x;, x. y x; si y solo si existen escalares a, b y ¢
tales que

Xy = ax, + bx, -+ cxs,
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es decir, si y sélo si
xx= 2a+b+c, —a—b+c, 4a+ 3b— ¢).
Por tanto x, es una combinaci6n lineal de x,, x. y x, si y sélo si el sistema

2a+ b+c= 1
—a— b+c= -2
4+ 3b —c= —1

tiene solucién. El lector debera verificar que en este caso no existe tal
solucion. Nétese, sin embargo, que esto no significa que el conjunto S
no sea linealmente dependiente, pues es necesario verificar si x,, X, y X,
pueden o no ser escritos como una combinacién de los otros vectores
de S. Puede demostrarse, de hecho, que x; es una combinacién lineal de
X1, X2 Y X4, especificamente, x; = 2x, — 3x, + Ox,. Asi, S es en efecto
linealmente dependiente.

Se ve de este ejemplo que la condicién para dependencia lineal que
se ha dado no es adecuada, porque no todo vector en S necesita ser una
combinacién lineal de los demds, aun cuando S sea linealmente depen-
diente. Reformulando la definicién de la siguiente manera obtenemos una
definicién de dependencia mas facil de usar.

Definicién. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es linealmente depen-

diente si existe un nimero finito de vectores distintos X, X, ..., X, en S
y escalares a,, a., ..., a, en F, no todos cero, tales que a.x, + a.x. +
+ ... + axx, = 0. También se puede describir esta situacién diciendo

que los elementos de S son linealmente dependientes.

Para demostrar que el subconjunto S de R® que hemos definido es
linealmente dependiente usando esta definicién, debemos encontrar esca-
lares a,, a., a; y a,, no todos nulos, tales que

ax, + a.x; + asx; + a,x, = 0,

es decir, tales que

(2, +a. +as + a,, —a, — a. + a; — 2a,, 4a, + 3a;: — a; — a,) =
= (0, 0, 0).

Por ello debemos encontrar una solucién para el sistema
2a, + ay+a,+ a, =0
—a; — a, +a;—2a, =0
4a, +3a,—a, — a, =0
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donde no todas las incognitas valen cero. Como para el caso propuesto
antes sabemos que x; = 2x;, — 3x. + Ox,, se tiene que 0 = 2x, — 3x, —
— x; + Ox,. De aqui, tenemos que @, = 2, @. = —3, &z = —1y a, =0
es dicha solucién.

Por lo tanto se ve que la definicién establecida de dependencia lineal
requiere de la solucién de uUnicamente un sistema de ecuaciones en vez
de dos o mas. El lector deberd verificar que las dos condiciones para
dependencia lineal que hemos tratado son, de hecho, equivalentes. (Ver
ejercicio 10.)

Puede verse facilmente que, en cualquier espacio vectorial, un subcon-
junto S que contenga al vector cero debe ser linealmente dependiente.
Como 1-0 = 0, el vector cero es una combinacioén lineal de elementos
de S en la que algin coeficiente es no nulo.

Eiemplo 20. En R* el conjunto S = {(1, 3, —4, 2), (2, 2, —4, 0),
(1, =3, 2, —4)} es linealmente dependiente puesto que

4(1,3, —4,2) —3(2,2, —4,0) +2(1, —3,2, —4) = (0,0,0, 0).

De manera semejante, en M,,;(R) el conjunto

1 -3 2 -3 7 4 -2 3 11
—4 0o 5) 6 —2 —-7)°\—-1 -3 2)
es linealmente dependiente puesto que
1 -3 2 -3 7 4 -2 3 11
5(—4 0 5)+3( 6 —2 —7>_2<—1 -3 2)‘
(0 0 O
~\0 0 0)'
Definicién. Se dice que un subconjunto S de un espacio vectorial, que no es
linealmente dependiente, es linealmente independiente. Como anteriormen-

te, describiremos a menudo esta situacion diciendo que los elementos de
S son linealmente independientes.

Nétese que el conjunto vacio es linealmente independiente, puesto que
obviamente los conjuntos linealmente dependientes deben ser no vacios.
Mis atn, en cualquier espacio vectorial, un conjunto integrado de un
solo vector no nulo es linealmente independiente. Si {x} es linealmente
dependiente, entonces ax = 0 para algin escalar ¢ no nulo. Pero en-
tonces

x=a'(ax) = a0 = 0.

Ademas, un conjunto S es linealmente independiente si y sélo si las
unicas combinaciones lineales de elementos de S iguales a 0 son las com-
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binaciones lineales triviales en donde todos los escalares valen cero. Este
hecho proporciona un método muy util para determinar si un conjunto
finito es linealmente independiente. Esta técnica se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 21. Sea x; el vector en F* cuyas primeras k& — 1 coordenadas
son ceros y cuyas ultimas n — k + 1 coordenadas son 1. Entonces

{x1, x;, ..., x,} es linealmente independiente, porque si a,x; + a.x. +
+ ... + a.x, = 0, igualando las coordenadas correspondientes de la iz-
quierda y derecha de esta igualdad se tiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:
(a, =0
a;, + a, =0
. a, +a,+ a, =0

\a; +a,+as;+ -+ +a,=0.

Claramente se ve que la Unica solucién de este sistema es a, = a. = ... =
=a,= 0.

Los siguientes resultados utiles son consecuencias inmediatas de las
definiciones de dependencia e independencia lineal.

Teorema 1.8. Sea V un espacio vectorial y sea S, C S, C V. Si S, es lineal-
mente dependiente entonces S, también lo es.
DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Corolario. Sea V un espacio vectorial y sea S; C S, C V. Si S; es linealmente
independiente entonces S, también lo es.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

EJERCICIOS
1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Si S es un conjunto linealmente dependiente, cada elemento de S
es una combinacion lineal de otros elementos de S.

(b) Cualquier conjunto que contenga al vector cero es linealmente de-
pendiente.

(c) El conjunto vacio es linealmente dependiente.
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(d) Subconjuntos de conjuntos linealmente dependientes son linealmente
dependientes.

(e) Subconjuntos de conjuntos linealmente independientes son lineal-
mente independientes.

(f) Si xi, x,, ..., x, son linealmente independientes y a,x;, + a.x, +
+ ... + a.x, = 0, todos los escalares a; son iguales a cero.

En F sea e; el vector cuya coordenada j-ésima es 1 y las demés son O.

Demostrar que {e;, e;, ..., e,} es linealmente independiente.
Demostrar que el conjunto {1, x, x%, ..., x"} es linealmente independiente
en P,(F).

Demostrar que las matrices

(0 0} (o 0) (i o)

son linealmente independientes en M, (F).

(o 7)

Encontrar el conjunto de matrices diagonales linealmente independientes
que generan al espacio vectorial de matrices diagonales de 2 x 2.

Demostrar que {x, y} es linecalmente dependiente si y sélo si x o y es un
multiplo del otro.

Dar un ejemplo de tres vectores linealmente dependientes en R? tales que
ninguno de los tres es miltiplo de otro.

Demostrar el Teorema 1.8 y su corolario.

(a) Demostrar que {u, v} es linealmente independiente si y sélo si
{# + v, u — v} es linealmente independiente.

(b) Demostrar que {u, v, w} es linealmente independiente si y sblo si

{#+v, u+w, v+ w} es linealmente independiente.

Demostrar que un conjunto S es linealmente dependiente si y s6lo si § = {0}

o si existen vectores distintos y, x;, X., ..., x, en S tal que y es una
combinacion lineal de x;, x., ..., x,.

Sea § = {x), x», ..., x,} un conjunto finito de vectores. Demostrar que
S es linealmente dependiente si y sélo si x, = 0, 0 x;,, € L({x1, x., ...,

X:}) para alguna k < n.

Demostrar que un conjunto S de vectores es linealmente independiente si
y s6lo si cada subconjunto finito de S es linealmente independiente.



13.

14.

1.6

Bases y dimensién 41

Sea M una matriz cuadrada triangular superior (como se definié en el
ejercicio 12 de la seccién 1.3) que tenga términos no nulos en la diagonal.
Demostrar que las columnas de M son linealmente independientes.

Sean f y g funciones definidas por f(t) = et y g(t) = e*%, donde r s.
Demostrar que f y g son linealmente independientes en F(R, R). Sugeren-
cia: Suponer que ae’’ + be*t = 0. Hacer ¢t = 0 y obtener una ecuacién
que involucre @ y b. Luego diferenciar ae™ + be* = 0, y hacer 1t =0
para tener una segunda ecuacién en a y b. Resolver ambas ecuaciones para
ayb.

BASES Y DIMENSION

Un subconjunto S de un espacio vectorial V que sea linealmente indepen-
diente y que genere a V posee una propiedad muy ttil —cada elemento
de V puede ser expresado de una y sélo una manera como combinacién
lineal de elementos de S. (Esta propiedad serd demostrada en el Teore-
ma 1.9.) Es este resultado el que hace que los conjuntos generadores
linealmente independientes sean los elementos constructivos de los espa-
cios vectoriales.

Definicién. Una base B para un espacio vectorial V es un subconjunto lineal-

mente independiente de V que genera a V. (Si B es una base de V, dire-
mos a menudo que los elementos de B forman una base de V.)

Ejemplo 22. Recordando que L(@) = {0}, se dice que @ es una base
para el espacio vectorial {0}.

Ejemplo 23. En F, sea e; = (1,0,0,...,0,0), e.=(0, 1,0, ...,
0,0),...,e,=1(0,0,0,...,0,1); se ve claramente que {e;, &, ...,
e,} es una base para F* y se llama base estdndar para F".

Ejemplo 24. En M,...(F), sea M la matriz cuyo Unico elemento no
nulo es un 1 en el i-ésimo renglén y j-ésima columna. Luego {M'/:
1<i<m, 1<j< n}es una base para M,,.,(F).

Ejemplo 25. En P,(F) el conjunto {1, x, x*, ..., x"} es una base.

Ejemplo 26. En P(F) el conjunto {1, x, x? ...} es una base.
Observar que el ejemplo 26 muestra que una base no necesariamente

debe ser finita. De hecho, veremos mas adelante en esta seccién que nin-

guna base para P(F) puede ser finita. Entonces, no todo espacio vectorial
tiene una base finita.
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El siguiente teorema, que se utilizard frecuentemente en el capitulo 2,
muestra la propiedad mas importante de una base.

Teorema 1.9. Sea V un espacio vectorial y B = {X,, ..., X»} un subconjunto

Lema.

de V. Luego B es una base de V si y sélo si cada vector y en V puede
ser expresado de marera tinica como una combiracién lireal de vectores
de B, es decir, puede ser expresado en la forma

y=ax,+ ...+ ax,
para escalares unicos a,, ..., a,.

DEMOSTRACION. Sea 8 una base para V. Si y€ V, entonces y € L(R8)
puesto que L(B) = V. Luego, y es una combinacién lineal de los elemen-
tos de 8. Supdngase que y = ax; + ... F axXa y Yy =bx, + ... + bux,
son dos posibles representaciones de y. Restando la segunda igualdad de
la primera se tendra

0= (a,—b)x, + ...+ (a, — by) xn.

Como B es linealmente independiente, se tiene que @, — b, = ... = a, —
— b, = 0. Luego, a, = by, ..., aw = b,, de tal modo que y sélo puede
expresarse como una Unica combinacidn lineal de los elementos de 8.

La prueba de la proposicién reciproca se deja al lector como ejer-
cicio. '

El Teorema 1.9 muestra que cada vector v en un espacio vectorial V
con una base B = {x,, ..., x,} puede ser expresado de manera tUnica en
la forma v = a,x, + ... + aux, para escalares a,, ..., a, seleccionados
adecuadamente. Luego, v determina una unica n-dimensional de escalares
(as, ..., a,) y, reciprocamente, cada n-dimensional de escalares deter-
mina un vector Unico v, al utilizar los términos de la n-dimensional como
los coeficientes de una combinacién lineal de los vectores de 8. Este he-
cho sugiere que V es similar al espacio vectorial F*, donde n es el
nimero de vectores de una base para V. En la seccién 2.4 veremos que
éste es realmente el caso.

Nuestro préximo teorema identificard una gran clase de espacios vec-
toriales, cada uno de ellos con una base finita. Sin embargo, es necesario
que primero probemos un resultado preliminar.

Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial
V, y sea X un elemento de V que no estd en S. Luego, S U {x} es lineal-
mente dependiente si y sélo si x € L(S).

DEMOSTRACION. Si S U {x} es linealmente dependiente, deberdn existir
vectores xi, ..., X, en S U {x} y escalares no nulos a,, ..., a, tales que
ax, + ... + ax, = 0. Puesto que S es linealmente independiente, una
de las x;, digamos x,, es igual a x. Por ello a,x + a.x; + ... + axx, = 0,
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yasi x=al(—ax, — ... — a,x,). Como x es una combinacién lineal
de xs, ..., Xn, que son elementos de S, x € L(S).

Reciprocamente, supongase que x € L(S). Luego, existen vectores
X1, ..., X, en Sy escalares a,, ..., @ tales que x = a;x, + ... + GuXn.
Asi,0 = awx, + ... + awxn + (—1)x, y como x £ x; para i = 1, ...,mn,
{x1, ..., Xu, x} es linealmente dependiente. Por tanto, § U {x} es lineal-

mente dependiente por el Teorema 1.8. |l

Teorema 1.10. Si un espacio vectorial V es generado por un conjunto finito
S,, entonces un subconjunto de S, es una base para V. Y por tanto, \%
tiene una base finita.

DEMOSTRACION. Si So = @ o S, = {0}, entonces V= {0} y @ es un
subconjunto de S, que es una base para V. De lo contrario, S contendrd
un elemento x, no nulo. Nétese que {x,} es un conjunto linealmente

independiente. Contintese, si es posible, escogiendo elementos Xz, ..., X,
en S, tales que {X:, X, ..., X,} sea linealmente independiente. Como S,
es un conjunto finito, se debe alcanzar una etapa en la que § = {X1,. .., %}

sea un subconjunto linealmente independiente de S, pero que al anadir
a S cualquier elemento de S, que no esté en S se produzca un conjunto
linealmente dependiente. Demostraremos entonces que S es una base para
V. Como S es linealmente independiente, basta con demostrar que
L(S) =V, pero como L(S,) =V, de acuerdo con el Teorema 1.7 es
suficiente demostrar que So C L(S). Sea x€ S,. Si x€ S, entonces evi-
dentemente x € L(S). De otra forma, si x € S, la anterior construccién
mostraria que § U {x} es linealmente dependiente. Asi, x € L(S) de acuer-
do con el lema y, por tanto, So C L(S). W

El método por el cual se obtuvo la base S en la demostracién anterior
es una manera Gtil de obtener bases. Un ejemplo de este procedimiento es
el que se da a continuacién.

Ejemplo 27. Los elementos (2, —3, 5), (8, —12, 20), (1, 0, —2),
(0, 2, —1) y (7, 2, 0) generan a R®. De entre ellos seleccionaremos una
base para R®. Para empezar, selecciénese cualquier elemento no nulo del
conjunto generatriz, digamos (2, —3, 5), como uno de los elementos de
la base. Como 4(2, —3, 5) = (8, —12, 20), el conjunto {(2, —3, 5),
(8, —12, 20)} es linealmente dependiente (ejercicio 6, seccién 1.5). Por
tanto, (8, —12, 20) no sera incluido en nuestra base. Como (1, 0, —2)
no es miltiplo de (2, —3, 5), y viceversa, el conjunto {(2, —3, 5)(1, 0,
—2)} es linealmente independiente. Por tanto, (1, 0, —2) puede ser
incluido en la base. Procediendo con el siguiente elemento del conjunto
generatriz, se debera excluir o incluir en nuestra base al elemento (0, 2,
—1) dependiendo de que el conju.nt' {2, =3, 5), (1, 0, =2), 0, 2,
—1)} sea linealmente dependiente o linealmente independiente. Un célcu-
lo sencillo demuestra que el conjunto es linealmente independiente; luego,
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(0, 2, —1) también sera incluido en nuestra base. El elemento final del
conjunto generatriz (7, 2, 0) serd excluido o incluido en nuestra base
dependiendo de que {(2, —3, 5), (1, 0, —2), (0, 2, —1), (7, 2, 0)}
sea linealmente dependiente o linealmente independiente. Ya que

2(21 _3’ 5) + 3(la 0; O’ _2) + 4(0, 27 _1) - (7’ 2> O) = (0: 0, 0)1

el conjunto es linealmente dependiente y se excluye a (7, 2, 0) de la base.
De esta manera, el conjunto {(2, —3, 5), (1, 0, —=2), (0, 2, —1)} es
una base para R®.

El siguiente teorema y sus corolarios son quizd los resultados mas
significativos del capitulo 1.

Teorema 1.11. Sea V un espacio vectorial que tiene una base B con exacta-

mente n elementos. Sea S = {y., ..., ym} un subconjunto linealmente
independiente de N que contenga exactamente m elementos, donde m < n.
Entonces, existe un subconjunto S, de B que contiene exactamente n — m
élementos tales que S U S, genera a V.

DEMOSTRACION. La demostraciéon se hard por induccién sobre m. Prin-
cipiaremos la induccién con m = 0, pues en este caso S = @, yasi §; = 8
satisface claramente la conclusion del teorema.

Ahora, supéngase que el teorema es cierto para alguna m tal que
m < n. Demostraremos que el teorema es cierto para m + 1. Sea § = {y,,

s ¥m, Yms} un subconjunto de V linealmente independiente, el cual
contiene exactamente m + 1 elementos. Como {yi, ..., Ym}, es linealmen-
te independiente, de acuerdo con el corolario al Teorema {.8, aplicamos
la hipétesis de induccién para concluir que existe un subconjunto {x,, ...,
Xn-m} de B tal que {y, ..., Yu} U {x1, ..., Xum} genera a V. Por lo
tanto, existirdn escalares @i, ..., @m, b1, bs, ..., by tales que

Vmar = @Y1+ ...+ @pym + bixy + boxo + ...+ bumXam. (11)

Obsérvese que algun b;, tal como b;, es no nulo, pues de lo contrario la
ecuacién (11) implicaria que y.,; es una combinacién lineal de y,, ...,
¥m en contradiccién con la suposicion de que {yi, ..., Ym, Yms} €S lineal-
mente independiente. Resolviendo la ecuacién (11) para x, se tendra

X = (=bla)y, + ... + (=b7'@nw)ym — (=0 )ymu + (=b"bs)x.

+ ...+ (—=b"bum) Xpom. (12)
Entonces x; EL({y1, - . - , Ym> Yms1s Xo5 -« - , Xn-m} de acuerdo con la ecua-
cién (12), pero como Yi, . .. , Ym, X2, . .. , Xn-m SON claramente elementos
de L({yl’/ ey Ymy Ymery, X2y ooy xn—m}), se€ tendré. que

{yly LR )’m, xl, x‘Z’ LR xﬂ*m} g L({}’n L ) }’nn ym+l; xL’, vty xn—m})-
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Por tanto, el Teorema 1.7 implica que

L({ys, ..., Yms Ymits X2y ooy Xn-m}) = V.

Luego, el escoger S; = {x., ..., Xn-m} demuestra que el teorema es cierto
para m + 1.
Esto completa la demostracién.

Para ilustrar el Teorema 1.11, nétese que § = {x* =4, x — 6} es un
subconjunto linealmente independiente de P.(F). Como B=A{1, x, x*}
es una base de P,(F), deberd de existir un subconjunto S, de 8 que con-
tenga 3 — 2 = 1 elemento tal que S U S, genere a P,(F). En este ejemplo
cualquier subconjunto de 8 que contenga un elemento serd suficiente para
S:. Con esto se ve que el conjunto §, del Teorema 1.11 no necesariamente
es unico.

Corolario 1. Sea V un espacio vectorial que tiene una base B que contenga exacta-
mente n elementos. Entonces, cualquier subconjunto linealmente indepen-
diente de V que contenga exactamente n elementos es una base de V.

DEMOSTRACION. Sea § = {y,, ..., y,} un subconjunto de V lineal-
mente independiente que contiene exactamente n elementos. Aplicando el
Teorema 1.11 se ve que, existe un subconjunto S, de 8 que contiene
n — n =0 elementos tal que S U S, genera a V. Obviamente S, = @
luego, S genera a V. Como § es también linealmente independiente, S es
una base para V.

Eijemplo 28. Los vectores (1, —3, 2), (4, 1,0)y (0,/2, —1) forman
una base para R% ya que si
al(ls —31 2) + a2(47 17 O) + aS(Oy 2’ _1) = (0’ 0‘5 O)a

entonces a,, a. y a; deberdn satisfacer el sistema de ecuaciones

/ a; + 4a, =0
—3a, + a, + 2a, =
2a, — a;=0.

Pero puede verse facilmente que la tnica solucién del sistema es a, = 0,
@.= 0y a; = 0. Entonces, (1, —3, 2), (4, 1, 0) y (0, 2, —1) son
linealmente independientes y, de acuerdo con el corolario 1, forman una
base para R®.

Corolario 2. Sea V un espacio vectorial que tiene una base B con exactamente
n elementos. Entonces, cualquier subconjunto de V que contenga mds
de n elementos es linealmente dependiente. Consecuentemente, cualquier
subconjunto de V linealmente independiente contiene como mdxinmo n
elementos.
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DEMOSTRACION. Sea S un subconjunto de V que contiene més de n ele-
mentos. Con el fin de llegar a una contradiccion supondremos que S es
linealmente independiente. Sea S, un subconjunto cualquiera de § con
exactamente »n elementos. Entonces, de acuerdo con el corolario anterior,
S, es una base de V. Como S, es un subconjunto propio de S, podemos
tomar un elemento x de S que no sea elemento de §,. Como S, es una
base de V, x € L(S,) = V. Luego, el lema previo al Teorema 1.10 impli-
ca que S; U {x} es linealmente dependiente. Pero S, U {x} C S; luego,
S es linealmente dependiente —una contradiccién. Se concluye, por tanto,
que S es linealmente dependiente.

Ejemplo 29. Sea S = {x* + 7, 8x2 — 2x, 4x — 3, 7x + 2}. Aun cuando
se pueda demostrar directamente que S es un subconjunto linealmente
dependiente de P.(F), esta conclusién se deriva inmediatamente del coro-
lario anterior puesto que 8 = {1, x, x°} es una base para P,(F) que
contiene menos elementos que S.

Corolario 3. Sea V un espacio vectorial que tiene una base B con exactamente

n elementos. Entonces, toda base para N contendrd exactamente n ele-
mentos.

DEMOSTRACION. Sea S una base de V. Como S es linealmente indepen-
diente tendrd como maximo, de acuerdo con el corolario 2, n elementos.
Supéngase que S contiene exactamente m elementos; luego, m < n. Pero,
ademds, S es una base de V y 8 es un subconjunto linealmente indepen-
diente de V. Entonces, el corolario 2 puede ser aplicado intercambiando
los papeles de 8 y S para dar n < m. Luego m =n. W

Si un espacio vectorial tiene una base con un nimero finito de elemen-
tos, entonces el corolario anterior establece que el nimero de elementos
en cada base para el espacio es el mismo. Este resulta;io hace posibles
las siguientes definiciones.

Definiciones. Un espacio vectorial V se llama dimensionalmente finito si tiene

una base que consta de un nimero finito de elementos; el unico numero
de elementos en cada base de \ se llama dimensién de V y se denota por
dim(V). Si un espacio vectorial no es dimensionalmente finito, se llama
dimensionalmente infinito.

Los siguientes resultados son consecuencia de los ejemplos 22 a 26.
Ejemplo 30. El\espacio vectorial {0} tiene dimension cero.
Ejemplo 31. EI espacio vectorial F* tiene dimension n.

Eijemplo 32. El espacio vectorial M, .,(F) tiene dimensién mn.

e
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Eiemplo 33. El espacio vectorial P,(F) tiene una dimensién n + 1.
Ejemplo 34. EIl espacio vectorial P(F) es dimensionalmente infinito.

Los dos ejemplos siguientes demuestran que la dimensién de un espa-
cio vectorial depende de su campo de escalares.

Ejemplo 35. El espacio vectorial de los nimeros complejos tiene dimen-
sién 1 sobre el campo de los nimeros complejos. (Una base es {1}.)

Ejemplo 36. El espacio vectorial de los nimeros complejos tiene dimen-
sion 2 sobre el campo de los nimeros reales. (Una base es {1, i}.)

Corolario 4. Sea V un espacio vectorial de dimension n, y sea S un subcon-
junto de V que genera a \ 'y contiene como mdximo n elementos. Entonces,
S es una base para V y, por tanto, contiene exactamente n elementos.

DEMOSTRACION.  Existe un subconjunto S, de S tal que S, es una base
de V (Teorema 1.10). Por el corolario 3, S, contiene exactamente 7 ele-
mentos. Pero §; C Sy S contiene a lo méas n elementos, luego S = S, y
S es una base de V. |}

Eijemplo 37. Se tiene del ejemplo 18 y del corolario 4 que {x* + 3x — 2,
2x* + 5x — 3, —x® — 4x + 4} es una base para P.(R).

Eiemplo 38. Se tiene del ejemplo 19 y del corolario 4 que
1 1 1 1 1 0 01
(1 0)’ 0 1)’ (1 1 1 1)

BN
Corolario 5. Sea B una base de un espacio vectorial V' de dimensién n y sea
S un subconjunto linealmente independiente de V que confiene m elemen-
tos. Entonces, existe un subconjunto S, de B tal que S U S, es una base
de V.

forma una base de M.,.(R).

DEMOSTRACION. Por el corolario 2 del Teorema 1.11 sabemos que
m < n. Entonces, por el Teorema 1.11, existe un subconjunto S, de 8
que contiene exactamente n — m elementos tal que S U S, genera a V.
Es obvio que S U S, contiene a lo méis n elementos; asi, el corolario 4
implica que S U S, es una base de V. 1

Los Teoremas 1.10 y 1.11, sus cinco corolarios y el ejercicio 11 con-
tienen toda una riqueza de mformacmn acerca de las relaciones entre
conjuntos linealmente independientes, bases y conjuntos generatrices. Por
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esta razon resumiremos los principales resultados de esta seccién para
situarlos en una mejor perspectiva.

Una base de un espacio vectorial V es un subconjunto linealmente
independiente de V que genera a V. Si V tiene una base finita, entonces
cualquier base de V contiene el mismo nimero de vectores. Este nimero
se llama dimensién de V, y se dice que V es dimensionalmente finito.
Luego, si la dimensién de V es n, toda base para V contiene exactamente
n vectores. Ademds, cada subconjunto de V linealmente independiente
contiene no més de n vectores y puede ser tomado como base de V me-
diante la inclusién de vectores adecuadamente escogidos. Por otra parte,
cada conjunto generatriz de V contiene al menos n vectores y puede ser
transformado er: una base para V eliminando adecuadamente algunos de
los vectores escogidos. La figura 6 describe estas relaciones. Veremos en
la seccién 2.4 que todo espacio vectorial sobre F de dimensién n es esen-
cialmente el espacio Fo.

zconjunto que‘gene,a a

U

Una base de Vv

Un
subconjunto de Vv
linealmente
independiente

figura 1.6

El siguiente ejemplo ilustra c6mo pueden utilizarse estos resultados
para obtener una importante conclusién no trivial,

Sean ¢y, ¢i, ..., ¢, elementos distintos de un campo infinito F. Los
polinomios fo(x), fi(x), ..., f.(x), donde
filx) = (x—c). .. (x—c)(x—cin). .. (x — Cn)
(Ci - CO) ce (Ci - Ci*l)(ci — Cis) . .. (C" - Cn)
nooxX — C;
s = II ]/
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se llaman polinomios de Lagrange (asociados a co, c, . .., ¢,). Tomando
a f;(x) como una funcién polinomial f;: F — F, se ve que
[0 sii=£j
filei) = {-1 si Q=] (13)

Se utilizara esta propiedad de los polinomios de Lagrange para demos-
trar que 8 = {fo, f1, ..., fa} €s un subconjunto linealmente independiente
de P,(F). Como la dimensién de P,(F) es n + 1 se tendrd por el coro-
lario 1 del Teorema 1.11 que 8 es una base de P,(F). Para demostrar
que B es linealmente independiente, supéngase que:

n
afi=0 para algunos escalares a,, ay, . .. , ay.
i=0

donde 0 es la funcién cero. Entonces

éa.-fi(c,-) =0 para j=0,1,..., n

i=0

pero también

2 aifi(c;) = a;
=0
por la ecuacién (13). De aqui que @; =0 para j=0, 1,..., ny se
tiene que B es linealmente independiente.
Como g es una base para P,(F), toda funcién polinomial g en P,(F)
es una combinacién lineal de elementos de 8, esto es

g= X2 bif.
i=0
Entonces
g(c;) = 2 bifi(c;) = by;
i-0
asi

8= %g(ci)fi

es la representacién Unica de ¢ como combinacion lineal de elementos de
B. Esta representacioén se llama ecuacién de interpolacion de Lagrange.
Véase que el argumento anterior muestra que si b,, by, ..., b, son cua-
lesquiera n + 1 elementos de F (no necesariamente dlstmtos) entonces
la funcién polinomial

8= szfi

es el Gnico elemento de P,(F) tal que g(c;) = b;. Luego entonces, hemos
encontrado el Unico polinomio cuyo grado no excede a n que tiene valores
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especificos b; en puntos dados ¢; en su dominio (j =0, 1, ..., n). Por
ejemplo, construyamos el polinomio real g de grado maximo 2 cuya
grafica contiene a los puntos (1, 8), (2, 5) y (3, —4). (Luego, con la
notacién anterior, ¢, = 1, ¢, =2, ¢, =3, b, =8, b, =5, y b;= —4.)
Los polinomios de Lagrange asociados a ¢, ¢, y ¢. son

> =-2)x-3) 1
fo(.x) == (l Az)(l _3) —E(X 5X+6),
_ D=3 .
fi(x) = TENE 1(x* — 4x + 3),
y
_x-D&x-2) 1
f.(x) = GG -2 —E(x 3x + 2).

De aqui, el polinomio deseado es

g(x) = S bifi(x) = 8fa(x) + 5f(x) — 4fu(x)

i=¢
= 4(x* — Sx + 6) — S5(x* —4x +3) — 2(x* — 3x + 2)
= —3x*+ 6x + 5.

Una consecuencia importante de la ecuacién de interpolacién de La-
grange es ¢l siguiente resultado: Si f€ P,(F) y f(c;) = O para n + 1 ele-
mentos diferentes c,, ¢, ..., ¢, en F, f sera la funcién cero.

El siguiente resultado relaciona la dimensién de un subespacio con la
dimensién del espacio vectorial que la contiene.

Teorema 1.12. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V de dimensién

n. Entonces, W es dimensionalmente-finito y dim(W) < n. Ademds, si
dim(W) = n, entonces W = V.

DEMOSTRACION. Si W = {0}, entonces W es dimensionalmente finito y
dim(W) = 0 < n. De otra manera, existe un elemento no nulo x, en W,
y asi {x,} es un conjunto linealmente independiente. Continuando en esta
forma, témense elementos x,, ..., x. en W tales que {x,, ..., x:} sea
linealmente independiente. Este proceso debe terminar en una etapa donde
{x., ..., xx} sea linealmente independiente pero de manera que al afia-
dir cualquier elemento de W se tenga un conjunto linealmente dependien-
te (puesto que ningln subconjunto linealmente independiente de V puede
contener mas de n elementos). Entonces, W tiene una base finita que
contiene no mas de n elementos; esto es, dim(W) < n.

Si dim(W) = n, entonces una base para W seria un subconjunto de
V linealmente independiente que contuviera n elementos. Pero el corola-
rio 1 del Teorema 1.11 implica que la base para W es también una base
para V y se tiene que W=V. W
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Corolario. Si W es un subespacio de un espacio V dimensionalmente finito,
entonces W tiene una base finita y cualquier base para W es un subcon-
junto de una base para V.

DEMOSTRACION. El teorema muestra que W tiene una base finita S. Si B
es alguna base para V, entonces existe un subconjunto S, de B tal que
S U S, es una base para V (Teorema 1.11). De aqui que S es un subcon-
junto de una base para V. |}

Podemos utilizar el Teorema 1.12 para analizar geométricamente los
subespacios de R* y R®.

Como R? tiene dimensién 2 sobre R, los subespacios de R? pueden ser
solamente de dimensiones 0, 1 6 2. Los tnicos subespacios de dimensiones
0 6 2 son {0} y R?, respectivamente. Cualquier subespacio de R* que
tenga dimensién 1 consta de todos los multiplos escalares de algln vector
no nulo en R? (ejercicio 9 de la seccién 1.4).

Si algin punto de R? se identifica de manera natural con un punto del
plano Euclidiano, entonces es posible describir los subespacios de R* geo-
métricamente: Un subespacio de R? de dimensién O consta del origen del
plano Euclidiano, un subespacio de R* de dimensién 1 consta de una
recta que pasa por el origen y un subespacio de R? que tengan dimensién
2 es todo el plano Euclidiano.

Similarmente, los subespacios de R® deben tener dimensién 0, 1, 2 6
3. Interpretando estas posibilidades geométricamente, vemos que un sub-
espacio de dimensién cero debe ser el origen del sistema coordenado
Euclidiano en el espacio, un subespacio de dimensién 1 es una recta que
pasa por el origen, un subespacio de dimensién 2 es un plano que pasa
por ¢l origen y un subespacio de dimensién 3 es el mismo espacio Eucli-
diano de 3 dimensiones.

Ejemplo 39. Sea W= {(ay, ..., a;) € F: a, +a; +as =0, a. = a,}.
Entonces W es un subespacio de F° con {(1,0,0,0, —1), (0,0, 1,0, —1),
(0, 1,0, 1, 0)} como una base. Por tanto, la dimensién de W es 3.

Ejemplo 40. El conjunto de las matrices diagonales de n x n forma un
subespacio W de M,,..(F). (Ver ejemplo 8.) Una base para W es
{M M=, ..., M™} donde M/ es la matriz definida en el ejemplo 24.
Asi, la dimension de W es n.

Ejemplo 41. Vimos en la seccién 1.3 que el conjunto de las matrices
simétricas de n X n forma un subespacio W de M, .,(F). Una base para
W es {Ai/: 1 <i<j<n}, donde AY es la matriz de n x n que
tiene 1 en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna, 1 en el j-€simo renglén
y i-ésima columna, y 0 en los demds términos. Por tanto, la dimension de
Wesn+n—1)+ ... +1=4in(n+1).
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Ejemplo 42. El conjunto de polinomios de la forma a,sx'® + a,ex'® +
+ ...+ ax*+ a, donde a,, as, ..., ay, as € F, componen un subes-
pacio W de P,o(F) de dimensién 10 puesto que {1, x%, x*, ..., x'%} es
una base para W.

Si W, y W; son subespacios de un espacio vectorial V, vimos en la
seccién ‘1.3 que también lo son W; N W; y W, + W,. Es natural preguntar
si las dimensiones de estos subespacios pueden calcularse directamente a
partir de las dimensiones de W, y W;. Desafortunadamente esto no es posi-
ble. Existe, sin embargo, una relacién entre dim(W, + W), dim(W,),
y dim(Ws).

Teorema 1.13. Sean W, y W, subespacios dimensionalmente finitos de un es-
pacio vectorial V. Entonces, W, + W, es dimensionalmente finito y

dim(W; + W.) = dim(W,;) + dim(W;) — dim(W, N W,).

DEMOSTRACION. Como W, N W, es un subespacio de un espacio dimen-
sionalmente finito W,, W, N W, tiene una base finita 8, = {x;, ..., xx}
(Teorema 1.12). Usemos el corolario del Teorema 1.12 para encontrar
Bi={>, - .-, ¥} Y B2= {21, ..., zm} tales que 8o U B, sea una base
para W, y B, U B, sea una base para W,. Demostraremos que 8, U 8; U
UBs={Xx1, ..oy Xks Y1y -+« » ¥rs Z1, - - - » Zm} €S UNa base para W; + W..
Se seguird que W, + W, es dimensionalmente finita y que

dim(W, +W,) = k+r+m=(k+r)+ (k+m) —k
= dim(W,) + dim(W,;) — dim(W, N W;).
Para demostrar que 8, U 8, U B; es una base para W, + W,, demos-

traremos primero que 8, U 8, U B, es linealmente independiente. Supén-
gase que

ax,+ ... +axx+by,+ ... +by, tczu+ ... FCmin=20
para algunos escalares @, ..., a, by, ..., b,, €1, ..., Cm. Sea

Vo = Xy + ... + axx, vi=by + ... + by,

V.= 2y + ...t CuZm;
AN

obsérvese que v, € W, N'W,, v, € W,y v, € W,. La igualdad anterior pue-
de expresarse como v, + v, + v,'= 0; asi, v, + v; = —v,. En esta dltima
igualdad el miembro izquierdo es un elemento de W, y el miembro derecho
es un elemento de W,. Entonces —v, es tanto un elemento de W, como
de W,, esto es, —v, € Wy N W,. Como {x,, ..., xx} es una base para

’ W; N W,, existen escalares d,, ..., di tales que —v, =dwx, + ... +
+ dyxx. Ahora bien,
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0= vy+ v, +v,
= (ax, + ... +taxx) + (byy, + ... + by,
+ (—dx, — ... — dpxx)
= (a—dpx,+ ... + (& —d)xx + by, + ... + b,y,.

Asi tenemos una combinacién lineal de elementos de 8, U 8, que es igual
al vector cero; pero 8, U B8, es un conjunto linealmente independiente, y

asia, —di= ...=ax—dy=b,=... =b,=0. De aqui que v, = 0.
Entonces
O=vot+tvit+tv,=vo+tvia=ax, + ... +axx +c2o + ... + CnZm,

de manera que una combinacion lineal de elementos de 8, U 8. es igual
al vector cero. Como antes, el hecho de que 8, U 8. sea un conjunto lineal-
mente independiente implica que a, = ... =& =c¢= ... =cn=0.
Comoa,=...=aq=b,=...=b,=c¢,= ... =cp=0, hemos de-
mostrado que 8, U 8, U 8. es linealmente independiente.

Falta demostrar que 8, U 8, U B: genera a W, + W,. Pero ahora te-
nemos que L(B, U 8;) = W, y L(B8, U 8.) =W, puesto que B, U 8, y
Bo U B: son bases para W, y W,, respectivamente. Pero

L(B, VU B, U B2) = L((Bo U B U (ﬂo U B2))
= L(,ﬁo U vBl) + L(ﬁo U Bz)
= W; + W,

por el ejercicio 12 de la seccién 1.4. De aqui que 8, U 8 U B, genera
a W,; + W,, lo cual completa la demostracién. i

Como una consecuencia inmediata de este resultado, se tiene el si-
guiente corolario de utilidad.

Corolario. Sean W, y W, subespacios dimensionalmente finitos de un espacio
vectorial V tales que NV = W, + W,. Luego, V es la suma directa de W,
y W, si y sélo si

dim(V) = dim(W,) + dim(W.).

Ejemplo 43. Sea c un elemento de un campo infinito F, sea W, el con-
junto de todas las funciones constantes en P,(F), y definase como
W. = {f(x) €P,(F); f(c) = 0}. Puede verse facilmente que W, y W,
son subespacios de P,(F) y que P,(F) = W, (P W.. (Obsérvese que para
cualesquiera f(x) € P.(F), g(x) = f(c) € Wy, h(x) = f(x) — f(c) € W,
y f(x) = g(x) + h(x).) Como la funcién constante p(x) = 1 claramen-
te constituye una base para W,, se deduce del corolario anterior que

dim(W,) = dim(P,(F)) — dim(W,) = (n+ 1) — 1 =n.
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EJERCICIOS
1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) El espacio vectorial cero no tiene base.

(b) Todo espacio vectorial generado por un conjunto finito tiene una
base.

(c) Todo espacio vectorial tiene una base finita.

(d) Un espacio vectorial no puede tener mas de una base.

(e) Si un espacio vectorial tiene una base finita, entonces el nimero de
vectores en todas las bases es el mismo.

(f) La dimension de P,(F) es n.

(g) La dimensién de M, ..(F) es m + n.

(h) Suponer que V es un espacio vectorial dimensionalmente finito, que
S, es un subconjunto linealmente independiente de V y que S, es un
subconjunto de V que genera a V. Luego, S; no puede tener més
elementos que S..

(i) Si S genera al espacio vectorial V, entonces todo vector en V puede
escribirse como una combinacién lineal de elementos de S de una
sola manera.

(j) Todo subespacio de un espacio dimensionalmente finito' es dimensio-
nalmente finito.

(k) SiV es un espacio vectorial de dimensién n, entonces V tiene exacta-
mente un subespacio de dimensién 0 y exactamente un subespacio de
dimensién n.

(1)  Si W, y W, son subespacios dimensionalmente finitos de un espacio
vectorial, entonces dim(W, + W,) = dim(W,) + dim(W,).

2. Determinar cudles de los siguientes conjuntos son bases para R°.

(a) {(1,0,—-1), (2,5, 1), (0, —4,3)}

(b) {(2, —4,1),(0,3, —1), (6,0, —1)}

(c) {(1,2,—1),(1,0,2), (2,1,1)}

d {(—=1,3,1),(2, —4,-3),(—-3,8,2)}

(e) {(1,—=3,-2),(-3,1,3), (-2, —10, —2)}

3. Determinar cuiles de los siguientes conjuntos son bases para P,(R).

(a) {—-1—x+2x%,2+x—2x3, 1 — 2x + 4x?}

(b) {14+ 2x+x%,3+ 2 x+ x}

(¢) {1+ 4x—2x%, =2+ 3x — x*, —3 — 12x + 6x?}

(d) {—1+ 2x+ 4x*, 3 — 4x — 10x*, —2 — 5x — 6x?}

(e) {1 +2x—x*4—2x+x% —1+ 18x — 9x*}

4. ;Generan los polinomios x* — 2x* + 1, 4x* —x + 3 y 3x — 2 a Py(R)?

Justifique su respuesta.
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(Es {(1, 4, —6), (1,5,8), (2,1, 1), (0, 1, 0)} un subconjunto lineal-
mente independiente de R*? Justifique su respuesta.

Dar tres bases diferentes para F? y para M.,.(F).
Los vectores x, {2, —3, 1), x, = (1, 4, —2), x, = (=8, 12, —4),
x. = (1,37, —17), y xs = (—3, —5, 8) generan a R®. Encontrar un sub-

conjunto de {x,, X2, X3, X4, X5} que sea una base para R®.

Sea V el espacio vectorial que consta de todos los vectores de R® para los
cuales 1a suma de las coordenadas es cero. Los vectores

—
xn=(2,-3,4 -52), x=(-609 —12,15, —6),
X3 = (3) _29 71 —9a 1)1 Xy = (23 _8’ 2’ —25 6))
x=(—1,1,2,1, =3), x= (0, =3, —18,9, 12),
x=(1,0,-2,3 -2), x=(2,—-1,1,-97)
generan a V. Encontrar un subconjunto de {xi, ..., Xs} que sea una base

para V.

Los vectores x; = (1, 1, 1, 1), xo=1(0, 1, 1, 1), x,= (0, 0, 1, 1), ¥y
xs = (0, 0, 0, 1) forman una base para F*. Encontrar la lnica representa-
cién de un vector arbitrario (a., a., a,, a,) en F* como combinacién lineal
de los vectores x,, X., X, ¥ Xi.

Sea
a

_ 0 a .
wz—{(va b)ev. a,béF}.

Demostrar que W, y W, son subespacios de V y encontrar las dimensiones
de Wy, Wo, W, + Wo, y W, N W,

V= Mao(F), W= {(:‘ b)e V: a b, c€ F}

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea S un subconjunto de V
que genera a V.

(a) Demostrar que S contiene al menos n elementos.
(b) Demostrar que un subconjunto de S es una base para V. (Tenga cui-
dado de no suponer que S sea finito.)

Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V de dimensiones m y n,
respectivamente, donde m > n. Demostrar que dim(W, "W, <n vy



56

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

2.

Espacios vectoriales

dim(W, + W,) < m + n. Dar ejemplos de subespacios de R* donde cada
desigualdad se convierta en igualdad.

Sea {x, y} una base de un espacio vectorial V. Mostrar que tanto {x + y,
x — y} como {ax, by} son bases para V, donde a y b son escalares arbi-
trarios no nulos.

Suponer que V es un espacio vectorial con una base {x1, x,, x;}. Demostrar
que {x; + x» + x,, x, + x5, x,} también es una base para V.

El conjunto de soluciones para el sistema

X, —2x,+x,=0
2x, = 3x:+x, =0

es un subespacio de R®. Encontrar una base para este subespacio.

Encontrar bases para los siguientes subespacios de F°:

W: = {(ay, a., a, a,, as) € F5: a —a; —a, =0}

W, = {(ay, az, a3, a,, a;) € F°: q, = q, = a,, a, + a; = 0}.

(Cuales son las dimensiones de W, y W,?

El conjunto de todas las matrices de n x n cuya\ traza es igual a cero es
un subespacio W de M,,.,(F). (Ver Ejemplo 1.1.) Encontrar una base para
W. (Cudl es la dimensién de W?

El conjunto de todas las matrices triangulares de n x n es un subespacio
W de M,,..(F). (Ver Ejercicio 12 de la Seccién t.3.) Encontrar una base
para W. ;Cudl es la dimensién de W?

El conjunto de todas las matrices antisimétricas de n % n es un subespacio
W de M,..(F). (Ver Ejercicio 25 de la Seccién 1.3.) Encontrar una base
para W. ;Cual es la dimensién de W?

(a) Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V tales que
V=W, @W.. Si 8, y 8, son bases para W, v W,, respectivamente,
demostrar que 8, N B, = @ y que 8, U B, es una base para V.

(b) Reciprocamente, sean 8, y 8, bases disjuntas para subespacios W, y
W., respectivamente, de un espacio vectorial V. Demostrar que si

B1 U B: es una base para V, entonces V = W, P W..

Completar la demostracién del Teorema 1.9.
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22. Sea W un subespacio de un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Determinar la dimensién del espacio vectorial V/W, el espacio cociente de
V mddulo W. (Ver Ejercicio 29 de la Seccién 1.3.) Justifique su respuesta.

23. Encontrar una base para el espacio vectorial de sucesiones no nulas en un
campo F. (Ver ejemplo 5.)

24. Demostrar que si. W, es un subespacio cualquiera de un espacio vectorial
dimensionalmente finito V, entonces existe un subespacio W, de V: tal que
V=W, HW..

25. Demostrar que un espacio vectorial es dimensionalmente infinito si y sélo
si contiene un subconjunto infinito linealmente independiente.

1.7* SUBCONJUNTOS MAXIMOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES

En esta seccién extenderemos algunos resultados importantes de la sec-
cién 1.6 de manera que incluyan espacios vectoriales dimensionalmente
infinitos. Nuestra meta principal es demostrar que todo espacio vectorial
tiene una base. Este resultado es fundamental para el estudio de espacios
vectoriales dimensionalmente infinitos, ya que a menudo es extremada-
mente dificil construir explicitamente una base para tales espacios.

La dificultad que surge al expandir los teoremas de la seccién anterior
a espacios dimensionalmente infinitos es que el principio de induccion
matemdtica, que jugbé un papel fundamental en muchas de las demostra-
ciones de la seccién 1.6, ya no es valido. En vez de ello, utilizaremos un
principio mas general llamado principio de maximidad, el que requiere
de la siguiente terminologia.

Definicién. Sea F una familia de conjuntos. Un miembro M de F se llama maxi-
mo (en relacién con la inclusién de conjunto), si ningiin miembro de F
contiene propiamente a M.

Ejemplo 44. Sea F la familia de todos los subconjuntos de un conjunto
no vacio S (¥ se denomina conjunto potencia de S). Se puede ver fécil-
mente que S es el elemento médximo de F.

Definicién. Una coleccion de conjuntos @ se denomina cadena si, para cada
par de conjuntos Ay B en @, se tiene que A C B o B C A.

Ejemplo 45. Sea A, el conjunto que consta de los enteros 1, 2, ..., n.
Entonces € = {4,: n=1,2,3, ...} es una cadena; de hecho 4,, C A4,
siy sélo sim < n.
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Con esta terminologia ya podemos expresar el principio de maxi-
midad.

Principio de Maximidad. Sea F una familia de conjuntos. Si, para cada cade-
na C C F, existe un miembro de F que contiene a cada uno de los miem-
bros de @, entonces F contiene un elemento mdximo.

Como el principio de maximidad garantiza la existencia de elementos
maximos en una familia de conjuntos, sera til reformular la definicién
de una base en términos de la propiedad de maximidad. Demostraremos
posteriormente que esta reformulacién es equivalente a la definicién origi-
nal de base.

Definicién. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Un subconjunto
maximo linealmente independiente de S es un subconjunto B de S que
satisface las siguientes condiciones:

(a) B es linealmente independiente.
(b) Cualquier subconjunto de S que contenga propiamente a B es
linealmente dependiente.

Eiemplo 46. El ecjemplo 16 muestra que {x* — 2x2 — 5x — 3, 3x° —
— 5x* — 4x — 9} es un subconjunto méximo linealmente independiente
de

§={2x—2x* + 12x — 6, x* — 2x* — 5x — 3, 3x* — 5x* — 4x — 9)

en P;(R). En este caso, sin embargo, se puede demostrar facilmente que
cualquier subconjunto de dos elementos de S es un subconjunto méximo
linealmente independiente de S. De aqui que los subconjuntos méximos li-
nealmente independientes de un conjunto no necesariamente son tnicos.

Una base 8 para un espacio vectorial V es un subconjunto méximo li-
nealmente independiente de V, ya que:

(a) B es, por definicién, linealmente independiente.
(b) Six€V, x¢p, entonces 8 U {x} es linealmente independiente
de acuerdo con el lema del Teorema 1.10, puesto que L(B) = V.

Nuestro siguiente resultado muestra que la reciproca de este argumento
también es verdadera.

Teorema 1.14. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V tal que S gene-
ra a V, y sea 3 un subconjunto mdximo linealmente independiente de S.
Entonces B es una base para V.

DEMOSTRACION.  Puesto que f es linealmente independiente, es suficiente
demostrar que B genera a V. Supdngase que S C L(f); entonces existe
x¢€ S tal que x € L(B). Pero entonces el lema del Teorema 1.10 implica
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que B8 U {x} es linealmente independiente, lo que es una contradiccién a
la maximidad de 8. Luego entonces S C L(B). Por tanto, como L(S) =V,
se tiene del ejercicio 11 de la seccién 1.4 que L(8) = V.

Corolario. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es una base para V
si y s6lo si B es un subconjunto miximo linealmente independiente de V.

En vista de nuestro corolario anterior, podemos llegar a asegurar que
todo espacio vectorial tiene una base al demostrar que todo espacio vecto-
rial contiene un subconjunto maximo linealmente independiente. Este re-
sultado se deduce de una manera inmediata a partir de nuestro siguiente
teorema.

Teorema 1.15. Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio
vectorial V. Existe un subconjunto mdximo linealmente independiente de
V que contiene a S.

DEMOSTRACION. Sea F la familia de todos los subconjuntos linealmente
independientes de V que contienen a S. Utilizaremos el principio de maxi-
midad para demostrar que F contiene un elemento maximo. Con el objeto
de aplicar el principio de maximidad debemos demostrar que si € es yna
cadena en F, entonces existe un miembro U de F que contiene a cada
miembro de €. Demostraremos que U, la unién de los miembros de €, es
el conjunto deseado. Como es evidente que U contiene a cada miembro
de @, basta con demostrar que U € F, es decir, que U es un subconjunto
linealmente independiente de V que contiene a S. Ahora bien, cada ele-
mento de € es un subconjunto de V que contiene a S; de aqui $ C U C V.
Para demostrar que U es linealmente independiente, sean uy, ..., u, vec-
toresen Uy ¢y, ..., cy, escalares tales que c,u, + ... + cuu, = 0. Como
u; € U parai=1, ..., n, existen conjuntos A; en C tales que u; € 4;.
Pero como € es una cadena, uno de los conjuntos 4., ..., 4,, por ejem-
plo A,, contiene a los demas. Entonces u,, ..., u. € Ay parai =1, ... ,n
Sin embargo, A es un conjunto linealmente independiente, de manera que
ciuy + ... + caup, = 0 implica que ¢, = ... = ¢, = 0. Por lo tanto, U
es linealmente independiente.

El principio de maximidad implica que F contiene un elemento maxi-
mo, y se ve facilmente que este elemento maximo es un subconjunto
maximo linealmente independiente de V que contiene a S. i

Corolario. Todo espacio vectorial tiene una base.

Puede demostrarse, de una manera semejante a la del Corolario 3 del
Teorema 1.11, que toda base para un espacio vectorial dimensionalmente
infinito tiene la misma cardinalidad. (Consultar, por ejemplo, a N. Jacob-
son, Lecturas sobre Algebra Lineal, 111, pag. 154, D. Van Nostrand Com-
pany, Nueva York, 1964.)
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Los ejercicios 2 a 5 extienden otros resultados de la seccién 1.6 para
incluir espacios dimensionalmente infinitos.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Toda familia de conjuntos contiene un elemento maximo.

(b) Toda cadena contiene un elemento maximo.

(c) Si una familia de conjuntos tiene un elemento maximo, entonces tal
elemento maximo es Unico.

(d) Si una cadena de conjuntos tiene un elemento méaximo, entonces tal
elemento maximo es tdnico.

(e) Una base de un espacio vectorial es un subconjunto méximo lineal-
mente independiente de ese espacio vectorial.

(f)  Un subconjunto maximo linealmente independiente de un espacio vec-
torial es una base para tal espacio vectorial.

2. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V (no necesariamente dimen-
sionalmente finito). Demostrar que cualquier base para W es un subcon-
junto de una base para V.

3. Demostrar la siguiente versién dimensionalmente infinita del Teorema 1.9:
Sea 8 un subconjunto de un espacio vectorial V dimensionalmente infinito.
Entonces B8 es una base para V si y solo si para cada vector y no nulo en
V existen vectores Unicos Xy, ..., x, en B y escalares no nulos unicos
Ci, ..., Cy tales que y = cx; + ... + cuxy.

4.  Demostrar la siguiente generalizacién del Teorema 1.10: Sean S, y S. sub-
conjuntos de un espacio vectorial V tales que S, C S,. Si S, es linealmente
independiente y S, genera a V, entonces existe una base 8 para V tal que
Si € B C S.. Sugerencia: Aplicar el principio de maximidad a la familia
de todos los subconjuntos linealmente independientes de S. que contienen
a 8, y proceder como se hizo en la demostracién del Teorema 1.15.

5. Demostrar la siguiente generalizaciéon del Teorema 1.11. Sea B8 una base
para un espacio vectorial V y sea S un subconjunto linealmente indepen-
diente de V. Existe un subconjunto S, de B tal que S U S, es una base
de V.
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Capitulo =2

Transforrmaciones lineales
Yy matrices

2.1

En el capitulo 1 desarrollamos la teoria de espacios vectoriales abstractos
con bastante detalle. Ahora es natural considerar a aquellas funciones defi-
nidas en espacios vectoriales que en cierto sentido “conservan” la estruc-
tura; estas funciones especiales se denominan “transformaciones lineales”
y son abundantes en las matemadticas puras como en las aplicadas. En el
calculo, las operaciones de diferenciacién e integracién nos proporcionan
dos de los ejemplos mas importantes de transformaciones lineales (ver
ejemplos 1 y 2). Estos dos ejemplos nos permiten reformular muchos de
los problemas de ecuaciones diferenciales e integrales en términos de trans-
formaciones lineales en espacios vectoriales particulares (ver las seccio-
nes 2.7 y 5.2).

En geometria, las rotaciones, reflexiones y proyecciones (ver ejem-
plos 5, 6 y 7) nos proporcionan otra clase de transformaciones lineales,
las que utilizaremos posteriormente para estudiar los movimientos rigidos
en R» (secciéon 7.8).

En los capitulos restantes veremos ejemplos adicionales de transforma-
ciones lineales en las ciencias fisicas y sociales.

A lo largo de este capitulo supondremos que todos los espacios vecto-
riales estan definidos sobre un campo ordinario F.

TRANSFORMACIONES LINEALES, ESPACIOS
NULOS Y RANGOS .

En esta seccién consideraremos un gran nimero de ejemplos de trans-
formaciones lineales, muchas de las cuales serdn estudiadas con mas de-
talle en secciones posteriores.

Definicién. Sean V y W espacios vectoriales (sobre F). Una funcion T: V—>W

se llama transformacién lineal de V en W si para toda x, y€EV y c€F
tenemos que



64

Transformaciones lineales y matrices

(a) T(x+y)=Tx + T(y).
(b) T(cx) = cT(x).

A menudo denominaremos a T simplemente lineal. El lector debera
verificar los siguientes hechos sobre la funcién T: V.— W.

1. Si T es lineal, entonces T(0) = 0.

2. T es lineal si y sélo si T(ax + y) = aT(x) + T(y) para toda
X, YEVya€F.

3. T es lineal siy sélo si para x,, ..., x, € V ya,...,a,€F te-

nemos que
n

n
T(Xaixi) = X aT(x;).
i-1 i=1
Generalmente utilizaremos la propiedad 2 para demostrar que una
transformacién dada es lineal.

Eiemplo 1. Sea V= P,(R) y W = P,,(R) y definase T: V—> W me-
diante T(f) = f', donde f es la derivada de f. Para demostrar que T es
lineal, sean g y h vectores en P,(R) y a € R. Tenemos que T(ag + h) =
= (ag + h)’ = ag’ + k' = aT(g) +T(h). Entonces, de acuerdo con la
propiedad 2, T es lineal.

Eiemplo 2. Sea V = C(R) el espacio vectorial de funciones continuas
de variable real en R. Sean a, b€ R, a < b y definase T: V— R me-

b
diante T(f) =ff(t)dt para toda f€ V. Entonces, por las propiedades

a
elementales de las integrales, T es una transformacién lineal.

Dos ejemplos muy importantes de'transformaciones lineales que pue-
den aparecer a menudo en el resto del libro y que, por tanto, merecen
tener una notacién propia, son la transformacién identidad y la transfor-
macién cero.

Para espacios vectoriales V y W (sobre F) definimos la transformacion
identidad | : V— V mediante Iy (x) = x para toda x € V y la transfor-
macion cero To: V— W por To(x) = 0 para toda x € V. Es evidente que
ambas transformaciones son lineales. A menudo escribiremos | en vez
de I..

Veremos ahora algunos ejemplos adicionales de transformaciones li-
neales.

Eiemplo 3. Definase
T: R*—R* por T(a, a.) = (2a, + a., a,).
Para demostrar que T es lineal, sean

x’ }’€ R:’ X = (bl’ b2)9 y - (dly dz)a y se€a CEF‘
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Como
cx +y= (ch, + dy, cb: + d.),
tenemos
T(cx +y) = (2(ch, + d\) + ¢b, + d., cb, + d)).
También

CT(.X) + T()’) = C(2b1 + bz, bl) + (2d1 ;+ dz, dl)
= (2¢b, + cb; + 2d, + do, cb, + d)
= (2(Cb1 +d,) + ch; + ds, chb, + d,).

Por lo tanto, T es lineal.
Ejemplo 4. Definase T: Muxn(F) = My, o(F) mediante T(4) = A,

donde At es tal como se definié en la Seccién 1.3. Entonces, T es una
transformacién lineal por el ejercicio 3 de la Seccién 1.3.

Como veremos en las Secciones 7.7 y 7.8, las aplicaciones del algebra
lineal a la geometria son vastas y variadas. La razén principal de esto es
que la mayor parte de las transformaciones geométricas son lineales. Tres
transformaciones particulares que ahora consideraremos son la rotaci6n,
la reflexién y la proyeccién. Dejaremos al lector las demostraciones de
linealidad.

Ejemplo 5. Para 0 < 6 < 2x definamos T,: R®— R* mediante
To(ay, @:) = (a, cos 6§ — a, sen 6, a, sen § + a, cos §).

T. se denomina rotacién en 9. (Ver Fig. 2.1(a).)

Ejemplo 6. Definase T: R?— R mediante T(a,, a,) = (@, —a.). T se
denomina reflexion en torno al eje x. (Ver Fig. 2.1(b).)

Ejemplo 7. Definase T: R®*— R? mediante T(a;, a:) = (a,, 0). T se de-
nomina proyeccidn sobre el eje x. (Ver Fig. 2.1(c).) Nétese que si hacemos
W, = {(a,0): a€ R} yW. = {(0,a): ac R} entonces R* = W, P W.,
T(x) x

0 X |

T(x)

(a) (b) (c)

figura 2.1
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por lo que para toda x € R existen vectores unicos x, € W, y x. € W,
tales que x = x; + x, y T(x) = x,.
El ejemplo 7 sugiere la siguiente definicién.

Definicién. Sean V un espacio vectorial y W, un subespacio de V. Una funcion
T: V—>V se llama proyeccién sobre W, si

(a) Existe un subespacio W. tal que V =W, P W,
(b) Para x = x, + X,, donde x, € W, y x. € W., tenemos T(x) = x,.

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que T es lineal y que
W, = {x: T(x) = x).

Ahora supéngase que existe un subespacio W/ £ W, tal que V =
W, @ W.. Definase U: V— V mediante U(x) = x, donde x = x, + x'.,
x. € Wy, y x: € W,. Entonces, U es otra proyeccién sobre W, y de nuevo
W, = {x: U(x) = x}. Por ejemplo, en el Ejemplo 7 sea

W, = {(a, a): a€ R},
tal que
(ay, a:) = (a, — a., 0) + (a5, a:) 'y U(a, a) = (a, — a., 0).

Entonces existen tantas proyecciones en W, como subespacios en W,
que satisfacen V = W,; @ W,. Veremos en el Capitulo 7 que la proyec-
cién descrita en la figura 2.1(c) es la proyeccién “natural” a ser estudiada.
Este tipo de proyeccién se llamara “proyecciéon ortogonal” y estd deter-
minada de manera nica por el subespacio W,.

En el Ejercicio 14 de la Seccién 2.3 se dara una caracterizacién de las
proyecciones, la que nos permitird determinar facilmente si una transfor-
macién lineal es 0 no una proyeccion.

Ahora pondremos atencién a dos conjuntos muy importantes asociados
con las transformaciones lineales: el “rango” y el “espacio nulo”. La de-
terminacion de estos conjuntos nos permitird examinar mas de cerca las
propiedades intrinsecas de una transformacion lineal.

Definiciones. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V —> W lineal. Defini-
mos al espacio nulo (o kernel) N(T) de T como el conjunto de todos los
vectores x en V tal que T(x) = 0; es decir, N(T) = {x€ V: T(x) = 0}.
Definimos al rango (o imagen) R(T) como el subconjunto de W que consta
de todas las imdgenes (bajo T) de los elementos de V; es decir, R(T) =
{T(x): x€ V).

Ejemplo 8. Sean V y W espacios vectoriales y sean I: V>V y To:
V — W respectivamente las transformaciones identidad y cero, tal como
se definieron anteriormente. Entonces N(1) = {0}, R(l) =V, N(T,) =V
y R(To) = {0}.
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Eiemplo 9. Sea T: R*— R® definida mediante T(a,, a., a;) = (a;, — a.,
2a;). Se deja como ejercicio verificar que N(T) = {(a, a, 0): a€ R} y
R(T) = R=.

En el ejemplo 7 se ve facilmente que los subespacios W, = R(T) y
» = N(T). EI teorema siguiente nos dice que éste es el caso para todas
las proyecciones.

Teorema 2.1. Sea V un espacio vectorial y W, un subespacio de V. Sea T una
proyeccion sobre W,, y sea W, tal como en la def.nicién de proyeccion.
Entonces

W, =R(T) y W.=N(T).

DEMOSTRACION. Como se observd anteriormente, W, = {x: T(x) = x}.
Por lo tanto, W, C R(T). Si x €R(T), entonces: x = T(y) para alguna
y€V. Pero y = y, + y,, donde y, €W, y y. €W,, y entonces x = y,. Por
lo tanto, W, = R(T).

Como es evidente que W, C N(T), unicamente necesitamos demostrar
que N(T) C W.. Con este fin, sea x €N(T). Entonces x = x, + x, con
X €EW, y x2€EW.. Asi, 0 =T(x) = x,, y por lo tanto x = x.€W.. B

Este teorema nos dice que W, queda determinada de manera tnica por
la proyeccion de T sobre W,. Ademés, como T es una proyeccién sobre
su rango, utilizaremos sencillamente el término “proyeccién” sin mencio-
nar al subespacio W,.

Acabamos de observar en el caso en que T es una proyeccién que N(T)
y R(T) son subespacios de V. Puede obtenerse el mismo resultado con
cualquier transformacién lineal.

Teorema 2.2. Sean V y W espacios vectoriales y T: V — W lineal. Entonces
N(T) y R(T) son subespacios de V' y W, respectivamente.

DEMOSTRACION. Para aclarar la notacién, usaremos los simbolos 0y y
Oy para denominar, respectivamente, a los vectores cero de V y W.

Como T(0,) = 0, tenemos que Oy € N(T). Sean x; EN(T) vy
c€ F. Entonces T(x + y) = T(x) + T(y) = Oy + Oy =04, y T(cx) =
cT(x) = c0, = Oy. Por lo tanto x + y EN(T) y cx €N(T), de manera
que N(T) es un subespacio de V.

Como T(0y) = Oy, tenemos que Oy € R(T). Ahora sean x, y € R(T)
y cCF. Entonces, existen v y w en V tales que T(v) =x y T(w) = y.
Asi, T+ w) =T(v) +T(w) =x+y, y T(cv) = cT(v) = cx. Por lo
tanto, x + y €R(T) y cx €R(T), de manera que R(T) es un subespacio
de W. B

Tal como en el Capitulo 1, mediremos el “tamafno” de un subespacio
por su dimension. Los dos subespacios anteriores son tan importantes que
dedicaremos atencion especial a sus dimensiones respectivas.
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Definiciones. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V—W lineal. Si
N(T) y R(T) son dimensionalmente finitos, entonces definimos la nulidad
de T, expresada como nulidad(T), y el rango de T, expresado como ran-
go(T), como las dimensiones de N(T) y R(T), respectivamente.

Reflexionando sobre la accién de una transformacién lineal, vemos in-
tuitivamente que mientras mdas grande es la nulidad menor es el rango.
En otras palabras, mientras mas vectores van a dar al cero, menor es el
rango. El mismo razonamiento nos dird que mientras mis grande sea
el rango, menor es la nulidad. Este balance entre el rango y la nulidad se
harad més preciso en el teorema siguiente.

Teorema 2.3. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V — W lineal. Si V
es dimensionalmente finito, entonces nulidad(T) + rango(T) = dim(V).

DEMOSTRACION.  Supéngase que dim(V) =n, y sea {x,, ..., X} una
base para N(T). Por el corolario del Teorema 1.12 podemos extender
{x,, ..., %} a una base 8 = {x,, ..., x,} para V. Demostraremos que

el conjunto § = {T(x41), ..., T(xs)} es una base para R(T).
Primero demostraremos que S genera a R(T). Sea y €R(T). Entonces
existe x €V tal que y = T(x). Como S es una base para V, tenemos que

n
x =3 aix; para algunas a,, ..., a, €F.
i=1

Como T es lineal se tiene que

Yy=T(x) =SaTo) = 3 aT(x) L)

=1 i=k+1
La tltima igualdad se obtiene de que x,, ..., xx € N(T).
Ahora demostraremos que S es linealmente independiente. Supdngase

que

é b,T(x;) =0 para by,,, ..., b, €F.

i=k+1

De nuevo, utilizando el hecho de que T es lineal, tenemos que

~ T( é b,-xi) = 0.

izk+1

Entonces

é bix; EN(T).

i=k+1

Por lo tanto existen c¢,, ..., ¢; €F tales que

»n k k »n
> bixi=Xcix; obien X (—ci)x;+ I bix; =0.

i=k+1 i=1 i=1 iz=k+1



Transformaciones lineales, espacios nulos y rangos 69

Como B es una base para V, tenemos que b; = 0 para toda i. Por lo tan-
to, S es linealmente independiente. [

La demostracion anterior permite obtener el corolario siguiente.

Corolario. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V — W lineal. Si V tiene
una base B = {x,, ..., Xa}, entonces R(T) = L(T(B)) = L({T(x)), ...,
T(xa))).

Este corolario nos dice que la imagen de una base para el dominio de
una transformacién lineal es un conjunto generador para el rango de la
transformacién. Por lo tanto, este corolario proporciona un método para
encontrar una base para el rango de una transformacion lineal. Empleare-
mos esta técnica en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 10. Definase la transformacién lineal T: P.(R) — M:,.(R)

mediante
_ (1) —f(2) 0
T = ( 0 f(O))'

Como 8 = {1, x, x*} es una base para P,(R), tenemos

G ) (2 YD
(e (2 9N

Entonces, hemos encontrado una base para R(T) y vemos que

rango(T) = 2. En virtud del Teorema 2.3 tenemos que nulidad(T) +
2 = 3, y entonces nulidad(T) = 1.

El lector deberia repasar los conceptos de “uno-a-uno” y ‘“sobreyec-
tividad” los cuales se encuentran en el Apéndice B, pues, interesantemen-
te, para una transformaci6n lineal ambos conceptos estin intimamente
ligados con el rango y la nulidad de la transformacién. Esto quedard de-
mostrado en los dos teoremas siguientes.

Teorema 2.4. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V — W lineal. Enton-
ces T es uno-a-uno si 'y solo si N(T) = {0}.

DEMOSTRACION. Supoéngase que T es uno-a-uno y que x € N(T). Entonces
T(x) = 0 =T(0). Como T es uno-a-uno, tenemos que x = 0 y por tanto

N(T) = {0}.
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Ahora supéngase que N(T) = {0} y que T(x) = T(y). Entonces
0=T(x) —T(y) = T(x —y). Por lo tanto, x — yEN(T) = {0} y en-
tonces x — y = 0, o sea x = y. Esto significa que T es uno-a-uno. [l

El lector debe observar que el Teorema 2.4 nos permite concluir que
la transformacién definida en el Ejemplo 10 no es uno-a-uno.

Sorpresivamente, las condiciones para que una transformacién sea uno-
a-uno y sobreyectiva son equivalentes en un caso especial de importancia.

Teorema 2.5. Sean V y W espacios vectoriales de dimensiones iguales (finitas)

y sea T: V —> W lineal. Entonces T es uno-a-uno si 'y solo si T es sobre-
yectiva.

DEMOSTRACION. Del Teorema 2.3 tenemos que
nulidad(T) + rango(T) = dim(V).

Ahora, mediante el uso del Teorema 2.4, tenemos que T es uno-a-uno si
y s6lo si N(T) = {0}, si y s6lo si nulidad(T) = 0, si y s6lo si rango(T) =
dim(V), si y sblo si rango(T) = dim(W), si y sélo si dim(R(T)) =
dim(W). En virtud del Teorema 1.12 esta igualdad es equivalente a
R(T) = W—Ia definicién de T si ésta es sobreyectiva. i

La linealidad de T en los Teoremas 2.4 y 2.5 es esencial puesto que
es facil construir ejemplos de funciones de R en R que no sean uno-a-uno
pero que sean sobreyectivas, y viceversa.

Los siguientes dos ejemplos hacen uso de los teoremas anteriores para
ver si una transformacién lineal dada es uno-a-uno o sobreyectiva.

Ejemplo 11. Definase

T: P.(R) = P,(R) mediante T(f)(x) = 2f'(x) + f'”sf(z)dz.

0

Ahora
R(T) = L({T(1), T(x), T(x*)}) = L({3x, 2 + %x*, 4x + x*}).

Por lo que rango(T) = 3. Como dim(P;(R)) = 4, T no es sobreyectiva.
Del Teorema 2.3, nulidad(T) + 3 = 3; por tanto, nulidad(T) =0 y en-
tonces N(T) = {0}. Luego, de acuerdo con el Teorema 2.4, T es uno-a-uno.

Eijemplo 12. Definase

T: FF—>F2 mediante T(a,, a.) = (a. + a, a,).

Es facil comprobar que N(T) = {0}; entonces T es uno-a-uno, por lo que
el Teorema 2.5 nos dice que T debe ser sobreyectiva.
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Nuestro siguiente teorema proporciona una caracterizaciéon de las trans-
formaciones lineales uno-a-uno como aquellas transformaciones que conser-
van la independencia lineal.

Teorema 2.6. Sean V y W espacios vectoriales, y sea T: V — W lineal. Enton-
ces T es uno-a-uno si 'y sélo si T lleva subconjuntos linealmente indepen-
dientes de V a subconjuntos linealmente independientes de W.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Corolario. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V — W una transforma-
cion lineal uno-a-uno. Supéngase que S es un subconjunto de V. Entonces
S es linealmente independiente si y sélo si T(S) es linealmente indepen-
diente

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Eiemplo 13. Definase

T: P.(R) > R®* mediante T(a, + a,x -+ a.x*) = (a,, a,, a.).

Se ve claramente que T es uno-a-uno. Sea § = {2 — x + 3x%, x + x2, 1 —
2x*}. Entonces S es linealmente independiente en P,(R) si y sélo si

T(8$) = {2, ~1,3), (0, 1, 1), (1,0, —2)}

es linealmente independiente en R®.

En el Ejemplo 13 transferimos un problema del espacio vectorial de
los polinomios a un problema en el espacio vectorial de las ternas (3-di-
mensionales). Esta técnica serd explotada después mas ampliamente.

Una de las propiedades mds importantes de las transformaciones linea-
les es que quedan completamente definidas por su accién sobre una base.
Este resultado, que se obtiene del siguiente teorema y su corolario, se
utilizara frecuentemente a lo largo del libro.

Teorema 2.7. Sean V y W espacios vectoriales y supdngase que V es un
espacio vectorial dimensionalmente finito con una base {Xi, ..., Xu}. Para
cualquier subconjunto {y,, ..., y»} de W existe exactamente una transfor-
macion lineal T: V— W tal que T(x;) =y, parai=1, ..., n.

DEMOSTRACION. Sea x €V. Entonces

n
x = XY ax;,
=1
donde a,, ..., a. son escalares Gnicos. Definase

T: V> W mediante T(x) = Y a;y;.

i=1
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(a) T es lineal, pues supéngase que u, vEV y d €F. Entonces pode-
mos escribir

n ”
u=bx; y v=23cix.
i=1 i=1

Ahora bien,

du +v = é (ab; + c;)x;.

i=1

Entonces

T(du +v) = ﬁ (db; + ci)y: = dﬁ‘. by, + écfyi =dT(u) + T(v).

i=1 i=1 i=1

(b) Es evidente que
T(x;) = y; parai=1,..., n

~  (¢) T es Unica, porque supdéngase que U: V—W es lineal y
U(x;) =y, parai= 1, ..., n. Entonces para x €V con

n
x = 3 aix;

i=1

tenemos

U(x) = E" aU(x;) = éaiyi = T(x).

i=1

PorlotantoU=T1.

Corolario. Sean V' y W espacios vectoriales y supdngase que \ es dimensional-
mente finito con una base {x,, ..., X,}. Si U, T: V— W son lineales y
U(x;) =T(xi) parai= 1, ..., n, entonces U = T.

Ejemplo 14. Definase T: R?>— R? mediante T(a;, a.) = (2a. — a5, 3a,),
y supéngase que U: R?— R? es lineal. Si sabemos que U(1,2) = (3,3) y
U(1, 1) = (1, 3), entonces U = T. Esto se deduce del corolario y del he-
cho de que {(1, 2), (1, 1)} es una base para R®.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. De aqui en
adelante, V y W son espacios vectoriales dimensionalmente finitos (sobre
F) y T es una funcién de V en W.

(a) Si T es lineal, entonces T conserva las sumas y productos por escala-
lares.

(b) Si T(x+y) =T(x) + T(y) entonces T es lineal.
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(c) T esuno- a-uno siy s6lo si N(T) = {0}.

(d) Todas las proyecciones deben ser lineales.

(e) Si T es lineal, entonces T(0y) = Oy.

(f) Si T es lineal, entonces nulidad(T) + rango(T) = dim(W).

(g) Si T es lineal, entonces lleva subconjuntos linealmente independien-
tes de V a subconjuntos linealmente independientes de W.

(h) SiT,U: V-— W son lineales y concuerdan en una base de V, enton-
ces T=U.

(i) Dados x;,, x,€V y y, Y. €W, existe una transformacién lineal
T: Vo'W tal que T(x,) =y, ¥y T(xz) = Y.

Para los ejercicios 2 a 6, demostrar que T es una transformacioén lineal y encontrar
bases para N(T) y R(T). Luego, calcular la nulidad y el rango de T y verificar
el Teorema 2.3. Finalmente, emplear los teoremas adecuados de esta seccioén para
determinar si T es uno-a-uno o sobreyectiva.

2. T: RR—R% T(ay, ay as) = (@, — a3, 2a;).
3. T: RR—>R; T(ay, a:) = (a1 + as 0, 2a, — a).

Q1 G2 013) — (2(111 — @2 G5 + 2a12)

4, T: sza(F)—)M“z(F);T(azx Azz Q23 Y 0

5. T: P:(R)—Py(R); T(f(x)) = xf(x) + f(x).
6. T: M,..—F; T(A4) = tr(A). Recuérdese que

tr(4) = 2” A

1=1
7. Verificar los enunciados 1, 2 y 3 de la pédgina 64.

8. Verificar que las transformaciones definidas en los Ejemplos 5,6y 7 son
lineales.

9. Para las siguientes T: R®— R?, decir por qué T no es lineal.
(a) T(a, @) = (1, a)

b)) T(ay, a:) = (a, @)

(¢) T(a, @) = (sena,, 0)
(d) T(ay, a) = (|&|, az)
(e) T(ay, a) = (a + 1, a.)

10. Supdngase que T: R®— R? es lineal y que T(1,0) =(1, 4) yT(l, 1) =
(2, 5). (Qué es T(2, 3)? ;T es uno-a-uno?

11. Demostrar que existe una transformacién lineal T: R?— R* tal que T(1, 1)
=(1,0,2) yT(2,3) = (1, —1, 4). (Qué es T(8, 11)?
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18.
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20.

21.

22.

23.

Transformaciones lineales y matrices

(Existe una transformacién lineal T: R*-» R? tal que T(1, 0, 3) = (1, 1)
yT1(=2,0, —6) = (2, 1)?

Demostrar el Teorema 2.6 y su corolario.

Supéngase que T es una proyeccién en un subespacio W de un espacio vec-
torial V. Demostrar que W = {x€V: T(x) = x}.

Recordando la definicién de P(R) dada en la Seccién 1.2, definase
T. P(R)-»PR) y T(Hx) = f f()d.
1]

Demostrar que T es uno-a-uno pero no sobreyectiva.

Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y T: V— W
lineal.

(a) Demostrar que si dim(V) < dim(W), entonces T no puede ser so-
breyectiva.

(b) Demostrar que si dim(V) > dim(W), entonces T no puede ser uno-
a-uno.

Dar un ejemplo de una transformacién lineal T: R2— R? tal que N(T) =
R(T).

Dar un ejemplo de transformaciones lineales diferentes T y U tales que
N(T) = N(U) y R(T) = R(U).

Sean V y W espacios vectoriales con subespacios V, y W,, respectivamente.
Si T: V—W es lineal, demostrar que T(V,) es un subespacio de W y
{x€V: T(x) €EW,} es un subespacio de V.

Sea W un subespacio de un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Demostrar que existe una proyeccién sobre W.

Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V — W lineal. Sea {y,, ..., v}
un subconjunto linealmente independiente de R(T). Si § = {xi, ..., xx} se
selecciona de tal manera que T(x;) = y; parai = 1, ..., k, demostrar que

S es linealmente independiente.

Sea T: R*— R lineal. Demostrar que existen escalares a, b y c tales que
T(x, y, z) = ax + by + ¢z para toda (x, y, z) €R= (Se puede generalizar
este resultado para T: F* — F? Enunciar y demostrar un resultado semejan-
te para T: F*— P,

Sea T: R*— R lineal. Describir geométricamente las posibilidades para el
espacio nulo de T. Sugerencia: Usar el Ejercicio 22.
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Sea V un espacio vectorial y sea T: V — V lineal. Se dice que un subespa-
cio W de V es T-invariante si T(x) € W para toda x €W, es decir, T(W) C W.

(a) Demostrar que los subespacios {0}, V, R(T) y N(T) son todos T-in-
variantes.

(b) Si W es un subespacio T-invariante de V, definase a Ty: W —W
mediante T, (x) = T(x) para toda x € W. Demostrar que Ty, es li-
neal.

(c) Si T es una proyeccion sobre W, demostrar que W es T-invariante y
que Ty = ly-

(d) Si V=R(T) W y W es T-invariante, demostrar que W C N(T).
Demostrar también que si V es dimensionalmente finito, entonces
W = N(T).

(e) Demostrar que N(Ty) = N(T) N W y R(Ty) = T(W).

Demostrar la siguiente generalizacioén del Teorema 2.7 para espacios dimen-
sionalmente infinitos: Sean V y W espacios vectoriales y sea 8 una base
para V. Entonces para toda funcién f: B-» W existe Unicamente una
transformacién lineal 7: V — W tal que T(x) = f(x) para toda x € 8.

Una funcién T: V — W entre los espacios vectoriales V y W se llama aditi-
va si T(x +y) = T(x) + T(y) para toda x, y €V. Demostrar que si V
y W son espacios vectoriales sobre el campo de los nimeros racionales, en-
tonces cualquier funcién aditiva de V en W es una transformacién lineal.

Demostrar que existe una funcién aditiva T: R— R (como se definié en
el Ejercicio 26) que no es lineal. Sugerencia: Considérese a R como un
espacio vectorial sobre el campo de los nimeros racionales Q. Por el coro-
lario del Teorema 1.15 este espacio vectorial tiene una base B. Sean x y
y elementos distintos de 8 y definase f: B8 — R mediante f(x) =y, f(y) = x
y f(z) = z en cualquier otro caso. Por el Ejercicio 26 existe una trans-
formacidn lineal T: R~—> R donde R se considera como un espacio vectorial
sobre Q tal que T(z) = f(z) para toda z € 3. Entonces T es aditiva pero
para ¢ = y/x, T(cx) 5% cT(x).

REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA
TRANSFORMACION LINEAL

Hasta ahora hemos estudiado las transformaciones lineales examinando sus
rangos y sus espacios nulos. Ahora entraremos a uno de los procedimien-
tos de mayor utilidad en el andlisis de una transformacién lineal sobre
un espacio vectorial dimensionalmente finito; la representacién de una
transformacién lineal mediante una matriz. De hecho, desarrollare-
mos una correspondencia uno-a-uno entre matrices y transformaciones que
nos permitira utilizar las propiedades de una para estudiar las propiedades
de la otra.
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Necesitaremos primeramente del concepto de una “base ordenada”
para un espacio vectorial.

Definicién. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito. Una base orde-
nada para V es una base para V establecida con un orden especifico; es
decir, una base ordenada para N es una secuencia finita de elementos de V
linealmente independientes que generen a V.

Ejemplo 15. Sea V tal que tenga a 8 = {x,, x;, x;} como una base orde-
nada. Entonces y = {x., x;, x;} es también una base ordenada, pero como
bases ordenadas, B % y.

Para el espacio vectorial F*, llamaremos a {e,, e,, ..., e,} la base
ordenada esténdar para F".

Ahora que contamos con el concepto de base ordenada, seremos capa-
ces de identificar vectores abstractos en un espacio vectorial de n dimen-
siones con elementos n-dimensionales. Esta identificacién serd proporcio-
nada mediante el uso de “vectores coordenados” tal como se introducen
a continuacién.

Definiciéon. Sea B = {x,, ..., X} una base ordenada para un espacio vecto-
rial V dimensionalmente finito. Para x €V definimos al vector coorde-
nado de x relativo a 8, denotado por [x]s, mediante

al
= - |
a
donde
X = é a;x;.

i=1

Nétese que en la definicién anterior [x;]g = e;. Se deja como ejercicio
demostrar que la correspondencia x — [x]g nos proporciona una transfor-
macién lineal de V en F*. Estudiaremos esta transformacién con mas deta-
lle en la Seccién 2.4.

Ejemplo 16. SeanV = P,(R) y 8 = {1, x, x?}. Si f(x) = 4 + 6x — Tx?,
entonces
4

[fl,=| 6}
-7

Procedamos ahora con la representacién matricial prometida de una
transformacién lineal. Supéngase que V y W son espacios vectoriales di-
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mensionalmente finitos con bases ordenadas 8 = {x,, ..., X2} ¥ vy = {y1,
., Ym}, respectivamente. Sea T: V — W lineal. Entonces existen esca-
lares Unicos a;; €F(i=1,..., myj=1, ..., n) tales que

T(x;) = X aijy; para 1 <j<n.

i=1

Definicién. Ulilizando la notacién anterior, llamaremos a la matriz A de
m X n, definida mediante A;; = a;;, la matriz que representa a T en las
bases ordenadas 8 y y y la escribiremos A = [T];. Si V=W y g = v, es-
cribiremos A = [T]g. ’

Noétese que la j-ésima columna de A es sencillamente [T(x;)]y. Obsér-
vese igualmente que del corolario del Teorema 2.7 se concluye que si
U: V> W es una transformacién lineal tal que [U], = [T]}, entonces
Uu=rT.

Ilustraremos el calculo de [T]; en los siguientes ejemplos.

Eijemplo 17. Definase
T: Pis(R) — P,(R) mediante T(f) = f.

Sean 8= (1, x, x%, x'} y y = {1, x, x?} bases ordenadas para Ps(R) y
P.(R), respectivamente. Entonces

T(1) =0:1+0-x+0-x?

T(x) =1-14+0-x+0-x?

T(x2) =0-14+2-x+0-x2

Tx*)=0-1+0-x+3-x*

Y asi se tendra

S N O

0100
M =[0 0 2 o]
0003

Noétese que los coeficientes de T(xi) cuando se escriben como una combi-
nacién de elementos de y dan los elementos de la columna i-ésima.
Eijemplo 18. Definase

T: R2—>R3 mediante T(ay, a.) = (a, + 3a., 0, 2a, — 4a,).

Sean B y y las bases ordenadas estindar para R* y R®, respectivamente
Ahora bien,

T(1,0) = (1,0,2) = le, + Oe, + 2e;

T(O’ l) = (37 0, _4) = 381 + Oeg - 463.
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Por lo tanto, matricialmente,

1 3
[Th =|0 0}
2 —4

Si hacemos y' — {e,, e., e}, entonces

—4
my ={o ol
13

Ahora que hemos definido un procedimiento para asociar matrices con
transformaciones lineales, veremos brevemente que esta asociacién “con-
serva” la adicién. Para hacer mdas explicita esta situacidn, requeriremos de
alguna discusién preliminar sobre la adicidén de transformaciones lineales.

Definicién. Sean T, U: V — W funciones arbitrarias, donde V y W son espa-
cios vectoriales, y sea a €F. Definimos T + U: V-—> W mediante (T 4 U)
(x) = T(x) + U(x) para toda x€V y aT: V— W mediante (aT)(x) =
aT(x) para toda x €V.

Por supuesto, esta es la definicién usual de la suma y de la multiplicacién
por escalares para las funciones. Afortunadamente, sin embargo, tenemos
el resultado de que la suma de transformaciones lineales es lineal.

Teorema 2.8. Sean V y W espacios vectoriales y sean T. U: V—> W lineales.
Entonces para toda a € F

(a) aT + U es lineal.

(b) Utilizando las operaciones de suma y de multiplicacion por
escalares, como se definieron anteriormente, la coleccién de to-
das las transformaciones lineales de V en W, denotada por
L(V, W), es un espacio vectorial sobre F.

DEMOSTRACION,

(a) Sean x, y€V y c€F. Entonces
(aT +U)(cx +y) = aTl(ex +y) + U(cx + y)
= alcT(x) + T(y)] + cU(x) + U(y)
= acT(x) + cU(x) + aT(y) + U(y)
= claT + UJ(x) i+ [aT + Ul(y).

Y tenemos que aT + U es lineal.
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(b) Observando que T,, la transformacion cero, juega el papel del
elemento cero en L(V, W), es facil demostrar que L(V, W) es
un espacio vectorial sobre F. [l

En el caso donde V = W escribiremos £(V) en vez de L(V, V).

En Ja seccién siguiente veremos una identificacién completa de L(V,
W) con el espacio vectorial M,,.,(F), donde n y m son las dimensiones
de Vy W, respectivamente. Esta identificacion se establece facilmente utili-
zando el teorema siguiente.

Teorema 2.9. Sean V y W espacios vecloriales dimensionalmente finitos con
bases ordenadas By vy, respectivamente, y sean T, U: V — W transforma-
ciones lirieales. Entonces

(a) [T+ UL =[] + [U]].
(b) [aT]} = a[T]; para toda acF.

DEMOSTRACION. Sea 8 = {x,, ..., x,} Y vy = {¥1, . .-, Ym}. Existen es-
calares Unicos a;; y b;; en F(1 <i<m, 1 <j<n) tales que

T(x;) =X aiyi 'y Ux) = 3 bijy para 1 <j<n.
i-1

i=1
Por lo tanto

m

(T+U)(xp) :: (ai; + bij)yi.

Y entonces
([T + Ui = ai; = (7], + [UT) ;.
Asi queda demostrado (a) y la demostracién de (b) es semejante. i

Ejemplo 19. Definase

T: R*— R® mediante T(a,, a.) = (a, + 3a,, 0, 2a,, — 4a.)

U: R=—R® mediante U(a,, a.) = (a, — a., 2a,, 3a, + 2a.).

Sean B y y, respectivamente, bases ordenadas estindar de R: y R%. En-
tonces

13
M = (0 o},
2 —4
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(tal como se calculé en el Ejemplo 18) y

1 —1
[Up =2 0]
3 2
Si calculamos ahora T + U utilizando las definiciones anteriores, obte-
nemos
(T + U)(ay, a.) = (2a, + 2a.,, 2a,, 5a, — 2a.).
Entonces
2 2
[T+Up =12 0}
5 =2

que es sencillamente [T]; + [U];, lo que verifica al Teorema 2.9.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Para Io
siguiente, V y W serdn espacios vectoriales dimensionalmente finitos con
bases ordenadas 8 y vy, respectivamente. Suponer que T, U: V—> W son
lineales.

(a) Para cualquier escalar a, aT + U es una transformacién lineal de
V en W.

(b) [T]; = [U]; implica que T = U.

(¢) Si m=dim(V) y n=dim(W), entonces [T]; es una matriz de
mXx n.

(d) [T+ Ul =[T] + [UI;.

(e) L(V, W) es un espacio vectorial.

(f) L(V, W) = L(W, V).

2. Sean B y y las bases ordenadas estindar para R* y R™, respectivamente.
Para las siguientes transformaciones T: R"— R™, calcular [T];.

(a) T: R*— R® definida mediante T(a,, @) = (24, — a., 3a, + 4a,, a,).
(b) T: R*— R? definida mediante T(a,, a,, a;) = (2a, + 3a. — a,

a, + a;).
(c) T: R®*— R definida mediante T(a,, a., a;) = 2a, + a. — 3a,.

3. Sea T: R*— R® definida como T(a,, @;) = (&, — a», a;, 2a, + a,). Sea B
la base ordenada estandar para Ry y = {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (2, 2, 3)}.
Calcular [T]). Si « = {(1, 2), (2, 3)}, calcular 7.
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Definase

b
d

Sea
=6 DGO E D nen

Calcular [T];.

T: Muo(R) = Py(R) mediante T (‘C’ ) = (a +b) + 2d)x + bx-.

Para los siguientes incisos, sean

{60 (D€

8= {1, x, x}?,

y ={1}.
(a) Definida T: M;,2(F) — M;,,(F) mediante T(4) = A*, calcular [T]..
(b) Definida

. . _ (f(0) 2f(1)
T: Po(R) = Msno(R) mediante T(f) = ( o f”(3))
donde ’ significa diferenciacién, calcular [71;.
(c) Definida T: M,,,(F) > F mediante T(A4) = tr(4), calcular [T]’.
(d) Definida T: P,(R) — R mediante T(f) = f(2), calcular [13; -

(e) Si
({1 =2
=0 3)
calcular {A]a.

() Sif(x) =3 — 6x + x?, calcular [f]s.
(g) SiacF, calcular [q],.

Demostrar el inciso (b) del Teorema 2.9.

Sea V un espacio vectorial n-dimensional con una base ordenada B. Defi-
niendo a T: V — F" mediante T(x) = [x]s, demostrar que T es lineal.

Sea V el espacio vectorial de los nimeros complejos sobre el campo R. Si
T: V-V queda definida mediante T(z) = z donde z es el complejo con-
jugado de z, demostrar que T es lineal y calcular [T}, donde 8 = {1, i}.
Mostrar que T no es lineal si V se considera como un espacio vectorial
sobre el campo C.
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Sea V un espacio vectorial con la base ordenada 8 = {x,, ..., x,}. Defi-
nase a x, = 0. De acuerdo con el Teorema 2.7 debe existir una transforma-
cion lineal T: V — V definida mediante T(x;) = x; + x; , paraj =1, ...,
n. Calcular [T];.

Sea V un espacio vectorial n-dimensional y sea T: V — V una transforma-
cién lineal. Supdngase que W es un subespacio T-invariante de V (ver el
Ejercicio 24 de la Seccién 2.1) de dimensién k. Demostrar que existe una
base 3 para V tal que [T]; tiene la forma

A B
o Cc)
donde A4 es una matriz de k x k y O es una matriz cero de (n — k) x k.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y sea T una proyeccién sobre
un subespacio W de V. Escoger una base ordenada adecuada B para V
tal que [T]p sea Lna matriz diagonal.

Sean V y W espacios vectoriales y sean T y U transformaciones lineales no
nulas de V en W. Si R(T) N R(U) = {0}, demostrar que {T, U} es un sub-
conjunto de L(V, W) linealmente independiente.

Sea V = P(R), y para j > O definase a T;: V— V mediante T;(f) = f¢°,
donde f'' sea la j-ésima derivada de f. Para cualquier entero positivo n,
demostrar que {T,, T., ..., T,} es un subconjunto de L(V) linealmente
independiente.

Sean V y W espacios vectoriales y sea S subconjunto de V. Definase ' '=
{TEL(V, W): T(x) = 0 para toda x €S}. Demostrar

(a) S es un subespacio de L(V, W).
(b) Si S,y S. son subconjuntos de V y S, C §., entonces S‘;j C S‘l’.
(c) SiV,y V. son subespacios de V, entonces (V, + V.)" = Ve Ve

Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y sea T: V—> W
lineal. Supéngase que dim(V) = dim(W). Encontrar bases ordenadas S
y y para V y W, respectivamente, tales que [T], sea una matriz diagonal.

COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES LINEALES
Y MULTIPLICACION DE MATRICES

En la Seccién 2.2 aprendimos cémo asociar una matriz con un transfor-
macion lineal de tal modo que las sumas de matrices quedaban asociadas
con las correspondientes sumas de transformaciones. Ahora surge la pre-
gunta sobre cémo se relaciona la representacién matricial de una compo-
sicion de transformaciones lineales con las representaciones matriciales de



Composicion de transformaciones lineales 83

cada una de las transformaciones lineales asociadas. El intento de res-
ponder a esta interrogante nos conducird a una definicién de multiplicacién
de matrices. Utilizaremos la notaciéon UT para la composicion de las trans-
formaciones lineales U y T, contrastando con g o f para funciones arbitrarias
g v f. Especificamente, tenemos la definicion siguiente.

Definicién. Sean V, W y Z espacios vectoriales y sean T: V—->W yU: W—7Z
lineales. Definamos UT: V — Z mediante (UT)(x) = U(T(x)) para toda
XEV.

Nuestro primer resultado muestra que la composicion de transforma-
ciones lineales es lineal.

Teorema 2.10. Sean V, W y Z espacios vectoriales y T: VoW yU: W7
lineales. Entonces UT: y-—-» Z es lineal.

DEMOSTRACION. Sean x, y €V y a € F. Entonces
UT(ax +y) = U(T(ax + y)) = U(aT(x) + T(y))
=aU(T(x)) + U(T(y)) =a(UT)(x) +UT(y). B

El siguiente teorema enuncia algunas de las propiedades de la compo-
sicién de transformaciones lineales.

Teorema 2.11. Sea V un espacio vectorial. Sean T, U,, U, € L(V). Entonces

(a) TW, +Uy) =TU, +TU, y (U +U)T=UT+ U.T.
(b) T(UU,) = (TU,)U..

(c) TI=IT=T.

(d) a(u,U,) = (aV,)(U. = U,(al.) para toda acF.

DEMOSTRACION. Ejercicio.

Estamos ahora en posicion de definir el producto AB de dos matrices
A y B. Por el Teorema 2.9, parece razonable requerir por analogia que
si A=[Uly B=[T), donde T: V—>WyU: W Z entonces AB =
[UTI; .

Ahora sean T, U, 4 y B como anteriormente y sean a = {X,, ... , Xu},
B={y,. ..., ¥}y v=1{z, ..., z,} bases ordenadas para V, W y Z,
respectivamente. Para 1 < j < n tendremos

"

(UT) (x)) = U(T(x;)) = U (2 Bk,‘y‘k) = 3 By,U(n)
k-1 k-

-1

i

m 4 P m
= 2 Byj (2 Ai'RZi) =3 ( A;-rkaf) Zi
ko i1 1 ko1

»
= EC,’)Z;,

Si=



84

Transformaciones lineales y matrices

donde
Cij = X AuBy;.
k=1

Este célculo sugiere la siguiente definicion de multiplicacién de ma-
trices.

Definicién. Sean A una matriz de m x n 'y B una matriz de n x p. Definimos

el producto de A por B, denotado por AB, como la matriz de m x p tal
que

(AB), =S AuBy para 1<i<m, 1<j<p
k=1

Nétese que (AB);; es la suma de los productos de los elementos co-
rrespondientes al i-€simo renglén de A y a la j-¢sima columna de B.

Al final de esta seccién el lector verd algu as aplicaciones interesan-
tes de esta definicién.

El lector debe observar que para que el producto AB quede definido,
existen restricciones en cuanto a las dimensiones relativas de 4 y B. El
siguiente dispositivo simbdlico puede ser util: “(m x n) - (n X p) =
(m x p)”; esto es, para que el producto AB esté definido, las dos dimen-
siones “interiores” deben ser iguales y las dos dimensiones “exteriores”
dan el tamaifio del producto.

Ejemplo 20.

1 2 1 ; _ [4+4+5\_ (13
0 4 —1) 5 0+8-—-5/ 3
Noétese de nuevo la relaciéon simbdlica (2 x 3) - (3 x 1) =2 x 1.

Como en el caso de la composicién de funciones, tenemos que el pro-
ducto de matrices no es conmutativo. Considérese los dos productos si-
guientes.

1 2\/0 3\ _ /2 7 0 3y/1 2y (0 3
0112>_12 Y1 200 1)7 \1 4)
Donde vemos que aun cuando ambos productos matriciales AB y BA estin

definidos, no es necesariamente cierto que AB = BA.
Recordando la definicién de transpuesta de una matriz dada en la

Seccién 1.3, demostraremos que si 4 es una matriz de m X n y B es una
matriz de n x p, entonces (AB)! = B'A!. Como

(AB)S; = (AB);;i = 3 AjuBu:

k=1
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(B'A");; = 3 (BYu(A')j = S Bridjy,
k=1 k=1

ya queda demostrado. Por lo tanto, la transpuesta de un producto es igual
al producto de las transpuestas, cambiando el orden de las matrices que
se multiplican.

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata de nuestra defini-
cién del producto de matrices.

Teorema 2.12. Sean V, W y Z espacios vectoriales dimensionalmente finitos con
bases ordenadas «, B8 y vy, respectivamente. Sean T: V—-W y U: W—Z

transformaciones lineales. Entonces /’

{
[UT]: = [ULITIE.
Corolario. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con una base
ordenada B. Sean T, U € L(V). Entonces [UT]g = [U]p[T;.

Ilustraremos lo anterior con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 21. Definase
U: Py(R) > P,(R) mediante U(f) = f

como en el Ejemplo 17. Definase

T: P.(R) > P,(R) mediante T(f)(x):frf(t)dt.

Sean « = {1, x, x3, ¥*} y B = {1, x, x*}. Se tiene claramente que UT = I.
Para ilustrar el Teorema 2.12, obsérvese que

00
0100 { 00 1 00
[UT], =[U¥[T]; =[0 0 2 O 040 =[0 1 0]=Ill,.
0 0 03 001
00 4%
La matriz diagonal de 3 x 3 anterior se llama “matriz identidad” y
se define a continuacién junto con una notacién de gran utilidad, la “delta
de Kronecker”.

Definiciones. Definimos la delta de Kronecker 8,; mediante 8;; =1 si i=]jy
8i; = 0 sii=£j, y la matriz identidad de n x n, I,, mediante (I)i; = 845,

Asi

1 0 O
I = (1), 1:((‘) ?) y .= {0 1 o).
0 0 1
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Veremos en el teorema siguiente que la matriz identidad actia como
un elemento unitario en M,.,(F). Cuando el contexto sea lo suficiente-
mente claro, omitiremos algunas veces el subindice n de /..

Teorema 2.13. Para cualquier matriz A de n X n tenemos que I,LA = Al, = A,
ademds, si V es un espacio vectorial dimensionalmente finito de dimension
n con una base ordenada B, entonces [Iv]g = 1.

DEMOSTRACION.

(1,A)i; =3 (1) nAr; = 2 8indx; = Aij.
k=1 k=1
Por lo tanto, /,A = A. De la misma manera Al =/A. Sea B={x,...»

x,}. Entonces, para cada j tenemos

\
\

\

n
|v(x,') = X; = 2 8,~,~x;.
i=1

Por lo tanto [W]lg =71.. W
Para cualquier matriz 4 de n x n definiremos A* = AA, A* = A%A,

y en general A* = A*'4 para k=2, 3, ... Definiremos A° = I,.
Con esta notacién vemos que si

_ {0 0
= (i o)
entonces 42 = O (la matriz nula) aun cuando 4 = O, y vemos que la
propiedad de eliminacién (cancelacién) para campos no es valida para

las matrices. El siguiente teorema muestra, sin embargo, que la multipli-
cacién de matrices es distributiva respecto a la suma.

Teorema 2.14. Sea A una matriz de m x n'y sean By C matrices de n X p.
Erntonces
A(B + C) = AB + AC,

Yy para cualquier escalar a
a(AB) = (aA)B = A(aB).
DEMOSTRACION.

SA(B+C)j =2 Ai(Bi; + Crj)

k=1 k=1

[AB + )i

= E (AikBlrj + Aikaj) - 2 AE‘I:BI;/' - 2 Ai'kaj
K=t

k=1 k=1

El resto de la demostracién se deja como ejercicio. M
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Corolario. Sea A una matriz de m x n, y sean B,, ..., B, matrices de n X p
y a, ..., a€F. Entonces

k k
A (z aiBi) = S a,AB,.
i=1 i

i=1

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Si A es una matriz de m x n, escribiremos a veces A = (AY, ..., A™),
donde A4/ es la columna j-ésima
/
Ay, (
A, \
J
. \\\
A,

de la matriz A4.
Para el teorema siguiente, e; representa la j-ésima columna de I,.

Teorema 2.15. Sea A una matriz de m x n y B una matriz de n x p. En-

tonces
(a) (AB)! = ABi,
(b) B! = Be,.
DEMOSTRACION.
(AB)IJ ;I AlkBk} Bl!
(4B) = . = . =A| - | = AB’.
(AB)mj k;l Akakj Bn!

Por lo tanto, (a) queda demostrado. La demostracién de (b) se deja
como ejercicio. |

El resultado siguiente justificarda mucho de nuestro trabajo anterior;
utilizara la representacién matricial de una transformacién lineal y el

producto de matrices para evaluar la transformacién en cualquier vector
dado.

Teorema 2.16. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos que
lienen bases ordenadas B y vy, respectivamente, yseaT: V—W una trans-
formacion lineal. Entonces, para toda x €V tenemos

[Ty = [M[x]s.
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DEMOSTRACION. Sea 8= {x,, ..., xp} y sea A = [T];. Como

[T(ia;x,»)] = [éaiT(x;)] :ﬁa;[T(x.-)]y

por el Ejercicio 7 de la Seccién 2.2, segin el corolario del Teorema 2.14
es suficiente demostrar el teorema para x = x;(1 < j < n). Pero esto se
sigue de la definicién de 4 y del Teorema 2.15 puesto que

[T(x)]y = A’ = Ae; = A[x;)p = [TL[x]s.

Eiemplo 22. Sea T: P,(R) — P.(R) definida mediante T(f) = f’, y sean
B =11, x, x*, x*} y vy = {1, x, x*} bases ordenadas para Py(R) y P.(R),
respectivamente. Si 4 = [T]}, entonces tenemos del Ejemplo 17 que
01 00
A=|0 0 2 0].
0 0 0 3
Ilustraremos el Teorema 2.16 verificando que [T(p)ly = [T]}[Pls don-
de p€P,(R) es el polinomio p(x) =2 — 4x + x2 + 3x% Sea q = T(p);

entonces q(x) = p'(x) = —4 + 2x + 9x2. Por lo tanto
—4
9

Pero también

2
0100/ ° —4

(Thlp)s = Alpl,=|0 0 2 O il= 2].
000 3/ | 9

Completaremos esta seccién con la introduccién de la “transformacién
de multiplicacién por la izquierda™ L,, donde A es una matriz de m x n.
Esta transformacién es probablemente la herramienta mas importante para
transferir propiedades sobre transformaciones a propiedades semejantes
sobre matrices y viceversa. Por ejemplo, la utilizaremos para demostrar
que el producto de matrices es asociativo.

Definicién. Sea A una matriz de m x n con elementos de un campo F. Deno-

tamos por L, al mapeo L,: F"— F™ definido por L,(x) = Ax (el produc-
to matricial de A por X) para cada vector columna x € F*. Llamamos a L,
una transformacién de multiplicacién por la izquierda.
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Ejemplo 23. Sea

Si
1
x = 3),
—1 /
entonces : (
1 21 6
L - A == —
Ax) = Ax (o i 2) ';’ (1)

Veremos en el teorema que sigue que L, no Gnicamente es lineal, sino,
de hecho, tiene otras muchas propiedades de gran utilidad. Estas propie-
dades son todas muy naturales y por lo tanto son faciles de recordar.

Teorema 2.17. Sea A una matriz de m X n con elementos de F. Entonces la
transformacion L,: F*— F™ es lineal. Ademds, si B es cualquiera otra
matriz de m X n (con elementos de F), tenemos las siguientes propie-
dades.

(a) [Ll}= A, donde B y y son las bases ordenadas esténdar para
F y P, respectivamente.

(b) Ls=Lg si y sélo si A =B.

() lam=Llr + Ls y Laa = alx para toda acF.

(d) Si T: Fr— ™ es lineal, entonces existe una matriz tinica C de
m x n tal que T = L¢.

(e) Si E es una matriz de n.x p, entonces Lae = Lalg.

(f) Si m = n, entonces 1;, = I¢".

DEMOSTRACION. El hecho de que L, sea lineal se deriva directamente del
Teorema 2.14 y su corolario.

(a) Lacolumna j-ésima de [L.]; es igual a L.(e;). Pero Li(e;) =
Ae; = A’, y entonces {Li], = A.

(b) Si L, = Ly entonces podemos utilizar (a) para escribir A = [L4];
= [Ls]: = B. Por lo tanto A = B. La prueba de la proposicién
reciproca es trivial.

La demostraciéon de (c) le corresponde al lector.

(d) Sea C = [T} En virtud del Teorema 2.16 tenemos que {T(x)]y =
[TI;Ex]e, © bien T(x) = Cx = L¢(x) para toda x. Entonces T = L.
La unicidad de C se deduce de (b).
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(e) Para cualquier j tenemos Lsz(e;) = (AE)e; = (AE)’ = AE/ =
A(Ee;) = L,(Ee;) = Li(Lg(e;)) = (LiLg) (e;). De donde L, =
LiLy por el Teorema 2.7.

La demostracién de (f) le corresponde al lector. [

Utilizaremos este tipo de transformaciones para establecer una impor-

tante propiedad sobre matrices. /

/

Teorema 2.18. Sean A, B y C matrices tales que A(BC) estd de&u’do. Enton-

ces (AB)C queda definido y A(BC) = (AB)C; esto significa~que el pro-
ducto de matrices es asociativo.

DEMOSTRACION. Se deja al lector demostrar que (AB)C esta definido.
Utilizando el inciso (e) del Teorema 2.17 y la asociatividad de una compo-
sicién de funciones, tenemos

LA(BC) = LALBC = LA(LBITC) = (LALB)LC = LABLC = L(AB)C'
Asi, del inciso (b) del Teorema 2.17 tenemos A(BC) = (AB)C. B

Es innecesario decir que este teorema podria demostrarse directamente
a partir de la definicién del producto matricial. La demostracién anterior,
sin embargo, proporciona un prototipo de muchos otros argumentos que
utilizan las relaciones entre transformaciones lineales y matrices.

Una aplicacién

Una grande y variada colecciéon de aplicaciones interesantes surge en rela-
cién con unas matrices especiales llamadas ‘“‘matrices incidentes”. Una
matriz incidente es una matriz cuadrada en donde todos los elementos
son ceros O unos y, por conveniencia, todos los elementos de la diagonal
principal son cero. Si tenemos una cierta relacién entre un grupo de n
objetos que denotaremos por 1, 2, ..., n, entonces definimos la matriz
de incidencia asociada 4 mediante: A4;; = 1 si i estd relacionado con j
y A;; = 0 en cualquier otro caso.

Para hacer las cosas concretas, supongamos que tenemos cuatro per-
sonas, cada una de las cuales posee un dispositivo de comunicacién. Si la
relacién entre este grupo es “puede transmitir a”, entonces 4;; = 1 si i
puede mandar un mensaje a j y A;; = 0 en cualquier otro caso. Supén-
gase que

-0 = O
—_— e D
o O O O
S~ = Q
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Entonces como A, = 1y A,, = 0 vemos que la persona 3 puede trans-
mitir a 4 pero 1 no puede transmitir a 4.

Obtendremos una interpretacién interesante de los elementos de A*.
Considérese por ejemplo, /

/

(A2)a = ApAy + ApA. + AuA + AIHAO/-

Notese que cualquiera de los términos A..Ay, serad igual a 1 si y s6lo si
Ay Ar son iguales a 1 esto es, si y solo si 3 puede transmitir a k y k
puede transmitir a 1. Asi (A4*),, da el nimero de maneras en las que
3 puede transmitir 2 1 en dos efapas (o en un relevo). Como

vemos que 3 puede transmitir a | de dos maneras con un relevo. En ge-
neral (A4 + A*+ ... + A");; es el nimero de maneras en las que i
puede transmitir a j en un maximo de n etapas.

Una coleccién maxima de tres o mds personas con la propiedad de que
cualquier par de ellas transmita reciprocamente de una a otra se llama
una cliqué. El problema de la determinacién de las cliqués parece a prime-
ra vista demasiado dificil. Sin embargo, si se define una nueva matriz B
por B;; = 1 si i y j pueden transmitirse de una a otra y de lo contrario
B,; = 0, entonces puede mostrarse (ver Ejercicio 16) que la persona i
pertenece a una cliqué si y sélo si (B*);; > 0. Por ejemplo, supdngase
que la matriz de incidencia asociada con alguna relacién es

01 01

1 010
A= .

1101

1 110

Para determinar qué personas pertenecen a las cliqués, formamos una ma-
triz B como la anterior y calculamos B*. En este caso

010 1 0 4 0 4
4 040
B:1010y33: .
0101 0 4 0 4
1010 4.0 40

Como todos los elementos de la diagonal de B* son ceros, concluimos
que no hay cliqués en esta relacion.

Nuestro ejemplo final acerca del uso de matrices de incidencia se rela-
ciona con el concepto de dominancia. Una relacién entre un grupo de



92

Transformaciones lineales y matrices

personas se llama relacion de dominancia si la matriz de incidencia aso-
ciada A4 tiene la propiedad de que A;; =1 si y sblo si Ay = 0 para
toda i y toda j, esto es, dadas dos personas cualesquiera, gxactamente
una de ellas domina (o, utilizando la terminologia de nuestro primer ejem-
plo, puede transmitir un mensaje) a la otra. Para tal relacién, puede
demostrarse (ver Ejercicio 18) que la matriz 4 + A4° tiene un renglén
(columna) que contiene elementos positivos en todas las posiciones excepto
en la diagonal principal. En otras palabras, existe al menos una persona
que domina a (es dominada por) todas las demds en una o dos etapas.
De hecho, puede demostrarse que cualquier persona que domina a (es
dominada por) el mayor nimero de personas en la primera etapa cumple
con esta propiedad. Considérese, por ejemplo, a la matriz

01 010
00100
A=]|1 0 0 I O].
01 001
1 1100

El lector deberd verificar que esta matriz corresponde a una relacién de
dominancia. Ahora bien,

i
Y
NN O N
N O - -
O N = =

1
0
1].
1
2 220

Entonces, las personas 1, 3, 4 y 5 dominan a (pueden mandar mensa-
jes a) todas las demas en a lo mas dos etapas, mientras que las personas
1, 2, 3 y 4 son dominadas por (pueden recibir mensajes de) todas las
demas en a lo mas dos etapas.

EJERCICIOS

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Para lo que
sigue, V, W y Z son espacios vectoriales con bases ordenadas (finitas)
a, 8y v, respectivamente; T: V—>W y U: W > Z son ambas lineales;
y A y B son matrices

(a) [UTE = [ULITE.

(b) [T(x)1g = [TP[x]« para toda x €V.
(¢) U1 = [UFIyls para toda y EW.
d [Na=1

(e) [TIL= (IT1):=.
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(f) A?=1 implica que A = I o bien IA = -1,
(g) T =L, para alguna matriz A. \

\

(h) A? = O implica que 4 = O donde\ O denota la matriz nula.
(i) Lien = Ly + L.
(j) Si A es cuadrada y A;; = §;; para toda i y j, entonces 4 = L.

_(1 3 _(1 0 =3
A‘(z —1)’ B‘(41 2)’
2

(1 1 4 _(_
C—(—l -2 0)’ Y D_< §>

Calcular A(2B + 3C), (AB)D y A(BD).

Sean

Sea g(x) = 3 + x. Definase
T: P.(R) > P,(R) para T(f) =fg+ 2f.

U: P,(R)—R* para U(a+ bx+cxt) =(a+ b, c, a—b).
Sean 8 = {1, x, x°} y y = {ei, e e},

(a) Calcular directamente [U]}, [T]g y [UT];. Luego, utilizar el Teorema
2.12 para verificar el resultado.

(b) Sea h(x) = 3 — 2x + x2. Calcular [h]g y [U(h)}y. Luego, emplear
[U]; de (a) y utilizar el Teorema 2.16 para verificar el resultado.

Para cada uno de los incisos siguientes, sea T la transformacién lineal defi-
nida en el inciso correspondiente del Ejercicio 5 de la Seccién 2.2. Utilizar
el Teorema 2.16 para calcular:

(a) [T(A)ls donde 4 = (“} g).

(b) [T(f)le donde f(x) = 4 — 6x + 3x2

(¢) [T(A)]y, donde 4 = (; . Z)

(d) [T()]y, donde f(x) =6 — x + 2x°

Completar la demostracién del Teorema 2.14 y su corolario.
Demostrar ¢l inciso (b) del Teorema 2.15.

Demostrar el Teorema 2.11.

Encontrar transformaciones lineales U, T: F?— F? tales que UT =T, (la
transformacion nula’) pero TU == T,. Utilice su respuesta para encontrar ma-
trices A y B tales que AB = O pero BA # O.
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9.

10.

11.

12,

13.

14.*

15.

16.

17.
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Sea A una matriz de m x n. Demostrar que 4 es una matrn% diagonal si
y sblo si Ai; = 8;;A;; para toda i y toda j.

Sea V un espacio vectorial y sea T: V —V lineal. Demostrar que T2 = T,
si y s6lo si R(T) C N(T).

Sean V, Wy Z espacios vectoriales, y sean T: V—>W y U: W Z [i-
neales.

(a) Si UT es uno-a-uno, demostrar que T es uno-a-uno. ;También U debe
ser uno-a-uno?

(b) Si UT es sobreyectiva, demostrar que U también lo es. ;También T
debe ser sobreyectiva?

(c) Si Uy T son uno-a-uno y sobreyectivas demostrar que UT también
lo es.

Sean 4 y B matrices de n x n. Recordar que la traza de A, denotada por
tr(A), es igual a

S A
Demostrar que tr(4AB) = tr(BA) y tr(A) = tr(A').

Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea T: V — V lineal.

(a) Si rango(T) = rango(¥), demostrar que R(T) N N(T) = {0}. De-
ducir que V = R(T) @ N(T).
(b) Demostrar que existe un entero positivo & tal que V = R(T¥) @ N(T¥).

Sea V un espacio vectorial. Determinar todas las transformaciones lineales
T: V>V tales que T = T2 Sugerencia: Nbétese que x = T(x) + (x —
T(x)) para toda x en V y demostrar que V = {y: T(y) = y} @ N(T).

Utilizando tnicamente la definicion de multiplicacién matricial, demostrar
que la multiplicacién de matrices es asociativa.

Para una matriz de incidencia 4 con la matriz asociada B definida por:
B;; = 1, si i estd relacionada con j y j esta relacionada con i, y de lo con-
trario B;; = 0, demostrar que i pertenece a una cliqué si y sélo si (B*);; > 0.

Utilizar el Ejercicio 16 para determinar las cliqués en las relaciones corres-
pondientes a las siguientes matrices de incidencia.

0 0

1 1

000
(a) | | (b)
010

0
0
1

=)
o oo o
—_— O O
QO = -
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Sea A una matriz de incidencia asociada con una relacion de dominancia.
Demostrar que la matriz A + A? tiene un renglén (columna) que contiene

elementos positivos en todas las posiciones excepto en la diagonal prin-
cipal.

Demostrar que la siguiente matriz A corresponde a una relaciéon de domi-
nancia y utilizar el Ejercicio 18 para determinar cuil(es) persona(s) domi-
na(n) a (son dominadas por) las demds en no mas de dos etapas.

0 1 0
A=[0 0 1j.
1 00

Sea A una matriz de incidencia de n X n que corresponde a una relacién
de dominancia. Determinar el nimero de elementos no nulos de A4.

INVERTIBILIDAD E ISOMORFISMOS

El concepto de invertibilidad se introduce muy temprano en el estudio de
las funciones. Por fortuna, muchas de las propiedades intrinsecas de las
funciones son compartidas por sus inversas. Por ejemplo, en cursos de
célculo aprendimos que las propiedades de continuidad o de diferenciabi-
lidad generalmente se conservan para las funciones inversas. Veremos en
esta seccion (Teorema 2.19) que la inversa de una transformacién lineal
también es lineal. Este resultado nos ayudard de una manera importante
en el estudio de las “inversas” de las matrices. Como era de esperarse de
la Secci6n 2.3, la inversa de la transformacién L, (cuando existe) puede
utilizarse para determinar las propiedades de la inversa de la matriz A.

En el resto de esta seccién aplicaremos muchos de los resultados sobre
invertibilidad al concepto de “isomorfismo”. Veremos que los espacios vec-
toriales dimensionalmente finitos (sobre F) de dimensiones iguales pueden
ser identificados. En breve, estas ideas serdn expuestas con mds precision.

Los conceptos sobre funciones inversas que se encuentran en el apén-
dice B son, por supuesto, verdaderos para el caso de las transformaciones
lineales. No obstante, repetiremos algunas de estas definiciones para em-
plearlas en esta seccién.

Definicién. Sean V y W espacios vectoriales 'y sea T: V — W lineal. T tiene una

inversa U: W —V si TU=lyy UT =1I,. Como en el Apéndice B, las
inversas son unicas y escribiremos U = T-', Decimos que T es invertible
si T tiene una inversa.

Las siguientes propiedades se cumplen para funciones invertibles T y U.
1. (Tu)' = U1T"
2. (T')"* =T, en particular, T-' es invertible.
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Utilizaremos también el hecho de que una funcién es invertible si y sélo
si es uno-a-uno y sobreyectiva.

Ejemplo 24. Definase T: P,(R) —» R* mediante T(a + bx) = (a, a +
b). El lector podra verificar directamente que T-': R® > P,(R) queda
definida mediante T-'(c, d) = ¢ + (d — c)x. Obsérvese que T-!, también es
lineal. Como lo demuestra el Teorema 2.19, esto es cierto en general.

Teorema 2.19. Sean V y W espacios vectoriales, y sean T: V:—->W lineales e
invertibles, entonces T-': W — V es lineal.

DEMOSTRACION. Sean y,, . €W y c€F. Como T es sobreyectiva y uno-
a-uno, existen vectores Unicos x, y x. tales que T(x,) = y; y T(x2) = y..
Entonces x, = T (y,) y x. = T'(y.), y asi

T ey, +y2) = T'eT(x) + T(x)] = T [T(ex, + x.)]
=cx;+x,=cT(y,) +T(y.). B

El Teorema siguiente se sigue inmediatamente del Teorema 2.5.

Teorema 2.20. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos de
dimensiones iguales, y sea T € L(V, W). Entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes.

(a) T es invertible.
(b) T es uno-a-uno.
(c) T es sobreyectiva.

Estamos ahora listos para definir la inversa de una matriz. El lector
deberia darse cuenta de la analogia con la inversa de una transformacién
lineal.

Definicién. Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si existe una
matriz B de n x n tal que AB = BA = 1.

La matriz B es Unica y se llama inversa de A y se escribe B:= A

(Si C fuera otra matriz, entonces C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B.

Eiemplo 25. El lector debera verificar que la inversa de

5 7 es 3 =7
2 3 -2 5)°
En la Seccién 3.2 aprenderemos una técnica para calcular la inversa

de una matriz. Ahora nos gustaria desarrollar una serie de resultados que
relacionan inversas de matrices con inversas de transformaciones lineales.
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Tecrema 2.21. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos con
bases ordenadas By vy, respectivamente. Sea T: NV — W lineal. Entonces
T es invertible si y solo si [T}, es invertible. Ademds, [T'} = ([T}

DEMOSTRACION. SupoOngase que T es invertible. Como T es uno-a-uno, el
Teorema 2.6 implica que T(8) es un subconjunto independiente de W.
Como T es sobreyectiva, el corolario del Teorema 2.§ implica que el sub-
espacio generado por L(T(8)) = R(T) = W. Entonces T(8) es una base
para W con dim(V) elementos. Por lo tanto, dim(V) = dim(W). Sea
n = dim(V). Entonces [T], es una matriz de n < n. Ahora bien, T':
W — V satisface TT' = lw y T'T = .. De donde,

L= Qivly = [T Tl = [T "WITI,.

Andlogamente, [T][T')! = I,, y por lo tanto () = 1.
Ahora sea A = [T]; invertible. Entonces existe una matriz B de
n x n tal que AB = BA = [,. Definase

U: W—V mediante U(x;) = 2 By,
[
donde y = {x1, ..., Xa} ¥ B={¥i, ... . ya}. Entonces [U]}= B. De-
mostraremos que U = T-'. Obsérvese que por el Teorema 2.12 [UT]g =
[UPIT], = BA = I, = [ly]s. Asi, UT = Iy, y andlogamente TU = lw. W

Eijemplo 26. Para los espacios vectoriales P,(R) y R, seleccidnese las
bases 8= {1, x} y y = {e,. e.}, respectivamente. Con la notacién del
Ejemplo 24, tenemos que

m‘;:f(‘l ?) y [1p- (} ‘I’)

Se puede verificar mediante el producto matricial que cada matriz es la
inversa de la otra.

Corolario 1. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con una base
ordenada B. v sea T: NV —V lineal. Entonces T es invertible si v solo si
[Tl fo es. Ademds, [T']; [T}]'.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Corolario 2. Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si y solo si
L, es invertible. Ademds (Ly) "' = Ly

DEMOSTRACION. Ejercicio.

La nocién de invertibilidad se puede utilizar para formalizar lo que
el lector ya debe haber observado, esto es, que ciertos pares de espacios
vectoriales se parecen mucho entre si, excepto por la forma de sus ele-
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mentos. Por ejemplo, en el caso de M...(F) y F', si asociamos a cada

matriz
a b
(c d

la 4-dimensional (cuarteta) (a, b, ¢, d), vemos que las sumas y los pro-
ductos por escalares se asocian de una manera semejante; esto es, en
términos de la estructura de espacios vectoriales, estos dos espacios vecto-
riales pueden considerarse idénticos o “isomorfos™.

Definicién. Sean V y W espacios vectoriales. Decimos que V es isomorfo a
W si existe una transformacion lineal T: V — W que sea invertible. Tal
tfransformacicin lineal se llama isomorfismo de V en W.

Dejamos como ejercicio la demostracion del hecho de que “es isomor-
fo a” es una relacién de equivalencia.

Eijemplo 27. Definase T: F* — P,(F) mediante T(a,, a.) = a, + a.x. Es
evidente que T es invertible; asi F* es isomorfo a P,(F).

Ejemplo 28. Definase

. . _ (1) 1)
T: P.(R)—> M,..(R) mediante T(f) (f(3) f(4)>'
Se puede verificar ficilmente que T es lineal. Mediante el uso de la ecua-
cion de interpolacion de Lagrange de la Seccién 1.6 puede demostrarse
(compérese con el Ejercicio 20) que T(f) = O solamente cuando f es el
polinomio cero. Luego, T es uno-a-uno y por el Teorema 2.20 tenemos
que T es invertible. Podemos concluir que P,(R) es isomorfo a M,,.(R).
En cada uno de los dos ejemplos anteriores, el lector habrd observado
que los espacios vectoriales isomorfos tienen dimensiones iguales. Como
lo demuestra el teorema siguiente, esto no es ninguna coincidencia.

Teorema 2.22. Sean V v W espacios vectoriales dimensionalmente finitos (so-
bre el mismo campo F). Entonces V es isomorfo a W si y sélo si dim(V)
= dim(W).

DEMOSTRACION.  Supéngase que V es isomorfo a W y que T: V> W es
una transformacioén lineal uno-a-uno de V en W. Entonces como en la
demostracién del Teorema 2.21 tenemos que dim(V) = dim(W).

Ahora supéngase que dim(V) = dim(W) y sean 8 = {x,, ..., Xu}y
y = {¥.....y,) bases para V y W, respectivamente. Por el Teorema 2.7
existe T: V— W tal que T es lineal y T(x;) = y; parai = I, ... ,n. Utili-
zando el corolario al Teoréma 2.3, tenemos que R(T) = L(T(B)) = L(y)
-~ W, por lo que T es sobreyectiva. Por el Teorema 2.5 tenemos que T
también es uno-a-uno. i
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Corolario. Si V es un espacio vectorial de dimension n, entonces V es isomor-
fo a F".

Hasta ahora hemos asociado transformaciones con sus representaciones
matriciales. Ahora estamos en posicién de demostrar que, como espacio
vectorial, la coleccién de todas las transformaciones entre dos espacios vec-
toriales dados puede ser identificada con el espacio vectorial adecuado de
matrices de m x n.

Teorema 2.23. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos de
dimensiones n y m, respectivamente, y sean 8 y y bases ordenadas para
V y W, respectivamente. Entonces la funcién &: L(V, W) = M,.(F),
definida por &(T) = [T]} para TE€L(V, W) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. El Teorema 2.9 nos permite concluir que ¢ es lineal.
Entonces debemos demostrar que & es uno-a-uno y sobreyectiva. Sean

‘B:{x“...,x"} YYZ{.)H,---,)’»:}-

(a) Demostraremos primero que N(®) = {T,}, donde T, es la trans-
formacién cero. Esto implicard que @ es uno-a-uno. Supéngase que ®(T)
= 0. Entonces para cada j tenemos T(x;) = Oy, + ... + Oy, = 0. Por
el corolario del Teorema 2.7 tenemos que T = T,.

(b) Ahora demostraremos que & es sobreyectiva. Sea 4 una matriz
de m x n. De acuerdo con el Teorema 2.7 existe T € L(V, W) tal que

T(x) =S Ay, para 1<j<n
i1
Entonces [T]; == 4, y por lo tanto ¢(T) — A, es sobreyectiva.

Corolario. Sean V y W espacios vecloriales dimensionalmente finitos de dimen-
siones m y n, respectivamente. Entonces L(V, W) es dimensionalmente
finito de dimension mn.

DEMOSTRACION. La demostracion se sigue de los Teoremas 2.23 y 2.22,
y del hecho de que dim(M, ..(F)) = mn.

Concluiremos esta seccién con un resultado que nos permitird ver mas
claramente la relacién entre transformaciones lineales definidas en espacios
vectoriales abstractos dimensionalmente finitos y transformaciones linea-
les definidas en Fo.

Principiaremos citando la transformacién x — [x]g discutida en la Sec-
cién 2.2.

Definicion. Sea 8 una base ordenada para un espacio vectorial n-dimensional V
sobre el campo F. La representacion estindar de V con respecto a f3
es la funcion ¢g: V —> F" definida por ¢ps(x) = [x]g para toda X €V.
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Ejemplo 29. Sea V=1R% 8= {(1,0), (0, D}, yy={(1, 2), (3, 4)}.
Para x = (1, —2) tenemos

w0 == () v e == (73).

Ya hemos observado antes que ¢g es una transformacién lineal. El teo-
rema siguiente nos dice mucho mas.

Teorema 2.24. Para cualquier espacio vectorial V dimensionalmente finito con

una base ordenada B, ¢y es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Este teorema nos proporciona una prueba alternativa de que un espa-
cio vectorial n-dimensional es isomorfo a F* (ver el corolario del Teore-
ma 2.22). :

Estamos ahora listos para utilizar la representacion estindar de un
espacio vectorial junto con la representacion matricial de una transforma-
cién lineal para estudiar la relaciéon entre la transformacion lineal T:
V—> W donde V y W son espacios vectoriales abstractos dimensionalmente
finitos, y Ly: F*—>F, donde A =[T]; y 8 y y son bases ordenadas
cualesquiera para V y W, respectivamente.

Antes de enunciar el Teorema 2.25 consideraremos la figura 2.2. Néte-
se que existen dos composiciones de transformaciones lineales que mapea-
rdn a V en F™:

1. Mapeo de V en F* con ¢ y continda esta transformaciéon con L,;
esto nos dard la composicion L ég.

2. Mapeo de V en W con T, y continiia por ¢, para obtener la com-
posicion ¢yT.

Estas dos composiciones estdn representadas por las flechas punteadas
en el diagrama. El Teorema 2.25 establece que ambas composiciones dan
el mismo resultado; esto es, que ambas composiciones son iguales.

T
\ > W
= ~~~~~~~~~~ =~
1) @\
| |
% | I ¢-,
|
\ \
\\\
————————— > \
Fn » Fm

figura 2.2
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Heuristicamente, el teorema establece que después de que V y W hayan
sido identificados con F* y F™ a través de ¢g y ¢y, respectivamente, pode-
mos “identificar” a T con L,.

Teorema 2.25. Sea T: V — W una transfori1acion lineal de un espacio vecto-
rial n-dimensional V sobre F a un espacio vectorial m-dimensional W
sobre F. Sean B y y bases ordenadas, respectivamente, paraN'y W, y sca
A =[T];. Entonces Lipg = ¢yT.

DEMOSTRACION. El teorema es esencialmente una reformulacién del Teo-
rema 2.16, porque si x €V, entonces

(Lagp) (x) = La(¢p(x)) = La([x]g) = Alx]g = [T]; [x]s
=[TN)l = (T(x)) = (NN (x). MW
Eiemplo 30. Recordemos la transformacién T: P;(R) — P.(R) definida
en el Ejemplo 17. (T(f) = f.) Sean 8 = {1, x, x*, x*} y y = {1, x, x?}
bases ordenadas para P,(R) y P.(R), respectivamente, y sean ¢g: Pi(R)

— R*y ¢y: P.(R) —> R® representaciones estindar de P;(R) y P.(R) con
respecto a 8 y v, respectivamente. Sea 4 = [T]}; entonces

01 00
A=|0 0 2 0}.
0 00 3

Para ilustrar el Teorema 2.25, considérese al polinomio p(x) = 2 +
x — 3x? + 5x3. Demostraremos que Lipg(p) = $yT(p).

Tenemos
01 00 f 1
L =[0 0 2 0ff |=|-6
000 3/| 15
5
Pero como

T(p) =p =1 — 6x+ 1522,

tenemos que
1

$,7(p) = —6].
15

Asi, Lags(p) = ¢4T(P).
Tratese de repetir este ejemplo con distintos polinomios p(x).



102 Transformaciones lineales y matrices

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Para lo siguien-
te, V y W serdn espacios vectoriales con bases ordenadas (finitas) « y B,
respectivamente, y T: V.— W serd lineal. 4 y B serdn matrices.

(a) (A1) = [T,

(b) T es invertible si y sdlo si T es uno-a-uno y sobreyectiva.
(¢) T=1L1, donde 4 = [T]%.

(d) M.,3(F) es isomorfo a F°.

(e) P.(F) es isomorfo a P,,(F) si y sélo si n = m.

(f) AB =1 implica que 4 y B son invertibles.

(g) (411 =A.

(h) A es invertible si y sélo si L, es invertible.

(i) A debe ser cuadrada para poder tener una inversa.

2.* Sean A y B matrices invertibles de n x n. Demostrar que AB es inver-
tible y que (AB)* = B4

3.* Sea A invertible. Demostrar que A* es invertible y (A4!)"' = (47)".
4. Demostrar que si A es invertible y AB = O, entonces B = O.

5. Si A = O, demostrar que 4 no puede ser invertible.

6. Demostrar los Corolarios 1 y 2 del Teorema 2.21.

7. Sean A y B matrices de n X n tales que AB es invertible. Demostrar que 4
y B son invertibles. Demostrar que, en general, este resultado es falso si
al menos una de las matrices no es cuadrada.

8.* Sean A y B matrices de n x n tales que AB = I,. Demostrar que 4 = B!
(y por lo tanto B = A-'). (Decimos en efecto que para matrices cuadra-
das una inversa unilateral es una inversa bilateral.)

9. Demostrar que la transformacién definida en el Ejemplo 28 es uno-a-uno.
10. Demostrar el Teorema 2.24.

11. Sea ~ tal que signifique “es isomorfo a”. Demostrar que ~ es una rela-
cién de equivalencia sobre la clase de espacios vectoriales sobre F tal como
se define en el Apéndice A.

12. Sea

V:JL(a a~'rb): a, b, CEF}.
0 c

Constriyase un isomorfismo de V a F?.
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Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y sea T: V—> W

un isomorfismo. Si B es una base para V, demostrar que T(8) es una base
para W.

Sea B una matriz invertible de n x n. Definase ®: My, (F) = My (F)
por ®(A) — B'AB. Demostrar que ¢ es un isomorfismo.

Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y sea T: V—>W
un isomorfismo. Sea V, un subespacio de V.

(a) Demostrar que T(V,) es un subespacio de W.
(b) Demostrar que dim(V,) = dim(T(V,)).

Repetir el Ejempio 30 con el polinomio p(x) = 1 + x + 2x* + x%.

Sea V = M...(R) el espacio vectorial de cuatro dimensiones de las matri-
ces de 2 x 2 con elementos reales. Recuérdese del Ejemplo 4 que el mapeo

T: V—V definido por T(4) = A! para toda A €V es una transformaci6n
lineal.

(a) Sea B = {E", E'*, E*', E**} donde E'/ es la matriz de 2 X 2 que
tiene el elemento i, j igual a uno y el resto de los elementos iguales
a cero. Demostrar que 8 es una base ordenada para V.

(b) Sea A = [T]g. Calcular A4.

(c) Sea ¢ la representacion estindar de V con respecto a 8. Entonces
Li¢ = ¢T por el Teorema 2.25. Verificar esta igualdad para la

matriz
_ 12y,
M= (s )
esto es, demostrar que Lp(M) = ¢T(M).

Sea T: V — W una transformacién lineal de un espacio vectorial n-dimen-
sional V a un espacio m-dimensional W. Sean 8 y y bases ordenadas para
V y W, respectivamente. Demostrar que rango(T) = rango(L,) y que nuli-
dad(T) = nulidad(L,), donde A = [T]}. Sugerencia: Utilizar el Teorema
2.25 y el Ejercicio 15.

Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos con bases orde-

nadas B = {x;, ..., X} Yy = {¥s ..., Ym}, respectivamente. Por el Teo-
rema 2.7 existe una transformacion lineal T;;: V— W tal que

Vi si k=j

T.i(xx) = . .

i (x) {0 si k£7J.
Demostrar primero que {T;;: 1 <i<m, 1 <j< n} es una base para
L£(V, W). Entonces, sea EV/ una matriz de m x n con 1 en el renglén
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i-ésimo y la columna j-ésima y O en cualquier otro lado, y demostrar que
[Ti;]; = Eii. De nuevo, por el Teorema 2.7 existe una transformacién li-
neal &: L(V, W) = M,,.(F) tal que ®(T;;) = E¥/. Demostrar que ® es
un isomorfismo.

Sean ¢, ¢, ..., ¢, elementos distintos de un campo F. Definase T: P,(F)

— F* por T(f) = (f(co), ..., f(cs)). Demostrar que T es un isomorfis-

mo. Sugerencia: Utilizar los polinomios de Lagrange asociados con c,,
. Cn.

Sea V el espacio vectorial de sucesiones finitas no nulas en F (definido en
el Ejemplo 5 de la Seccién 1.2), y sea W = P(F). Definase

n
T: VoW mediante T(o) = D o(i)xi,
i=0
donde n es el mayor de los enteros con una imagen no nula. Demostrar
que T es un isomorfismo.

LA MATRIZ DE CAMBIO DE COORDENADAS

En muchas 4reas de las matemadticas se utiliza a menudo un cambio de
variable para simplificar la apariencia de una expresién. Por ejemplo, en
célculo puede encontrarse ficilmente una antiderivada de 2xe” haciendo
el cambio de variable u = x*. La expresién que resulta tiene una forma
tan sencilla que la antiderivada se reconoce ficilmente:

f2xe“dx= fe“duZ et = e,

De la misma forma, en geometria plana puede emplearse el cambio de
variable

x=‘/—x'+2\/?' _—2V5 ,, VE
5 57 Y7 5 YT

para transformar la ecuacion 2x* — 4xy + 5y2 = 1 en la ecuacién mas
sencilla 6(x’)* + (¥')? = 1 de cuya forma se reconoce facilmente que se
trata de la ecuacion de una elipse. (Veremos en la Seccién 7.7 cémo se
determiné este cambio de variable.) Geométricamente, el cambio de va-

riable
x) x
- i
G) =)

equivale a una rotacion de los ejes coordenados de manera que los ejes
x y y coincidan con los ejes x” y )/, respectivamente, donde
x,:\/"s"x_zx/? ,_2V5S +\/§
5 LR A S
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(Los valores de x’ y ' se encontraron al resolver el sistema
5451x’ + ZASLSLy’ =X

y' =y

para x’ y ¥’ en términos de x y y.) Los vectores obtenidos al someter los

vectores de la base
1 0
0 1

del sistema coordenado x, y a esta rotacién son

e I VA §
5 5

respectivamente. Estos vectores son vectores unitarios que se alojan en
el eje x' y el eje ¥, respectivamente, y por lo tanto forman una nueva

base
3 —2./5
g = 5 5
AN B VA
5 5
para R

Surge una interrogante l6gica: ;Cémo es posible transformar vectores
coordenados con respecto a una base, a vectores coordenados con respecto
a la otra? La respuesta estd dada a través de la relacion

y' B gﬂ ﬂ: y
5 5
Noétese que la matriz
5 _25

S P Vs 5
5 5

es igual a [I]5, donde I es la transformacién identidad en R?. Entonces por
el Teorema 2.16 [v]s = Q[v]s- para toda v €R°. Un resultado similar es

cierto en general.

Teorema 2.26. Sean By B’ dos bases ordenadas para un espacio vectorial di-
mensionalmente finito V' y sea Q = [Iv]5,. Entonces
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(a) Q es invertible.
(b) Para toda v € V, [v], = Q[v],.

DEMOSTRACION.,

(a) Como Iy es invertible, Q también lo es por el Teorema 2.21.
(b) Para toda v € V,

[v]s = V@), = INIZ V] = Olvs
por el Teorema 2.16.

La matriz Q definida en el Teorema 2.26 se llama matriz de cambio
de coordenadas. A causa del inciso (b) del teorema decimos que Q trans-
forma las coordenadas de B’ en coordenadas de B. Obsérvese que si
B={x;, x5 ..., xa} y /= {x, x, ..., x'}, entonces

n
x, = 2 QiXi
i=1
paraj=1,2,... n;estoes, la columna j-ésima de Q es [x’j]ﬁ.

Eiemplo 31. Sea V=R 8= {(1, 1), (1, —1)}, y 8’ = {(2, 4), (3,
1)}. Como (2, 4) =3(1, 1) ~1(1, —1) y (3, 1) =2(1, 1) + 1(1,
—1), la matriz que transforma las coordenadas de B’ en coordenadas

de B es
_ 3 2
Q= (—1 1)'
Asi, por ejemplo,

1 3
(2, 1= QL2 s = Q (0) - (_1)~

Supdngase ahora que T: V— W es una transformacién lineal entre
espacios vectoriales dimensionalmente finitos y que 8 y 8’ son bases orde-
nadas para V y y y y’ son bases ordenadas para W. Entonces T se puede
representar por matrices relativas a 8 y y y relativas a 8’ y y. ;Cudl
es la relacion entre las matrices [T]; y [T];? La respuesta se ve clara-
mente de las ecuaciones [T(V)], = [Thlv]l, ¥y [T(@)], = [Tly[v], dadas
por ¢l Teorema 2.16, porque si Q y P son matrices de cambio de coor-
denadas que transforman coordenadas de B’ en coordenadas de g8 y
coordenadas de y’ en coordenadas y, respectivamente, entonces de estas
ecuaciones es evidente que hay dos métodos para obtener [T(v)], a partir
de [v]s, como se ilustra en la figura 2.3.

Como [TI;Q[v], = P[T]y[v], para toda v € V, el Teorema 2.17(b)
implica que [T];Q = P[T];. Al ser P invertible (Teorema 2.26), esto da
la respuesta a la pregunta anterior.
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Teorema 2.27. Sea T: V —>W una transformacion lineal de un espacio vec-

torial V dimensionalmente finito a un espacio vectorial W dimensionalmen-
te finito, y sean B y B’ bases ordenadas para V' y y y y' bases ordenadas
para W. Entonces [T],, = P'[T],Q, donde Q es la matriz que transforma
las coordenadas de ' en coordenadas de B 'y P es la matriz que transforma
las coordenadas de y' en coordenadas de +y.

Multiplicar por [T] }:‘

(vlg > [T,

Multiplicar por O Muitiplicar por P
(para transformar (para transformar
coordenadas de 8’ en coordenadas de y’ en
coordenadas de B). coordenadas de v).

Multiplicar por [T]g.
(vl —[T()],

figura 2.3

Ejemplo 32. Sean V =R}, W= R y T: V— W definida mediante

1

a
2
Taz -:( a4+ 4 )

a, +a, — a;
as

Sean B y vy las bases ordenadas estandar para R® y R®, respectivamente,
y sean

2 0 /0
N o ”:{(1)(—1)}

(Obsérvese que 8’ y ¥’ son bases ordenadas para R* y R*, respectivamente. )
Verificaremos el Teorema 2.27. Tenemos que

R 2 1 0 S 3 _1 l
[T]”—(l 1 —1) y 1T (1 0 —1)’

y algunos cdlculos ficiles muestran que las matrices de cambio de coor-
denadas que transforman coordenadas de B’ en coordenadas de By
coordenadas de v’ en coordenadas de y son

2 0 0 1 1
0 0 -2
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respectivamente. En la Seccién 3.2 se presentard un método para calcular
P-'; mientras tanto, verifiquese que

R
P ”(% —%)'

Una multiplicacién facil muestra que [T]}, = P-[T].Q.

Un caso particular importante del resultado anterior se tiene cuando
V = W. Es esta la situacion que nos ocupara primordialmente en una gran
parte del resto del libro. En este caso el teorema toma la siguiente forma.

Corolario. Sea T: V — V una transformacién lineal en un espacio vectorial di-
mensionalmente finito V que tiene bases ordenadas B y f'. Entonces
[Tlg- = QYT1gQ, donde Q es la matriz que transforma coordenadas de
B’ en coordenadas de B.

La relacién entre las matrices [T]g- y [T]g del corolario anterior seran
temas de estudio en los Capitulos 5 y 6. Sin embargo, introduciremos ahora
el nombre de esta relacién.

Definicién. Sean A y B matrices de n x n con elementos del campo F. Deci-
mos que B es similar a A si existe una matriz invertible Q € M, . (F) tal
que B = QAQ.

Obsérvese que la relacién de similaridad es una relacién de equiva-
lencia. (Ver el Ejercicio 7.)

Noétese también que en esta terminologia el corolario anterior puede
enunciarse de la manera siguiente: Si T: V—V es una transformacién
lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V, si 8 y 8’ son
bases ordenadas cualesquiera para V, entonces [Tlg. es similar a [T]g.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Si Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma las
coordenadas de 8’ en coordenadas de 8, donde B’ = {x, ..., x'} y
B = {x1, ..., xp} son bases ordenadas para un espacio vectorial,
entonces la columna j-ésima de Q es [x;]g..

(b) Toda matriz de cambio de coordenadas es invertible.

(c) SeaT: V— W una transformacién lineal de un espacio vectorial di-
mensionalmente finito V a un espacio vectorial dimensionalmente
finito W, y sean B y B’ bases ordenadas para V y y y y’ bases ordenadas
para W. Entonces [T];'= P[T])Q, donde Q y P son las matrices de
cambio de coordenadas que transforman coordenadas de 8’ en coor-
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denadas de B8 y coordenadas de y en coordenadas de ', respecti-
vamente.

Las matrices A, B € M,,(F) se llaman similares si B = Q‘AQ para
alguna Q € My, (F).

Sea T: V-V una transformacién lineal en un espacio vectorial di-
mensionalmente finito V. Entonces para cualquier par de bases orde-
nadas 8 y y para V, [T]g es similar a [T],.

Para cada uno de los siguientes pares de bases ordenadas 8 y 5’ para R%,
encontrar la matriz de cambio de coordenadas que transforma coordenadas
de B’ en coordenadas de .

(a)
(b)
(©)
(d)

‘B = {81, 62} YIG, = {(al’ a2)a (bl, bZ)}
B={(-1,3), (2, —D} y & ={(010), (5 0)}
B=1{(2,95), (-1, =3)} y 8 = {e, e}
B={(-4,3), 2, —D}y F={21, (-4 1)}

Para cada uno de los siguientes pares de bases ordenadas 8 y B’ para
P.(R), encontrar la matriz de cambio de coordenadas que transforma las
coordenadas de 8’ en coordenadas de 8.

(a)
(b)

(<)
(d)

(e)
¢9)

B=A{x x 1}y

B = {a:x* + aix + ao, bx* + bix + by, c2x* + c:x + ¢}
B=A{1,xx}y

B8 = {a.x* + ayx + a,, box* + byx + by, cx* + cx + ¢y}
Bi={2x* — x, 3x* + 1, x*} y B''= {1, x, x?}
B={x*—x+Lx+ 1L, x+1}yp ={x+x+4
4x> — 3x + 2, 2x* + 3}
B={&x*—x,x*+ 1, x— 1}y B = {5x*—2x— 3,
—2x2 4+ 5x +5,2x* — x — 3}
B=02x—x+1,x2+3x—2, —x*+2x+ 1}y g/ ={9%x—9,
x2+ 21x — 2, 3x* + 5x + 2}

SeaV=R,W=RyT: VW esté definida mediante

3a, — a,
a
T( ‘) =\ 2a, + 4a,|.
a
2 —a, + a,

Sean B y y bases ordenadas estdndar para R* y RS, respectivamente, y

sean

o B/ S IR

0 0 1



110

10.

Transformaciones lineales y matrices

(a) Calcular 4 = [T]; y B = [T];.

(b) Calcular Q, la matriz de cambio de coordenadas que transforma las
coordenadas de B’ en coordenadas de 8,y P, la matriz de cambio
de coordenadas que transforma coordenadas de y’ en coordenadas
de y.

(¢) Verificar que B= P'AQ, considerando que

1 0 0
Pri=(y 4 —4)
00 1

Sea T: P,(R) — P,(R) definida por T(p) = p’, la derivada de p €P,(R).
Sean 8= {1,x}y B ={1+x,1—x}.

(a) Encontrar la matriz de cambio de coordenadas Q que transforma las
coordenadas de B8’ en coordenadas de g.

(b) Encontrar @-'. (Ver el Ejemplo 32.)

(¢) Calcular 4 = [Tlg y B = [T]g- y verificar que B = Q'AQ.

Demostrar el corolario del Teorema 2.27.

Recordando la definicién de una relacién de equivalencia dada en el Apén-
dice A, demostrar que la relacién “es similar a” es una relacién de equiva-
lencia sobre M, ,.(F).

Demostrar que si 4 y B son matrices semejantes de n X n, entonces tr(A4)
= tr(B). Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 12 de la Seccién 2.3.

Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con bases ordenadas
o, 118 y v-

(a) Demostrar que si Q@ y R son las matrices de cambio de coordenadas
que transforman coordenadas de « en coordenadas de 8 y coorde-
nadas de 8 en coordenadas de y, respectivamente, entonces RQ es
la matriz de cambio de coordenadas que transforma coordenadas de
« en coordenadas de y.

(b) Demostrar que si Q transforma coordenadas de « en coordenadas de
B, entonces Q' transforma coordenadas de 8 en coordenadas de o.

Sea A4 una matriz de m X n con elementos de un campo F, y sean 8y y
bases ordenadas para F* y F", respectivamente. Sea B = [L,];. Demostrar
que B = P'AQ donde P es la matriz de m x m con la columna j-ésima
igual al vector j-ésimo en 8 y Q es la matriz de n X n con la columna
j-ésima igual al vector j-ésimo en y.
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Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre un campo F y
sea B = {x,, ..., x,} una base ordenada para V. Sea Q una matriz inver-
tible de n x n con elementos de F. Definase

X =2 Qixi para 1 <j < n,
i=1

y hagase g’ = {x!, ..., x'}. Demostrar que B8’ es una base para V y por
lo tanto Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma coorde-
nadas de B8’ en coordenadas de 8.

Demostrar la reciproca de Teorema 2.27: Si A y B son ambas matrices
de m x n sobre un campo F y existen matrices invertibles Py Q de m X m
y n X n, respectivamente, tales que B = PAQ, entonces existen un espacio
vectorial n-dimensional V y un espacio vectorial m-dimensional W (ambos

sobre F), bases ordenadas 8y 8’ para Vy yy v para W y una transfor-
macién lineal T: V— W tal que

A=[1;, y B=I[T],.

Sugerencias: Sean V = F", W = F» T = L, y B8y y bases ordenadas estan-
dar para F* y P, respectivamente. Sea B8’ una base ordenada para V obte-
nida a partir de B a través de Q (de acuerdo con la definicion dada en
la pagina 106 y justificada por el Ejercicio 11), y sea y’ la base para W
obtenida de y a través de P.

ESPACIOS DUALES

En esta seccién nos interesaremos exclusivamente en las transformaciones
lineales de un espacio vectorial V en su campo de escalares F, que a su
vez es un espacio vectorial de dimensién 1 sobre F. Tal transformacién
lineal se llama funcional lineal en V. En el calculo, la integral definida nos
proporciona uno de los ejemplos mas importantes en matematicas de
una funcional lineal. (Ver Ejemplo 33.) Utilizaremos generalmente las
letras f, g, h, ... para denotar a las funcionales lineales.

Ejemplo 33. Sea V el espacio vectorial de funciones continuas complejas
(o reales) sobre el intervalo [a, b]. La funcién f: V— C (o R) defini-

da por
f(x) = fbx(t)dt

es una funcional lineal en V. Si el intervalo es [0, 2x] y n es un entero,
la funcién definida por

o
h.(x) = 2%- fx(t)e"'"' dt
Q
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también es una funcional lineal. En los textos de andlisis al escalar h,(x)
se le llama el n-ésimo coeficiente de Fourier de x.

Ejemplo 34. Sea V = M,.,(F) y definase f: V — F por f(4) = tr(4),
la traza de A. Por el Ejercicio 6 de la Seccién 1.3, tenemos que f es una
funcional lineal.

Eiemplo 35. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con la
base ordenada 8 = {x,, x,, ..., x,}. Para cada i =1, ..., n, definase
f;(x) = a;, donde

a,

a

[x]p =

dn

es el vector de coordenadas de x relativo a 8. Entonces f; es una funcional
lineal en V llamada la i-ésima funcion coordenada con respecto a la
base B. Nétese que fi(x;) = §;;. Estas funcionales lineales jugarian un
papel muy importante en la teoria de los espacios duales. (Ver el Teore-
ma 2.28.)

Definicion. Para un espacio vectorial V sobre F, definimos al espacio dual de
V como el espacio vectorial L(V, F), denotado por V*.

Por tanto, V* es el espacio vectorial que consta de todas las funcio-
nales lineales en V con las operaciones de suma y de multiplicacién por
escalares tal como se definieron en la Seccién 2.2. Nétese que si V es
dimensionalmente finito, entonces dim(V*) = dim(£L(V, F)) = dim(V) -
dim(F) = dim(V). Por lo tanto, por el Teorema 2.22, V y V* son iso-
morfos. También podemos definir el doble dual V** de V como el dual
de V*. Demostraremos, de hecho, que existe una identificacién natural de
Vy V¥*

Teorema 2.28. Supdngase que V' es un espacio vectorial dimensionalmente fini-
to con la base ordenada B = {X1, ..., Xa}. Sean f;(1 <i<n) las fun-
ciones coordenadas con respecto a B tal como se definieron anteriormente
y sea B* = {f,, ..., f.}. Entonces B* es una base ordenada para V*,
y para cualquier f EV* tenemos que

F= 3 f(x)f..

Llamamos a B* la base dual de B.
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DEMOSTRACION. Sea f€V*. Como dim(V*) = n, s6lo necesitamos pro-
bar que

f=3 o)k,

i=1

porque entonces B* generari a V*. Sea
g = 3 f(x)fi.
i=1
Para 1 < j < n, tenemos que

9t) = (B ) () = Ziohx)

= S f(x)8;; = f(x;).

Por lo tanto, por el corolario del Teorema 2.7, g = f, por lo que el teore-
ma queda demostrado. M

Ejemplo 36. Sea 8 = {(2, 1), (3, 1)} una base ordenada para R%. De-
terminaremos explicitamente la base dual g* = {f,, f,} de B. Necesitamos
considerar las ecuaciones:

1=1(2, 1) =1,(2¢, + e;) = 2f;(e;) + fi(ez)
0=1@3, 1) =f(3e, + &) = 3fi(e;) + fi(e2).

Resolviéndolas tenemos que f,(e;)=—1 y fi(e.) = 3 es decir que
fi(x, y) = —x + 3y. De manera semejante puede probarse que f.(x,
y) = x —2y.

Ahora supondremos que V y W son espacios vectoriales dimensional-
mente finitos sobre F con bases ordenadas 8 y y, respectivamente. En la
Seccién 2.4 demostramos que existe una correspondencia uno-a-uno entre
las transformaciones lineales T: V — W y las matrices de m X n (sobre
F) por medio de la correspondencia T «> [T];. Para una matriz de la for-
ma A = [T]}, la pregunta es si existe 0 no una transformacién lineal U
asociada con T de alguna manera natural tal que U pueda representarse
en alguna base como A'. Por supuesto, si m = n, seria imposible para U
ser una transformacién lineal de V en W. Resolveremos esta pregunta
aplicando lo que ya hemos aprendido sobre espacios duales.

Teorema 2.29. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos sobre
F con bases ordenadas B y vy, respectivamente. Para cualquier transforma-
cion lineal T: V— W, el mapeo Ti: W* — V* definido por T'(g) =
goT para toda g €W* es una transformacién lineal con la propiedad de
que [T, = (ITH)*.
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DEMOSTRACION. Para g EW*, es evidente que T°(g) = go T es una fun-
cién lineal en V y por lo tanto es un elemento de V*. Asi, T* mapea a W*
en V*. Dejaremos al lector la demostracién de que T? es lineal.
Para completar la demostracién sean 8 = {x;, ..., X} ¥ v = {¥»
., Ym} con bases duales 8* = {f,, ..., f.} y v* = {91, . .. 5 Om}, TCS-
pectivamente. Por conveniencia, sean 4 = [T]} y B = [T'}’;. Entonces

T(x;) = 3 Axivx para 1 <i<n,

k=1

Ti(g9;) = S B;;fi para 1 <j<m.

i=1

Debemos demostrar que B = A?. El Teorema 2.28 muestra que

n
T(gj) = gjoT=23 (gjoT)(x:)fi,
i=1
y entonces

Bij = (gioT)(x:) = g;(T(x:)) = g; ( §Akiyrk)
k=1

= D Apigi() = 2 Apidjp = Aji = (AY);;.

k=1 k=1

Por lo tanto B = A'. R

La transformacién lineal T* definida en el Teorema 2.29 se llama trans-
puesta de T. Es evidente que T’ es la tnica transformacioén lineal U tal
que [UF: = ([T)".

Ahora nos ocuparemos de la demostracién de que cualquier espacio
vectorial dimensionalmente finito V puede ser identificado de una manera
muy natural con su doble dual V**. Produciremos, de hecho, un isomor-
fismo entre V y V** que no dependera de ninguna seleccién de bases para
los dos espacios vectoriales.

Para un vector x €V definimos X: V* — F por X(f) = f(x) para toda
feV*. Es fécil verificar que £ es una funcional lineal en V* y entonces
X €V** La correspondencia x <> X nos permitira definir el isomorfismo
deseado entre V y V**,

Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea x €EV. Si
R(f) = 0 para toda f €V*, entonces x = 0.

DEMOSTRACION. Si x =% 0 entonces podemos tomar una base ordenada
B8 ={x, ..., x,} para V tal que x, = x. Sea {f,, ..., f,} la base dual
de 8. Entonces se tiene que f,(x;) = 1=£0 lo que es una contradiccién.
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Teorema 2.30. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea y:

V — V** que esté definida por y(x) = R. Entonces § es un isomorfismo.
DEMOSTRACION.

(a) ¢ eslineal: Seax, y€V y a€F. Para f €V* tenemos que

y(x +ay)(f) = f(x + ay) = f(x) + af(y) = 2(f) + ap(f)
= (X + ap)(f).

Por lo tanto
y(x +ay) =%+ a) = y(x) + ay(y).

(b) ¢ es uno-a-uno: Supdngase que ¢ (x) es la funcional cero en V*
para alguna x € V. Entonces £(f) = 0 para toda f €V*. Por el lema ante-
rior concluimos que x = 0.

(c) ¢ es un isomorfismo: Esto se deduce de (b) y del hecho de que
dim(V) = dim(V**). 1B

Corolario. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con un espacio

dual V*. Entonces, toda base ordenada de V* es la base dual de alguna
base de V.

DEMOSTRACION. Sea {f,, ..., f,} una base ordenada de V*. Podemos
combinar los Teoremas 2.28 y 2.30 para concluir que para esta base de
V* existe una base dual {£,,...,%,} en V** estoes d;; = %(f;) = f;(x;).
Por tanto {f,, ..., f,} es la base dual de {x;, ..., x,}. W

Aun cuando muchas de las ideas de esta seccién se pueden extender
para el caso donde V no es dimensionalmente finito, por ejemplo la exis-
tencia de un espacio dual, Unicamente un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito es isomorfo a su doble dual a través del mapeo x — £. De hecho,
para espacios vectoriales dimensionalmente infinitos, V y V* nunca son
isomorfos.

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Supéngase que
todos los espacios vectoriales son dimensionalmente finitos.

(a) Toda transformacién lineal es una funcional lineal.

(b) Una funcional lineal definida en un campo puede ser representada
como una matriz de 1 x 1.

(c) Todo espacio vectorial es isomorfo a su espacio dual.

(d) Todo espacio vectorial es el dual de algin otro espacio vectorial.

(e) Si T es un isomorfismo de V en V* y B es una base ordenada finita
de V, entonces T(8) = B*.
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(f) Si T es una transformacién lineal de V en W, entonces el dominio
de (Tt)? es V**,

(g) SiV es isomorfo a W, entonces V* es isomorfo a W*.

(h) La derivada de una funcién puede considerarse como una funcional
lineal en el espacio vectorial de funciones diferenciables.

Para las siguientes funciones en un espacio vectorial V, determinar cules
son funcionales lineales.

(a) V.= P(R); f(p) = 2p'(0) + p”(1), donde ’ significa diferenciacién
(b) V=R;51(x,y) = (2x, 4y)

() V=M, (F); f(4) = tr(4)

(d) V=R5f(x,y,=x+y +2

(e) V=PR);f(p) = p(vat

) V=M;,(R);f(4) = An

Como en el Ejemplo 36, para todos los espacios vectoriales V y bases 8
que aparecen a continuacién, encontrar la base dual g* para V*.

(a) V:R3,,B:{(1,O,1),(1,2, 1)7 (01 071)}
(b)Y V=P(R); B= {1, x, x*}

Sea V = R? y definase f,, f;, fs €V* mediante f,(x, y, 2) = x — 2y, f.(x, y,
2)=x+y+zyfi(x, y, z2) =y — 3z. Demostrar que {f,, f,, f;} es una
base para V* y luego encontrar una base para V para la cual sea el dual.

Sea V = P,(R) y para p €V definase f,, f, € V* mediante

f(p) = flp(t)dz

f.(p) = fzp(t)dt.

Demostrar que {f,, f,} es una base para V* y encontrar una base para V
para la cual sea el dual.

Definase f € (R?)* mediante f(x, y) =2x+y y T: R*— R> mediante
T(x,y) = (3x + 2y, x).

(a) Calcular Ti(f).

(b) Calcular [T?],,,donde B es la base ordenada estindar para R* y g* =
{f,, .} encontrando escalares a, b, ¢ y d tales que T!(f,) = af, + bf,
y Té(f;) = cf, + df,.

(c) Calcular [Tlg y [T)! y comparar los resultados con los del inciso

(b).
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Sean V = P,(R) y W = R? con sus respectivas bases ordenadas 8 = {1, x}
y vy = {e1, e;}. Definase T: V—> W mediante T(p) = (p(0) — 2p(1),
p(0) + p'(0)), donde p’ es la derivada de p.

(a) Si f €W* esta definida por
f(a, b) = a — 2b,

calcular Ti(f).

(b) Calcular [T*]%; sin recurrir al Teorema 2.29.

(c) Calcular {T]! y su transpuesta y comparar el resultado con el del in-
ciso (b).

Demostrar que todo plano que pasa por el origen en R* puede ser identifi-
cado con el espacio nulo de un elemento en (R?®)*. Enunciar un resultado
semejante en R

Sea T una funcién de F* en F™. Demostrar que T es lineal si y s6lo si existen
£, ..., fm € (FP)* tales que T(x) = (fi(x), ..., fu(x)) para toda x €F".
Sugerencia: Si T es lineal, definase f;(x) = (gi o T)(x) para x €F"; es de-
cir, f; = Tt(g;) para 1 <i < m, donde {g:, ..., gm} s la base dual de
la base ordenada estindar de F™.

Sea V = P,(F) y sean co, ..., Ca, escalares distintos en F.

(a) Para 0 <i < n definase f; € V* mediante f;(p) = p(c;). Demostrar
que {fo, ..., f,) es una base de V*. Sugerencia: Aplicar cualquier
combinacién lineal de este conjunto que iguale la transformacién cero
con p(t) = (t— 1)t — ) - (t — ¢,) y deducir que el primer
coeficiente es cero.

(b) Utilizar el corolario del Teorema 2.30 y el inciso (a) para demostrar
que existen polinomios Unicos p,, . .. , P tales que pi(c;) = 8;; para
0 < i < n. Estos polinomios son los polinomios de Lagrange defini-
dos en la Secci6én 1.6.

(c) Para escalares cualesquiera a, ..., ax (no necesariamente distintos),
dedizcase que existe un polinomio tnico g de grado n tal que
q(c;) = a; para 0 < i < n. De hecho

qg = X aipi.

i=0

(d) Deducir la formula de interpolacion de Lagrange:

p= _ép(ci)pz

para toda p€V.
(e) Demostrar que

b n
f p(nNdt =3 p(e)d;,

i=0
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donde

b
di = f pi(1)dr.

%

Supdngase ahora que

;i =a para i = 0,..., n.

i(b—a

gt )
n

Para n = 1 la expresi6n anterior representa la regla trapezoidal para

polinomios. Para n = 2, comparar el resultado con la regla de Simp-
son para polinomios.

Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos sobre F, y sean
Y1 Y ¢. isomorfismos entre V y V** y W y W**_ respectivamente, tal como

.se definieron en el Teorema 2.30. Sea T: V-—>W lineal, y definase

T# = (T*)*. Demostrar que el diagrama de la figura 2.4 conmuta, es decir,
que y.T = Tity,,

V ———W

‘l’l \!Jz

V"‘"‘-———»W“"‘

Tll

figura 2.4

Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con la base ordenada
B. Demostrar que ¢(B) = B**, donde ¢ es como se definié en el Teore-
ma 2.30.

Para los problemas 13 a 17, V serd un espacio vectorial dimensional-
mente finito sobre F. Si S es un subconjunto de V, definimos al aniquilador
$° de § como §* = {f€V*: f(x) = 0 para toda x €S}.

(a) Demostrar que S° es un subespacio de V*.

(b) Si W es un subespacio de V y xgW, demostrar que existe f €W tal
que f(x) 4 0.

(¢) Demostrar que S*° = L(y(S)), donde ¢ es como se definié en el
Teorema 2.30.

(d) Para los subespacios W, y W,, demostrar que W, = W, si y sélo si
Wo = Wwe,
1 2

(e) Para los subespacios W, y W., demostrar que (W, + W,)? =
Wo N we.
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Si W es un subespacio de V, demostrar que dim(W) + dim(W°) = dim(V).

Sugerencia: Sea {x,, ..., x;} una base ordenada de W y extiéndase a
una base ordenada 8 = {x,, ..., x,} de V. Sea B* = {f;, ..., f,}. De-
mostrar que {fx,, ..., fn} €s una base de W°,

Supdngase que W es un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre F
y que T: V~— W es lineal. Demostrar que N(T¢) = (R(T))°".

Utilizar los Ejercicios 14 y 15 para deducir que rango(4) = rango(A?)
para toda A € My, (F).

Sea T: V — V una transformacién lineal y W un subespacio de V. Demos-
trar que W es T-invariante (tal como se definié en el Ejercicio 24 de la
Seccién 2.1) si y s6lo si WO es Ti-invariante.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

A manera de introduccién a esta seccién, consideremos el siguiente pro-
blema fisico. Un peso de masa m se sujeta a un resorte suspendido verti-
calmente al que se le permite elongarse hasta que las fuerzas que obran
sobre el peso estdn en equilibrio. Supongamos ahora que el peso permane-
Ce en reposo y superpongamos un sistema coordenado XY con el peso

en el origen y el resorte localizado en la parte superior del eje Y. (Ver
Fig. 2.5.)

figura 2.5

Supéngase que en un cierto instante, por ejemplo = 0, el peso se
hace descender una distancia s a lo largo del eje Y y luego se suelta.
Entonces el resorte empezard a oscilar.

Describamos el movimiento del resorte. En cualquier instante ¢ > 0,
sea F(t) la fuerza que actlla sobre el peso y y(7) sea la coordenada del
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peso a lo largo del eje Y. Por ejemplo, y(0) = —s. La segunda derivada
de y con respecto al tiempo, y” (1), es la aceleraciéon del peso en el ins-
tante #, y por lo tanto de acuerdo con la segunda ley de Newton

F(t) = my" (1). (D

Es razonable suponer que la fuerza que actiia sobre el peso se debe
totalmente a la tensién del resorte y que esta fuerza satisface la ley de
Hooke: La fuerza que actiia sobre el peso es proporcional a su despla-
zamiento a partir de la posicion de equilibrio, pero en direccion opuesta.
Si k> 0 es la constante de proporcionalidad, entonces la ley de Hooke
establece que

F(1) = —ky(1). (2)
Combinando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos
my"” = —ky
o bien
k
y't+—=y=0. 3)
m

La expresién de la ecuacion (3) es un ejemplo de “ecuacion diferen-
cial”. Una ecuacion diferencial en una funcién incégnita y = y(#) es una
ecuacién que involucra a y, a ¢ y a las derivadas de y. Si la ecuacion
diferencial es de la forma

ay™ + @y + o+ ay® +ay =, )

donde ao, a@;, ..., a, y f son funciones de 'y y® es la k-ésima derivada
de y, entonces se dice que la ecuacion es lineal. Las funciones a; se deno-
minan coeficientes de la ecuacién diferencial lineal (4). Asi, la ecuacién
(3) es un ejemplo de ecuacién diferencial lineal en donde los coeficientes
son constantes y la funcién f es idéntica a cero.Cuando la funcién f de
la ecuacién (4) es idéntica a cero, la ecuacion diferencial lineal se llama
homogénea.

En esta seccién aplicaremos el algebra lineal que hemos estudiado
para resolver ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficien-
tes constantes. Si a, == 0, decimos que la ecuacién diferencial (4) es de
orden n. En este caso podemos dividir ambos lados entre a, para obtener
una ecuacién nueva pero equivalente

Y 4 b,y ™ 4 Lo+ by T by = 0,

donde b, = a;/a, parai= 0,1, ..., n— 1. A causa de esta observacion
supondremos siempre que el coeficiente inicial a, de la ecuacién (4) es 1.

Una solucion a la ecuacién (4) es una funcion tal que cuando se subs-
tituye en y reduce la ecuacion (4) a una identidad.
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Ejemplo 37. La funcién y(f) = sen vV k/mt es una solucién a la ecua-
cién (3) puesto que

k k k| Kk a
y"(t) + —y(t) = —— sen J—-t 4+ — sen Jit =0
m m m m m

para toda 7. Nétese, sin embargo, que al substituir y(#) = ¢ en la ecua-
cién (3) se obtiene

k k
y'() +—y() = —,
m m

lo cual no es idénticamente cero. Por tanto, y(f) = t no es solucién a la
ecuacion (3).

Al intentar resolver ecuaciones diferenciales, descubriremos que es de
utilidad considerar las soluciones como funciones complejas de una varia-
ble real, aun cuando las soluciones que para nosotros tienen significado
son las funciones reales de variable real. La conveniencia de este punto
de vista se hard mas claro posteriormente. Asi, nos ocuparemos del espa-
cio vectorial F(R, C) (tal como se definié en el Ejemplo 3 de la Sec-
cién 1.2). A fin de considerar a las funciones complejas de variable real
como soluciones a las ecuaciones diferenciales debemos definir lo que
significa diferenciar tales funciones. Dada una funcién compleja x €F(R, C)
de una variable real 7, existen funciones reales Unicas x, y x. de ¢, tales que

x(t) = x, (1) + ix2(2) para 1€R,
donde i es el nimero imaginario puro tal que i2 = —1. Decimos que x

es la parte real y que x, es la parte imaginaria de x.

Definicién. Dada una funcién x €F(R, C) con parte real X, y parte imaginaria
X,, decimos que x es diferenciable si X, y X. son diferenciables. Si x es
diferenciable definimos la derivada de x, x' como

[A—— ix!
X x1+1x2.

Ejemplo 38. Si x(#) = cos 2t + i sen 21, entonces
X' (t) = —2 sen 2t + i(2 cos 2t).
Determinamos a continuacién la parte real e imaginaria de x*. Como

x2(1) = (cos 2t + isen 21)* = (cos® 2t — sen? 2¢) + i(2 sen 2¢ cos 2¢)
= cos 4t -+ i sen 41,

la parte real de x*(¢) es cos 47y la parte imaginaria es sen 41.

El teorema siguiente indica que debemos limitar nuestras investigacio-
nes a un espacio vectorial considerablemente menor que F(R, C). Su de-
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mostracion, ilustrada en el Ejemplo 39, implica un sencillo argumento de
induccidn, la cual omitiremos.

Teorema 2.31. Cualquier solucién a una ecuacion diferencial lineal homogénea
con coeficientes constantes tiene derivadas de todos los drdenes; esto es,
si X es una solucion para tal ecuacion, entonces x'® existe para todo ente-
ro positivo k.

Ejemplo 39. Como ilustracién del Teorema 2.31 considérese la ecuacién
y® + 4y = 0.

Claramente, para ser calificada como solucién, una funcién y debe tener
dos derivadas. Sin embargo, si y es una solucién,

y® = —4y.

Ahora, como y® es un miltiplo constante de una funcién que tiene
dos derivadas, a saber la funcién y, y® debe tener dos derivadas y enton-
ces y existe. De hecho

y(d) — _4y(2).

Como y™ es un miltiplo constante de una funcién que hemos mostrado
que tiene al menos dos derivadas, también tiene al menos dos derivadas,
y por lo tanto y® existe. Continuando de esta manera podemos demostrar
que cualquier solucién tiene derivadas de todos los 6rdenes.

Definicion. Ultilizaremos el simbolo C* para representar al conjunto de todas
las funciones en F(R, C) que tienen derivadas de todos los drdenes.

Es un ejercicio sencilio demostrar que C* es un subespacio de (R, C)
y, por tanto, un espacio vectorial sobre C. Como resultado del Teorema
2.31 es este espacio vectorial el que nos interesa. Para x € C* la derivada
x' de x también estd en C*. Podemos utilizar la operacién derivada para
definir un mapeo D: C* — C* mediante

D(x) = x' para x €C*.

Es facil demostrar que D es una transformacién lineal. Mas generalmente,
considérese cualquier polinomio sobre C de la forma

p(1) = at" + ap ™' + ...+ at + a,.
Entonces »
p(D) = aD" + a, D"+ ... + a,D + a)

es una transformacién lineal. (Ver el Apéndice E.)
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Definiciones. Para cualquier polinomio p(t) sobre C, p(D) se llama operador
diferencial. El orden del operador diferencial p(D) es el grado del polino-
mio p(t).

Los operadores diferenciales son itiles porque nos proporcionan me-
dios para reformular una ecuacién diferencial dentro del contexto del
algebra lineal. Cualquier ecuacién diferencial lineal homogénea con coefi-
cientes constantes

Yy + @y + oo+ ay® tay =0
puede ser escrita de nuevo por medio de operadores diferenciales como

(D* + @, D™+ ... + aD + al)(y) = 0.

Definicién. Dada la ecuacién diferencial anterior, el polinomio complejo
p(t) = t* +a,tt 1+ ... Fat+ a
se llama polinomio auxiliar asociado con la ecuacién.
Por ejemplo, la ecuacién (3) tiene el polinomio auxiliar

p() =1¢ +-—k—.
m

Cualquier ecuaci6n diferencial lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes puede reescribirse como

p(D)(y) =0,

donde p(t) es el polinomio auxiliar asociado con la ecuacion. Claramente
esta ecuacién implica lo siguiente.

Teorema 2.32. El conjunto de todas las soluciones a una ecuacion diferencial
lineal homogénea con coeficientes constantes coincide con el espacio nulo
de p(D), donde p(t) es el polinomio auxiliar asociado con la ecuacion.

Corolario. El conjunto de todas las soluciones a una ecuacion diferencial lineal
homogénea con coeficientes constantes es un subespacio de C*.

En vista del corolario anterior, llamaremos al conjunto de soluciones
a una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes,
el espacio solucién de la ecuacion. Una manera prictica de describir tal
espacio es encontrar una base para él. Examinaremos una cierta clase de
funciones que seran de utilidad para encontrar bases para estos espacios
solucién.

Para un numero real s, ya estamos familiarizados con el numero real
e*, donde e es el numero unico cuyo logaritmo natural es 1 (esto es,
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In(e) = 1). Por ejemplo, conocemos algunas propiedades de la exponen-
ciacion:
1
t = t t =

e’ e‘e’ 'y e =
para cualquier par de nimeros reales s y 7. Extenderemos ahora la defi-
nicién de las potencias de e para incluir a los nimeros complejos de tal
modo que estas propiedades contintien siendo vélidas.

Definiciéon. Sea c = a + ib cualquier niumero complejo con parte real a y parte
imaginaria b. Definase

e = e*(cos b + i sen b).
Por ejemplo, para ¢ = 2 + i(w/3),

(e T i D)= (D)
e e(cos3+tsen3) e(2+12 .

Claramente, si ¢ es real (b = 0), obtenemos el resultado usual e® = e®.
Puede demostrarse con el uso de identidades trigonométricas que
1

ec+d = eced y e’ = __
eC

para cualquier par de complejos ¢ y d.

Definicién. Sea c cualquier nimero complejo. La funcion f: R — C definida
por f(t) = e para toda t en R se llama funcién exponencial.

La derivada de una funcién exponencial, como se describe en el teore-
ma siguiente, es como esperariamos. La demostracién implica un célculo
directo, aunque tedioso, que dejaremos como ejercicio.

Teorema 2.33. Para cualquier funcion exponencial f(t) = e°t, f'(t) = ce°.

Utilizaremos funciones exponenciales para describir todas las solucio-
nes de una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden 1. Recuérdese
que el orden de dicha ecuacién es igual al grado de su polinomio auxiliar,
de manera que una ecuacién de orden 1 es de la forma

Yy +ay=20 (5

Teorema 2.34. El espacio solucion para la ecuacion (5) es de dimension 1 y
tiene a {e*'} como base.

DEMOSTRACION. Claramente, la ecuacién (5) tiene a e %! como solucién.
Supdéngase que x(¢) es una solucién cualquiera a la ecuacién (5). En-
tonces

X' (1) = —awx(1) para toda t€R.
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Definase
z(1) = e™'x(t).
Al diferenciar z obtenemos
(1) = (e%t) x(1) + extx' (1) = a,e™'x(t) — ae®'x(t) = 0.

Nétese que la conocida regla para la diferenciacién de productos se
conserva para funciones complejas de variable real. Una justificacién impli-
ca un calculo directo aunque bastante largo.

Como Z' es idénticamente cero, z es una funcién constante. De nuevo,
este hecho, muy conocido para funciones reales de variable real, también
es cierto para funciones complejas; la demostracion, semejante a la que se
hace para el caso real, implica considerar poy separado las partes real e
imaginaria de z. Entonces, existe un ndmero complejo c tal que

z(1) = e%'x(t) = ¢ para toda t€R.
Asi,
x(1) = ce%,

De donde concluimos que cualquier miembro del espacio solucién de la
ecuacién (5) es una combinacién lineal de e . W

Otra manera de formular el Teorema 2.34 es la siguiente.

Corolario. Para cualquier niimero complejo ¢, el espacio nulo del operador dife-
. rencial D — cl tiene como base a {e°'}.

i Nos ocuparemos ahora de ecuaciones diferenciales de orden superior
y a uno. Dada una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n con
coeficientes constantes

y® + ay™ )+ L+ ay® +ay =0,

su polinomio auxiliar
J-

se p() =+ au'+ ... tat+a
AT, se descompone en un producto de factores de grado 1:
5) p()y=(U—c)(t—c) ... (1~ cn),
‘ donde ¢y, €2, . . . , Cy, SOD Nimeros complejos (no necesariamente distintos).
'y (Esto se deduce del teorema fundamental del algebra dado en el Apén-

dice D.) Entonces
p(D) = (D —c,ND(D—cl) ... (D—cil).

En- Pero los operadores D — ¢;| conmutan y asi, por el Ejercicio 9, tenemos
que
N(D — ¢;!) C N(p(D)) para toda i.
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Como N(p(D)) coincide con el espacio solucién de la ecuacién diferen-
cial dada, podemos concluir el siguiente resultado por el corolario del
Teorema 2.34.

Teorema 2.35. Sea p(t) el polinomio auxiliar para una ecuacion diferencial li-

neal homogénea con coeficientes constantes. Para cualquier nimero com-
plejo c, si ¢ es un cero de p(t), entonces et es una solucion a la ecuacién
diferencial.

Eijemplo 40. Dada la ecuacién diferencial
y' =3y +2y=0,
su polinomio auxiliar p(¢) = 2 — 31 + 2 se puede factorizar como
p(t) = (1= 1)(t — 2).

Por tanto, por el Teorema 2.35, et y €*" son soluciones de la ecuacién
anterior porque ¢ = 1y ¢ = 2 son ceros de p(¢). Como el espacio solu-
cién de la ecuacién anterior es un subespacio de C*, L({et, e*'}) se en-
cuentra en el espacio solucién. Es sencillo demostrar que {ef, e*'} es
linealmente independiente y si pudiéramos demostrar que el espacio solu-
cion es bidimensional, podriamos concluir que {€’, e*'} es una base para
el espacio solucién. Este resultado se deduce del teorema siguiente.

Teorema 2.36. Para cualquier operador diferencial p(D) de orden n, el espa-

Lema

cio nulo de p(D) es un subespacio n-dimensional de C*.

Como preliminares de la demostracién del Teorema 2.36 establecere-
mos dos lemas.

1. El operador diferencial D — cl: C® — C® es sobreyectivo para cual-
quier numero complejo C.

DEMOSTRACION. Sea x €C®. Deseamos encontrar un y€C® tal que
(D — cl)y = x. Definase una funcién w mediante w(r) = x(t)e°t para
tER.

Claramente, w €C* pues x y e’ estdn en C®. Sean respectivamente
Wiy w: las partes real e imaginaria de w. Como w €C*, w, y ws son
diferenciables y por tanto continuas, por lo que tienen antiderivadas, diga-
mos que son W, y W, tales que W’ = w y W, =w, Definase W:
R — C mediante

W(t) = W,(1) + iW.(1)  para 1€R.

Entonces W €C” y las partes real e imaginaria de W son W, y W,
respectivamente. También W’ = w. Finalmente, definase y: R - C me-
diante y(7) = W(t)e'* para t €R.
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Claramente, y €C* y como

(D =y =y () —cy(t)
= W' (t)e?t + W(t)ce' — cW(t)et
= w(t)et
x(t)f”ed
= x(1),
D—-—chy=x. B

L]

Il

Lema 2. Sea V un espacio vectorial y supéngase que Ty U son operadores li-
neales en V tales que

(a) U es sobreyectiva.
(b) Los espacios nulos de T y U son dimensionalmente finitos. En-
tonces el espacio nulo de TU es dimensionalmente finito y

dim(N(TU)) = dim(N(T)) + dim(N(U)).

DEMOSTRACION. Sean p = dim(N(T)), g = dim(N(U)) y {w,, uo, ...,
up} y {vs, vo, ..., v4} sean bases para N(T) y N(U), respectivamente.
Como U es sobreyectiva podemos seleccionar para cada i(i =1, ..., p)
un elemento w; €V tal que U(w;) = u;. Entonces obtenemos un conjunto
de p elementos {w,, w,, ..., w,}. Nétese que para cualquier i y j, w; 5% v;
puesto que de otra manera u; = U(w;) = U(v;) = 0 lo que es una con-
tradiccién. Por lo tanto, el conjunto

lB:{w,,wz,...,w,,,v,,...,vq}

contiene p + g elementos diferentes. Para demostrar el lema es suficiente
demostrar que 8 es una base para N(TU).
Demostraremos primero que 8 genera a N(TU). Como para toda w;

yvieng
TU(w;) =T(u;) =0 y TU(v;) =T(0) =0,
B C N(TU).
Ahora supéngase que v € N(TU). Entonces
0 =TU(v) =TUW)).

Asi, tenemos que U(v) €N(T) y existirdn escalares a,, 4., ..., a, tales
que

Uv) = aius + asus + ... + ayu,

U(aw; + aow. + ... + aw,).
Por lo tanto

Ulv — (@aw, + aw, + ... +aw,)) =0.
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Concluimos que v — (ayw, + ... + a,w,) estd en N(U). De aqui se sigue
que existen escalares by, b,, . .., b, tales que

v— (aw, +aw, + ... +aw,) =byv, +byv. + ...+ by

.
v=aw, +aw:.+ ... +aw, + bv, + by, + ... + by,

Por lo tanto 8 genera a N(TU).
Demostraremos ahora que B8 es linealmente independiente. Sean a,
@ ..., a4, by, by, ..., b, escalares arbitrarios tales que

aw, +aw, + ... +aw, +bv, T bv. + ... + by, =0. (6)
Aplicando U en ambos lados de la ecuacién (6), obtenemos
au, + au, + ... + au, = 0.

Como {u,, u,, ..., u,} es linealmente independiente, todas las a; son cero.

Asi, la ecuacién (6) se reduce a
byv, + by, + ... + by, = 0.

Ahora, la independencia lineal de {v, v,, ..., v,} implica que las b; son
todas cero. Concluimos entonces que B es una base para N(TU). Por lo
tanto, N(TU) es dimensionalmente finito y dim(N(TU)) = p + g = dim
(N(T)) +dim(N(U)). W

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.36. La demostracién requerird de un ar-
gumento de induccién matemética sobre el orden del operador diferencial
p(D). El caso de primer orden coincide con el Teorema 2.34. Entonces,
para algin entero n > 1 supéngase que el Teorema 2.36 se satisface para
cualquier operador diferencial de orden menor que »n y supdngase que se
tiene un operador diferencial p(D) de orden n. El polinomio p(¢) puede
descomponerse en un producto de dos polinomios

p() =q()(t—¢)
para algin polinomio ¢(¢) de grado n — 1 y para algin nimero comple-
jo c¢. Entonces, el operador diferencial dado puede reescribirse como
p(D) =¢q(D)(D — cl).

De acuerdo con el Lema 1, D — cl es sobreyectivo; por el corolario del
Teorema 2.34 dim(N(D — cl)) = 1; y por la hipétesis de induccién
dim(N(g(D)) = n — 1. Luego, al aplicar el Lema 2 concluimos que

dim(N(p(D))) = dim(N(q(D))) + dim(N(D — cl))
=mr—-—1)+1=n 1
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Corolario. Para cualquier ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes

constantes, el espacio solucion es un subespacio n-dimensional de C*.

El corolario del Teorema 2.36 reduce el problema de encontrar todas
las soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea de coeficien-
tes constantes de orden » al problema de encontrar el &onjunto de n solu-
ciones linealmente independientes de la ecuacién. Por los resultados del
Capitulo 1, cualquier conjunto tal debe ser una base para el espacio solu-
cién. El teorema siguiente nos permite encontrar rdpidamente una base
para muchas de estas ecuaciones. En los ejercicios se dan algunas sugeren-
cias para su demostracion.

Teorema 2.37. Dados n niimeros complejos distintos c,, C,, . .. , C, el conjun-
to de funciones exponenciales {e°, e, ..., e} es linealmente inde-
pendiente.

Corolario. Para cualquier ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes

constantes de orden n, si su polinomio auxiliar p(t) tiene n ceros distintos
Cy, Csy. . ., Cn, entonces el conjunio {evt, et ..., et} es una base para
el espacio solucion de la ecuacion.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Ejemplo 41. Encontremos todas las soluciones a la ecuacién diferencial
y' + 5y + 4y = 0.

Como el polinomio auxiliar p(#) se puede factorizar como (t+4)(+1),
p(?) tiene dos ceros distintos: —1 y —4. Entonces, {e’, e*} es una base
para el espacio solucién, y entonces cualquier solucién para la ecuacién
dada es de la forma

y(t) = b,et + b.e*! para algunas constantes b, y b..

Ejemplo 42. Encontremos todas las soluciones para la ecuacion dife-
rencial

y" + 9y = 0.

El polinomio auxiliar p(¢) =# + 9 puede factorizarse como p(?) =
(t — 3i)(¢ + 3i) y por lo tanto tiene ceros distintos ¢, = 3i, ¢, = —3i.
Asi, {e*!, e} es una base para el espacio solucién. Una base de mucho

mayor utilidad podria obtenerse aplicando el Ejercicio 7. Como

1 . .
cos 31 = —;—(63” + edit) 'y sen 3t= _2_i_(ezzt — edit),
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se deduce que {cos 3t, sen 3t} también es una base. Esta base tiene la
ventaja sobre la original de que consiste de las conocidas funciones seno
y coseno y no hace referencia al nimero imaginario i.

Ahora considérese la ecuacion diferencial
y'+2y+y=0,

para la cual el polinomio auxiliar es p(¢#) = (¢ + 1)%. Por el Teorema
2.35, et es una solucién a la ecuacién anterior. Por el corolario del
Teorema 2.36 su espacio solucién es bidimensional. Con el objeto de
encontrar una base para el espacio solucién, necesitameos encontrar una
solucién que sea linealmente independiente de e*. El lector podrd veri-
ficar que fe-' cumple con esta condicién y entonces {e*?, te*} es una base
para el espacio solucién. Este resultado puede generalizarse de la siguien-
te manera.

Teorema 2.38. Sea p(t) = (t — ¢c)*, donde c es un niimero complejo y n es
un entero positivo, el polinomio auxiliar de una ecuacion diferencial lineal
homogénea con coeficientes constantes. El conjunto

B = {e, tect, ..., t° et}
es una base para el espacio solucion.

DEMOSTRACION. Como el espacio solucién es n-dimensional necesitamos
Unicamente demostrar que 8 es linealmente independiente y que esti en el
espacio solucién. Primero obsérvese que para cualquier entero positivo k

(D — cl) (fet) = ket + cffett — cte!
= kf*~lecl.
Por lo tanto, para k < n,
(D — cl)*(Fet) = 0.

Y se tiene que 8 es un subconjunto del espacio solucién.
Ahora demostraremos que 8 es linealmente independiente. Considérese
cualquier combinacién de B tal que

b,rm1ect + by?et + ... + by te’t + byett =0 (8)

para algunos escalares b,, ..., b,. Dividiendo la ecuacién (8) por e,
obtenemos

byt + b2+ ... + byt + b, = 0. 9)

Por lo tanto, el lado izquierdo de la ecuacién (9) debe ser la funcién poli-
nomial cero, de donde concluimos que los coeficientes b,, b,, ..., b, son
todos cero. Luego, 8 es linealmente independiente y por lo tanto es una
base para el espacio soluciéon. i
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Ejemplo 43. Dada la ecuacién diferencial
y(i) — 4y(3) + 6y(2) — 4y(1) + y = 0,
deseamos encontrar una base para el espacio de soluciones. Como su

polinomio auxiliar es ,

p() =1 — 4P+ 6F — 41+ 1= (t— 1)4,

podemos concluir por el Teorema 2.38 que {e?, tef, f2e?, t*¢*} es una base
para el espacio de soluciones, de manera que cualquier solucién a la ecua-
cién dada es de la forma

y(t) = b,et + bitet + b,ret + b,tie!
para algunos escalares by, by, b; y b,.

La situacién més general (cuya demostracién dejamos como ejercicio)
puede enunciarse de la siguiente manera.

Teorema 2.39. Para una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes
cuyo polinomio auxiliar es

p(t) = (t —c)™(t —c)% ... (t— cx)m,

donde ny, n,, ..., 0y son enteros positivos y ¢, Ca, ..., Cx SOM niimeros
complejos distintos, el siguiente conjunto es una base para el espacio solu-
cion de la ecuacion:

{eat, tewt, .., tlent, .., ent, tewxt, ., tuleoxt},
Eiemplo 44. Considérese la ecuacién diferencial
y& — 4y@ 4 5y — 2y .= @,

Encontraremos una base para su espacio solucién. Como el polinomio au-
xiliar p(t) puede factorizarse como

pt) = —42 +5t—2= (1 — 1)*(1 — 2),

concluimos que el espacio solucién de la ecuacién diferencial anterior tiene
como base

{e, te*, e*t}.

Por ello cualquier solucién a la ecuacién dada es de la forma
y(1) = bie* + bate' + be**

para algunos escalares b,, b, y b,.

pa—
S
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EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a)

(b)
(c)
(d)

(e)

(£

(g)

El conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial }ineal homogé-
nea de orden n con coeficientes constantes es un subespacio n-dimen-
sional de C*.

El espacio de soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea
es el espacio nulo de un operador diferencial.

El polinomio auxiliar de una ecuacién diferencial lineal homogénea
con coeficientes constantes es una solucién a la ecuacién diferencial.
Cualquier solucién a una ecuacién diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes cs de la forma ae® o afe’* donde a y ¢ son
nimeros complejos y k es un entero positivo.

Cualquier combinacién lineal de soluciones a una ecuacién diferen-
cial lineal homogénea con coeficientes constantes es también una
solucién a la ecuacién dada.

Para cualquier ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficien-
tes constantes que tenga un polinomio auxiliar p(?), si ¢;, ¢, ..., Gk
son las distintas raices de p(7), entonces {e“, e, ..., e**} es una
base para el espacio de soluciones de la ecuacién diferencial dada.
Dado cualquier polinomio p(f) €P(C), existe una ecuacién diferen-
cial lineal homogénea con coeficientes constantes cuyo polinomio au-
xiliar es p(1).

Para cada uno de los incisos siguientes, determinar si el enunciado es verda-
dero o falso. Justificar la respuesta con una demostracién o en su caso con
un contraejemplo.

(a) Cualquier subespacio dimensionalmente finito de C® es el espacio
solucién de una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficien-
tes constantes.

(b) Existe una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes cuyo espacio solucién tiene como base a {1, £}.

—€c) Para cualquier ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes
constantes, si x es una solucién, también lo seri su derivada x'.
Dados dos polinomios p(¢) y g(f) en P(C), si x EN(p(D)) y Yy EN(q(D))

entonces

(d) x+ y€eN(p(D)q(D)).

(e) xy€N(p(D)q(D)).

Encontrar bases para los espacios de soluciones de las siguientes ecuaciones

diferenciales.
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(@ y+2y+y=0

(b)) Yy'=y

() Yy =2y +y=0

d Yy +2y+y=0

(e) y(3) — y(z) + 3y(1) + Sy = 0

Encontrar bases para los siguientes subespacios de C®.

(a) N(D*—D-—1)
(b) N(D*—3D2+3D— 1)
(c) N(D® + 6D* + 8D)

Demostrar que C* es un subespacio de (R, C).

(a) Probar que D: C”— C” es una transformacién lineal.
(b) Probar que cualquier operador diferencial es una transformacién li-
neal en C*.

Demostrar que si {x, y} es una base para un espacio vectorial sobre C,
entonces también lo es

1 1
{7(x + ), E(x - y)}-

Dada una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes
de segundo orden, supéngase que el polinomio auxiliar tiene raices complejas
conjugadas @ + ib y a — ib, donde a, b € R. Demostrar que {e** cos by,
€ sen bt} es una base para el espacio solucién.

Dada una coleccién de transformaciones lineales conmutativas por parejas
{Us, Uz, ..., U,} de un espacio vectorial V (es decir, transformaciones tales
que U;U; = U,U; para toda i, j), probar que para cualquier i = 1,2, ..., n.

N(U;) C N(U,U; .. .Uy).

Demostrar el Teorema 2.37 y su corolario. Sugerencia: Suponer que
bt + bye:t + ... + byet = (donde los c¢; son distintos).

Para demostrar que los b; son cero, aplicar induccién matemaética sobre n.
Verificar el teorema para n = 1. Suponiendo que el teorema es cierto para
cualquier n — 1 funciones, aplicar el operador D — ¢,l a ambos lados de
la ecuacién anterior para establecer el teorema para n diferentes funciones
exponenciales.

Demostrar el Teorema 2.39. Sugerencia: Primero verifiquese que la base
supuesta se encuentra en el espacio solucién. Luego verifiquese que este
conjunto es linealmente independiente por induccién matematica sobre k.
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El caso k = 1 es el Teorema 2.38. Suponiendo que el teorema se cumple
para k — 1 ¢; diferentes, apliquese el operador (D — ¢l)™ a cualquier
combinacién lineal de la base supuesta que sea igual a cero.

»

Sea V el espacio de soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogé-
nea de orden n con coeficientes constantes, cuyo polinomio auxiliar es p(t).
Demostrar que si p(r) = g(¢)h(t), donde g(t) y h(¢) son polinomios de
grado positivo, entonces

N(h(D)) = R(g(Dv)) = g(D)(V),

donde Dy: V — V esti definida mediante Dv(x) = x’ para x € V. Sugeren-
cia: Demostrar primero que g(D)(V) C N(h(D)). Entonces, probar que
los dos espacios tienen la misma dimensién finita.

Una ecuacién diferencial

Y® + @Guay™ + L+ ay® +ay=x

se denomina ecuacién diferencial lineal ro homogénea con coeficientes cons-
tantes si los coeficientes a; son constantes y el lado derecho de la ecuacién,
x, es una funcion que no es idénticamente nula.

(a) Demostrar que para- cualquier x €C® existe una y €C*® tal que y es
una solucién para la ecuacién anterior. Sugerencia: Utilizar el Le-
ma 1 del Teorema 2.36 para demostrar que si

p(t):tn+an—1tﬂ_1+...+alt+ao,

entonces p(D): C* — C™ es sobreyectiva.
(b) Sea V el espacio de soluciones para la ecuacion lineal homogénea

Y™+ .,y + L+ ay® + gy = 0.

Demostrar que si z es cualquier solucién a la ecuacién diferencial li-
neal no homogénea anterior, entonces el conjunto de todas las solu-
ciones a la ecuacién diferencial lineal no homogénea es

{z+y: yev}).

Dada cualquier ecuacién diferencial lineal no homogénea de orden n con
coeficientes constantes, demostrar que para cualquier solucién x y cualquier
LER si x(6) =X () = ... =x"V(4) =0, entonces x = 0 (la fun-
cién cero). Sugerencia: Emplear induccién matemitica sobre n. Primero
demostrar la conclusién para el caso n = 1. Luego, supbngase que es cierto
para ecuaciones de orden n — 1 y considérese una ecuacién de orden n
con polinomio auxiliar p(r). Descomponer p(f) como p(t) = q()(t — ¢)
para algin niimero complejo ¢ y un polinomio g(7) de grado n — 1. Sea
z = q(D)x. Demostrar que z(1,) =0 y que z es una solucién para la

ecuacién y’ — ¢y = 0. Concluir que z = 0. Ahora apliquese la hipétesis de
induccién.
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15. Sea V el espacio solucion de una ecuacién diferencial lineal homogénea de
orden n con coeficientes constantes. Fijar 7, € R y definir un mapeo &:
V — C® por

x(to)

x'(to)
D(x) = : para cada x € V.

x(n+ 1 )(to)

(a) Demostrar que & es lineal y que su espacio nulo es trivial. Deducir
que @ es un isomorfismo. Sugerencia: Usar el Ejercicio 14.

(b) Demostrar lo siguiente: Para cualquier ecuacién diferencial lineal ho-
mogénea de orden n con coeficientes constantes, cualquier %, €R y

cualesquiera nimeros complejos ¢y, ¢;, ..., cni (NO necesariamente
distintos), existe exactamente una solucién, x, a la ecuacién diferen-
cial dada tal que x® (4) = ¢, para k=0,1, ..., n— 1.

16. Movimiento pendular. Es bien sabido que el movimiento de un péndulo se
puede representar por la ecuacién diferencial

0" +30=0,
donde 6(¢) es el dngulo en radianes que el péndulo forma con una linea
vertical en el tiempo ¢ (ver Fig. 2.6) interpretado de tal modo que 6 sea

positivo si el péndulo estd a la derecha y negativo si el péndulo estd a la
izquierda de la linea vertical, desde el punto de vista del lector. En este

N

figura 2.6

caso [ es la longitud del péndulo y g es la magnitud de la aceleracién debi-
daa la gravedad. La variable 7 y las constantes / y g deben estar expresadas
en unidades compatibles, por ejemplo, ¢ en segundos, / en metros y g en
metros por segundo por segundo.

(a) Expresar una solucién arbitraria a esta ecuacién como una combina-
cién lineal de dos funciones reales fijas.
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(b) Encontrar la solucién unica de la ecuacion que satisface las condi-
ciones

9(0) =6,>0 y 6'(0) =0.

(El significado de lo anterior es que en un tiempo ¢ = O el péndulo estd
desplazado de la posicién vertical 4, radianes y tiene una velocidad cero.)

(c) Demostrar que al péndulo le toma 2= ‘/ Il" unidades de tiempo

para completar un recorrido completo de ida y vuelta. (Este lapso
se denomina periodo del péndulo.)

Movimiento Periédico de un Resorte con Amortiguamiento. Al principio
de esta seccién discutimos el movimiento de un resorte que oscila bajo la
suposiciéon de que la unica fuerza que actuaba sobre el resorte era la fuerza
debida a la tensién del mismo. Encontramos en este caso que la ecuacién
(3) describia el movimiento del resorte.

(a) Encontrar la forma general de todas las soluciones de la ecuacién (3).

Si analizamos el comportamiento de la solucién general del inciso (a), ve-
mos que la solucién es una funcién periédica. Por tanto la ecuacién (3)
indica que el resorte nunca cesara de oscilar. Sin embargo, sabemos por ex-
periencia, que la amplitud de la oscilacién decrece hasta que finalmente
el movimiento cesa. La razén por la cual la solucién del inciso (a) no expli-
ca este comportamiento es que hemos ignorado el efecto de la friccién sobre
el peso en movimiento. A bajas velocidades, tales como la que se estd
considerando, la resistencia del aire proporciona un ejemplo de amortigua-
miento viscoso —la resistencia es proporcional a la velocidad del peso en
movimiento pero en direccién opuesta. Para hacer una correccién a causa
de la resistencia del aire, debemos afadir a la ecuacién (2) el término —ry’.
La constante r > 0 depende del medio en el cual ocurre el movimiento
(en este caso el aire), y el término —ry’ tiene un signo negativo debido a
que la resistencia tiene siempre sentido opuesto al del movimiento. Luego
entonces, la ecuacién diferencial del movimiento es my” = —ry’ — ky; es
decir,
my” +ry + ky = 0.
(b) Encontrar la solucién general de esta ecuacion.
(c) Encontrar la solucién tnica del inciso (b) que satisface las condi-
ciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = v,.
(d) Para y(t) del inciso (c), demostrar que la amplitud de la oscilacién
decrece hasta llegar a cero; o.sea, demostrar que
lim y(#) = 0.

t—®

Al principio de esta seccién se enuncié que es util considerar las solucio-
nes de las ecuaciones diferenciales comc funciones complejas de variable
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real, aun cuando las soluciones que para nosotros tienen significado en el
sentido fisico son funciones reales. Justificar este punto de vista.
. . - . . . . . '
19. El siguiente conjunto de ejercicios no implican el uso de &lgebra lineal;
los enunciamos sélo para completar un poco més el tema.

(a) Demostrar el Teorema 2.31. Sugerencia: Utilizar induccién matema-
tica sobre el nimero de derivadas que tiene una solucion.
(b) Demostrar (i) e®% = e

(ii) e = —;c- para ¢, d€C.

(c) Demostrar el Teorema 2.33.

(d) Verificar la regla del producto de la diferenciacién para funciones
complejas de variable real: Para cualquier par de funciones diferen-
ciables x y y en F(R, C) el producto xy es diferenciable y

(xy) = xy + xy.

Sugerencia: Encontrar las partes reales e imaginarias de xy en tér-
minos de las x y las de y, luego proceder con la diferenciacién.

(e) Demostrar que si x€ F(R, C) y x’ = 0, entonces x es una funcién
constante.
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Capitulo 3

Operaciones elementales
en mMmatrices y sistermas de
ecuaciones lineales

Este capitulo estd dedicado al logro de dos objetivos relacionados entre
si:

1. El estudio de algunas operaciones “que conservan el rango” en
las matrices.

2. La aplicacién de estas operaciones y de la teoria de las transfor-
maciones lineales a la solucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Como una consecuencia del primer objetivo obtendremos un método sen-
cille para calcular el rango de una transformacién lineal entre espacios
vectoriales dimensionalmente finitos, aplicando las operaciones que con-
servan el rango a una matriz que representa dicha transformacién.

La solucién de sistemas de ecuaciones lineales es probablemente la
aplicacién mds importante del algebra lineal. El conocido método de eli-
minacién para resolver sistemas de ecuaciones lineales, que fue discutido
en la Seccién 1.4, implica la eliminacién de variables de manera que se
pueda obtener un sistema més sencillo. Esta técnica por medio de la cual
se eliminan las variables utiliza tres tipos de operaciones:

1. Intercambio de dos ecuaciones cualesquiera del sistema.
Multiplicacién de cualquier ecuacién del sistema por una constan-
te no nula.

3. Suma de un miltiplo de una ecuacién a otra ecuacién.

Veremos en la Seccién 3.3 que un sistema de ecuaciones lineales puede
ser expresado como una ecuacién matricial sencilla. En esta representacién
del sistema las tres operaciones mencionadas anteriormente son las “ope-
raciones elementales con los renglones” en las matrices. Estas operacio-
nes proporcionardn un método de calculo convenieate para determinar
todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.
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3.1

Operaciones en matrices y sistemas de ecuaciones lineales

OPERACIONES ELEMENTALES EN MATRICES
Y MATRICES ELEMENTALES

En esta seccion definiremos las operaciones elementales para matrices que
serdn empleadas a lo largo de este capitulo. En las secciones subsecuentes
estas operaciones seran utilizadas para obtener métodos sencillos de calcu-
lo, para determinar el rango de una transformacién lineal y las soluciones
de un sistema de ecuaciones lineales. Existen dos tipos de operaciones ma-
triciales elementales —operaciones sobre los renglones y operaciones sobre
las columnas. Como veremos a continuacién, las operaciones con los
renglones son de mayor utilidad. Estas operaciones surgen de las tres ope-
raciones que se pueden emplear para eliminar variables en un sistema de
ecuaciones lineales.

Sea A una matriz de m X n en un campo F. Recuérdese que A4 puede
considerarse como un arreglo de m renglones,

A,
%
41 -
A,
o como un arreglo de » columnas, 4 = (A%, A%, ..., A").

Definiciones. Sea A una matriz de m X n, como la anterior. Cualquiera de las

tres operaciones siguientes sobre los renglones [columnas] de A se deno-
mira operacion elemental sobre los renglones [columnas].

(a) Intercambio de dos renglones [columnas] cualesquiera de A.

(b) Multiplicacion de cualquier renglén [columnal de A por una
constante no nula.

(¢) Suma de cualquier miltiplo constante de un renglon [columnal
de A a otro renglén [columnal.

Cualquiera de las tres operaciones anteriores se denominard operaciép
elemental.

Las operaciones elementales serdn tipo 1, tipo 2 o tipo 3, dependiendo de
si se trata de (a), (b) o (c).

Ejemplo 1. Sea

1 2 3 4
A=12 1 —1 3
4 0 1 2
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El intercambio de A,, el segundo renglén de A, con A4,, el primer
renglén de A, es un ejemplo de una operacién elemental de tipo 1 sobre
los renglones. La matriz resultante es

21 —1 3
B=|1 2 3 4}
4 0 1 2

Asi también, la multiplicacién de 42, la segunda columna de A4, por
3 es un ejemplo de una operacién elemental sobre las columnas del tipo 2.
La matriz resultante es

1 6 3 4
C=|2 3 —1 3
4 0 1 2

Por ultimo, la suma de A,, el primer renglon de A, de cuatro veces
A, el tercer renglén de A, es un ejemplo de una operacién elemental con
renglones del tipo 3. La matriz resultante es

17 2 7 12
D=|21 -1 3}
4 0 1 2

Definicién. Una matriz elemental de n X n es una matriz obtenida al realizar
una operacion elemental en 1,. Se dice que la matriz es del tipo 1,2, 0 3
dependiendo de que la operacién realizada en 1, haya sido del tipo 1,
2 o 3, respectivamente.

Por ejemplo, el intercambio de los dos primeros renglones de I; pro-
duce la matriz elemental
10
E={1 0 o]
0 01
Nétese que E también se puede obtener mediante el intercambio de las
dos primeras columnas de I;. De hecho, cualquier matriz elemental puede
ser obtenida al menos de dos maneras —ya sea realizando una operacion
elemental con renglones en I, o realizando una operaciéon elemental con
columnas en I,. De igual manera

1 0 -2
01 0
0 0 1

es una matriz elemental, ya que puede obtenerse a partir de /; mediante
una operacién elemental con columnas del tipo 3 (afadiendo —2 veces
la primera columna de I; a la tercera) o mediante una operacién elemen-
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tal con renglones del tipo 3 (afiadiendo —2 veces el tercer renglén al
primero).

Nuestro primer teorema muestra que realizar una operacién elemental
en una matriz es equivalente a multiplicar la matriz por una matriz ele-
mental.

Teorema 3.1. Sea A € My..(F), y supdngase que B se obtiene a partir de A
al realizar una operacion elemental con renglones [columras]. Entonces
existird una matriz elemental E de m x m [n x n] tal que B = EA[B =
AEL De hecho, E se obtiene al realizar la operacion correspondiente con
renglones [columnas] en 1,,[1,]. Reciprocamente, si E es una matriz elemen-
tal de m X mn x n], entonces EA{AE] es una matriz que se puede obte-
ner realizando una operacion elemental con renglones [columnas] en A.

Antes de considerar una demostracién, consideraremos primero un
ejemplo para ilustrar el significado del teorema.

Eiemplo 2. Considérese la matriz B del Ejemplo 1. Esta matriz fue ob-
tenida a partir de 4 (en el Ejemplo 1) intercambiando los dos primeros
renglones de A. Realizando esta misma operacién en I.. obtenemos la
matriz elemental

010
E=|1 0 0)
0 01

Nétese que EA = B.

En la segunda parte del Ejemplo 1, C se obtiene a partir de A multi-
plicando la segunda columna de 4 por 3. Realizando esta misma operacion
en I,, obtenemos la matriz elemental

1

E =

S = O O
- O O O

0
0 3
00
00

Obsérvese que AE = C.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1. Supdngase que B se obtiene a partir
de A mediante una operacién elemental. Debemos considerar seis casos,
una por cada tipo de operacién con renglones y una por cada tipo de
operacién con columnas.

Supéngase que B se obtiene intercambiando los renglones p y g de
A(p < q) mediante una operacién elemental del tipo 1. Entonces

(a) B;;= Ay para i£Fpei#*q, yj=12,..., n
(b) B,;, = A, para j=1,2, ..., n
(c) By, = A, para j=1,2,..., n.
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Sea E la matriz elemental de m X m obtenida a partir de I,, intercambian-
do los renglones p y g de I,,. Entonces para i~ p e i ~q y para toda
ia<Lj<m):

E;=0 si iz£j
E;=1 sii=j.
Para i = p,
E,;=0 sijs#gq
E, = 1.
Para i = gq,
E;=0 sijsp
Ey=1.
Puesto que

(EA)”’ EElkAkja

k=1
para toda j se tiene que
(EA);; = =A,; sii#pog,
(EA),; = = Ay

(EA)q; = E pAm Ap;
De aqui que

Bi; = (EA); para toda i y toda j.

Esto establece el caso 1.

Si B se obtiene a partir de 4 mediante una operacién elemental con
renglones del tipo 2 o 3, entonces la demostracién es semejante y podri
realizarse como ejercicio.

Ahora supdngase que B se obtiene a partir de A realizando una ope-
racién elemental con las columnas de A. Entonces, por el Ejercicio 5, B¢
se puede obtener a partir de 4* mediante las correspondientes operaciones
elementales con renglones de A. Entonces, las partes anteriores de la de-
mostracién muestran que la matriz elemental M de n X n obtenida al
realizar el mismo tipo de operacién con renglones en I, tiene la propiedad
de que B’ = MA'’. Obsérvese que E = M' es una matriz elemental que
puede obtenerse realizando las operaciones elementales correspondientes
con columnas en /,. Entonces, B = (B!)! = (MA!)! = AM' = AE, esta-
bleciendo el mismo resultado para operaciones con columnas.

La demostracién de la proposicién reciproca se deja como ejercicio. i

Es un hecho de gran utilidad el que la inversa de una matriz elemental
es también una matriz elemental.



144 Operaciones en matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Teorema 3.2. Las matrices elementales son invertibles y la inversa de una
matriz elemental es una matriz elemental del mismo tipo.

DEMOSTRACION. En vista del hecho de que cualquier matriz elemental de
n X n puede obtenerse mediante operaciones elementales con renglones
en I,, s6lo necesitamos considerar tres casos —uno por cada tipo de ope-
racion.

Sea E una matriz elemental de n x n.

Caso 1. Supdngase que E se obtiene intercambiando los renglones p y
q de I,(p #= q), una operacién elemental del tipo 1. Resulta fécil verificar
que E* = I,,. Por lo tanto, E es invertible y, de hecho, E = E-, Esto esta-
blece el primer caso.

Caso 2. Supéngase que E se obtiene multiplicando el renglén p de I,
por una constante ¢ no nula, una operacién elemental del tipo 2. Como
¢ # 0, c tiene un inverso multiplicativo. Sea E la matriz elemental obte-
nida a partir de I, multiplicando el renglén p de I, por ¢'. Puede demos-

trarse facilmente que EE = EE = I,. Esto establece el segundo caso.

Caso 3. Supéngase que E se obtiene sumando al renglén p de I, ¢ veces
el renglén g de 1,, donde p =~ q y ¢ es cualquier escalar. Entonces E puede
obtenerse a partir de I, mediante una operacién elemental del tipo 3.
Obsérvese que I, puede obtenerse a partir de E mediante una opera-
cién elemental con renglones del tipo 3 —a saber, sumando al rengién p
de E - ¢ veces el renglén g de E. Por el Teorema 3.1 se tiene que existe

una matriz elemental E (del tipo 3) tal que EE = I, y por el Ejercicio 8
de la Seccién 2.4 E es invertible y E* = E. 1

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Una matriz elemental siempre es cuadrada.

(b) Los tnicos elementos de una matriz elemental son ceros y unos.

(c) La matriz identidad de n x n es una matriz elemental.

(d) El producto de dos matrices elementales de n x n es una matriz
elemental.

(e) La matriz inversa de una matriz elemental es una matriz elemental.

(f) La suma de dos matrices elementales de n X n es una matriz ele-
mental.

(g) La transpuesta de una matriz elemental es una matriz elemental.

(h) Si B es una matriz que se puede obtener realizando una operacién
elemental con renglones en una matriz 4, entonces B también puede
obtenerse realizando una ogperacién elemental con columnas en A.
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(i) Si B es una matriz que se puede obtener realizando una operacion
elemental con renglones en una matriz 4, entonces 4 se puede obte-
ner realizando una operacién elemental con rengiones en B.

Sean

1 2 3 1 0 3 1 0 3
A4={1 o 1), B=(1 -2 1), y c={0 -2 —2
1 —1 1 1 -3 1 1 -3 1

Encontrar una operacién elemental que permita transformar a 4 en B y
otra que transforme a B en C. Por medio de varias operaciones elementales
adicionales transformar a C en [,

Demostrar la aseveracién hecha en la pagina 141. Una matriz elemental de
n x n puede obtenerse al menos de dos maneras —ya sea realizando una
operacién elemental con renglones en I, o realizando una operacion ele-
mental con columnas en I,.

Demostrar que E es una matriz elemental si y s6lo si E* lo es.

Sea A una matriz de m X n. Demostrar que si B puede obtenerse a partir
de A mediante una operacion elemental con renglones [columnas], enton-
ces B! puede obtenerse a partir de A mediante la operacién elemental
correspondiente con renglones [columnas].

Completar la demostracion del Teorema 3.1.

Verificar la aseveracién hecha en el Caso 1 de la demostracion del Teore-

ma 3.2: Si E es una matriz elemental de n x n del tipo 1, entonces E* = I.

Verificar que para la matriz E definida en la demostracién del Caso 2 del
Teorema 3.2 EE = EE = I,.

Demostrar que cualquier operacion elemental con renglones [columnas] del
tipo 1 puede obtenerse mediante una sucesion de tres operaciones elemen-
tales con renglones [columnas] del tipo 3 seguida por una operacién ele-
mental con renglones [columnas] del tipo 2.

Demostrar que cualquier operacién con renglones [columnas] del tipo 2 pue-
de obtenerse dividiendo algin renglén [columna] por un escalar no nulo.

Demostrar que cualquier operaciéon elemental con renglones [columnas] del
tipo 3 puede obtenerse restando un miltiplo de algin rengléon [columna]
de otro renglén [columna].
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3.2 EL RANGO DE UNA MATRIZ Y LA INVERSA DE UNA MATRIZ

En esta seccién definiremos el rango de una matriz, y utilizaremos enton-
ces las operaciones elementales para calcular el rango de una matriz o
de una transformacién lineal. La secciéon concluird con un procedimiento
para calcular la inversa de una matriz invertible.

Definicién. Si A €My, (F), definimos el rango de A, que escribiremos ran-
go(A), como el rango de la transformacion lineal L,: F*— F™,

Un gran nimero de resultados sobre el rango de las matrices se deriva
de inmediato a partir de los hechos correspondientes sobre las transfor-
maciones lineales. Un resultado importante de este tipo, que se deriva del
Teorema 2.20 y del Corolario 2 del Teorema 2.21, es que una matriz de
n X n es invertible si y sélo si su rango es n.

Nos gustaria que la definicién anterior satisficiera la condicién de que
el rango de una transformacién lineal fuese igual al rango de cualquier
matriz que represente dicha transformacién. Nuestro primer teorema mues-
tra que, de hecho, esta condicién se satisface.,

Teorema 3.3. Sea T: V— W una transformacion lineal entre espacios vecto-
riales dimensionalmente finitos y sean B y y bases ordenadas para V' y
W, respectivamente. Entonces, rango(T) = rango([T]}).

DEMOSTRACION. Esta es s6lo una manera de reenunciar el Ejercicio 18
de la Secci6n 2.4. W

Corolario 1. Sea A una matriz de m x n. Si P y Q son respectivamente ma-
trices invertibles de m x m y n X n, entonces rango(PAQ) = rango(A).
En particular rango(PA) = rango(AQ) = rango(A).

DEMOSTRACION. Sea B = PAQ. En virtud del Ejercicio 12 de la Seccién
2.5, existen espacios vectoriales V y W, bases 8, 8’ para V y v, ¥ para
W'y una transformacién lineal T: V—> W tal que 4 = [T, y B =[T1}.
Entonces por el Teorema 3.3

rango(PAQ) = rango(B) = rango(T) = rango(4). W

Corolario 2. Las operaciones elementales con renglones y columnas en una
matriz conservan el rango.

DEMOSTRACION.  Si la matriz B se obtiene a partir de la matriz 4 me-
diante una operacién elemental con renglones, entonces existe una matriz
elemental E tal que B = EA. De acuerdo con el Teorema 32, E es
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invertible y por tanto rango(B) = rango(A4) por el Corolario 1. Por lo
tanto, las operaciones elementales con renglones conservan el rango. La
demostracién de que las operaciones elementales con columnas no alteran
el rango se deja como ejercicio. W

El Teorema 3.3 relaciona intimamente el rango de una transformacién
lineal con el rango de una matriz. Como las matrices son herramientas
utiles para estudiar las transformaciones lineales, es importante desarrollar
un método para calcular el rango de una matriz. Esta serd nuestra siguien-
te tarea.

Teorema 3.4. El rango de cualquier matriz es igual al mdximo nimero de co-
lumnas linealmente independientes de dicha matriz; esto es, el rango de
una matriz es la dimension del subespacio generado por las columnas
de dicha matriz.

DEMOSTRACION. Para toda A € My, (F),

rango(A) = rango(L,) = dim(R(L,)).

Sea B8 = {e,, e, ..., e,}, la base ordenada estandar para F. Entonces 8
genera a F* y entonces
R(Ly) = L{La(er), Lu(ez), ..., La(en)}.
Pero hemos visto que L,(e;) = A7, la columna j-ésima de 4. Por lo tanto
R(Li) = L{A*, A2, ..., A"}.
Entonces
rango(A4) = dim(R(Ls)) = dim(L{4Y, 42, ..., A"}). B

Ejemplo 3. Sea

1 01

A=[0 1 1}
1 01

Obsérvese que la primera y la segunda columnas de A son linealmente
independientes y que la tercera columna es una combinacién lineal de las
dos primeras. Entonces

Iy 0 1
rango(A) =dim|L {0}, 1], [} =2,
1 0 1

Para calcular el rango de una matriz 4, a menudo es util posponer
el empleo del Teorema 3.4 hasta que 4 se haya modificado adecuada-
mente por medio de operaciones elementales con renglones y columnas de
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tal manera que el nimero de columnas linealmente independientes sea
evidente. El Corolario 2 del Teorema 3.3 garantiza que el rango de la
matriz modificada es el mismo que el rango de 4. Una de estas modifica-
ciones de A4 se puede obtener mediante el uso de operaciones elementales
con columnas y renglones hasta introducir elementos nulos. El ejemplo
siguiente ilustra este procedimiento.

Ejemplo 4. Sea
1 21
A=|1 0 3|
112

Si restamos el primer renglén de 4 de los renglones 2 y 3 (operaciones
elementales tipo 3 con renglones), se tiene como resultado

1 2 1
0 —2 2}
0 —1 1

Si ahora restamos dos veces la primera columna de la segunda y la prime-
ra columna de la tercera (operaciones elementales tipo 3 con columnas)
obtenemos

1 00
0 -2 2|
0o —1 1

Es ahora evidente que el nimero maximo de columnas linealmente inde-
pendientes de esta matriz es 2. Por lo tanto, el rango de A es 2.

El siguiente teorema utiliza este proceso de modificacién de una matriz
por medio de operaciones elementales con renglones y columnas para
transformarla a una forma particularmente simple. La fuerza de este teore-
ma se puede ver en sus corolarios.

Teorema 3.5. Sea A una matriz de m X n de rango r. Entonces r < m, r < n,

Y por medio de un numero finito de operaciones elementales con renglo-
nes y columnas A se puede transformar en una matriz D tal que

(a) Dj; =0 para i=+£j,
(b) D=1 para i <,
(c) D=0 para i > r.

El teorema anterior y sus corolarios son muy importantes. Su demos-
tracién, aunque fécil de entender, es bastante tediosa. Como ayuda para
seguir la demostracién consideraremos primero un ejemplo.
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Ejemplo 5. Considérese la matriz

0 2 4 2
A=444 8 0f

8 2 0 10 2

6 3 2 91

Por medio de una sucesién de operaciones elementales con renglones y
columnas transformaremos a 4 en una matriz D tal como lo establece el
Teorema 3.5. Escribiremos muchas de las matrices intermedias, pero en
algunas ocasiones transformaremos una matriz a partir de la anterior me-
diante varias operaciones elementales simultineas. El nimero sobre la
flecha indicard cuintas operaciones se han involucrado; tratese de iden-
tificar la naturaleza de cada operacién (si se hizo sobre un renglén o
sobre una columna y el tipo de operacién).

024 2 2 4 44 80 111 20
444 80l o244 22,0024 22,
_ —_

8§ 2 0 10 2 8 20 10 2] s 20 10 2]~
6 32 9 1 6 3 2 1 6 3 2 9 1

1 1 20 1 0 0 00
0 2 4 22,00 2 a4 22|,
— —
0 —6 —8 —6 2 0 —6 —8 —6 2
0 —3 —4 —3 ] 0 —3 —4 —3 |
1 0 0 00 1 0000 10000
0 2 11,001 211, (o100 0],
— — —
0 —6 —8 —6 2 00408 00408
0 —3 —4 —3 | 0020 4 0020 4
1 0000 1000 0 1000 0
o1000|, o1000|, 01000
— — = D.
0010 2 0010 2 00100
00204 00000 00000

En virtud del Corolario 2 del Teorema 3.3, rango(A4) = rango(D), pero
es evidente que rango(D) = 3; asi rango(A) = 3. Nétese que las dos
primeras operaciones elementales dan como resultado un 1 en la posicién
1, 1 y las siguientes operaciones (tipo 3) dan como resultado ceros, en
todas las posiciones del primer renglén y primera columna a excepcién de
la posicién 1, 1. Las operaciones elementales subsecuentes no producen
cambios en el primer renglén ni en la primera columna. Con este ejem-
plo en mente procederemos a la demostracién.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.5. Si A es una matriz nula, r = 0 por
el Ejercicio 3. En este caso se concluye que D = A4.

Ahora, supdéngase que A4 = O y r = rango(A); entonces r > 0. La
demostracién se hara por induccién matemadtica sobre m, el nimero de
renglones de 4.

Supéngase que m = 1. Por medio de a lo més una operacién con
columnas del tipo 1 y una operacién con columnas del tipo 2, A puede
ser transformada en una matriz con un 1 en la posicién 1, 1, y por medio
de a lo mas » — 1 operaciones con columnas del tipo 3, esta matriz puede
ser transformada a su vez en la matriz

D=(,0,0,...,0).

Notese que existe un maximo de una columna linealmente independien-
te en D. Por lo tanto rango(D) = rango(A4) = 1 de acuerdo con el Coro-
lario 2 del Teorema 3.3 y el Teorema 3.4. Por lo tanto, el teorema queda
establecido para m = 1.

Ahora supdngase que el teorema se cumple para cualquier matriz con
un maximo de m — 1 renglones (para algin m > 1). Demostraremos que
el teorema se cumple para cualquier matriz con m renglones.

Supéngase que 4 es cualquier matriz de m x n. Si n = 1, el Teorema
3.5 se demuestra de una manera aniloga que para m = 1. (Véase el
Ejercicio 10.)

Supondremos que 7 > 1. Como A # O, A;; = 0 para algin i, j. Por
medio de a lo méis una operacién con renglones y una operacién con
columnas (ambas del tipo 1) se puede colocar un elemento no nulo en la
posicién 1, 1 (tal como se hizo en el Ejemplo 5). Por medio de a lo més
una operacién adicional del tipo 2 podemos asegurar un 1 en la posicién
1, 1. (Véase la segunda operacién en el Ejemplo 5.) Por medio de un
maximo de m — 1 operaciones con renglones del tipo 3 y n — 1 opera-
ciones con columnas del tipo 3 podemos eliminar a todos los elementos
no nulos del primer renglén y la primera columna, con excepcién del 1
en la posicién 1, 1. (En el Ejemplo 5 utilizamos dos operaciones con
renglones y tres operaciones con columnas para poder alcanzar este estado.)

Por tanto, con un ntimero finito de operaciones elementales, A puede
transformarse en una matriz
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donde B’ es una matriz de (m — 1) x (n — 1). En el Ejemplo 5,

2 4 22
B=|-6 —8 —6 2|
-3 —4 -3 1

Por el Ejercicio 11, B’ tiene un rango una unidad menor que el de B.
Como rango(A) = rango(B) = r, rango(B’) =r — 1. De acuerdo con
la hipétesis de induccion r — 1 <n—1y r—1<m — 1. Por lo tanto,
r<myr<n

También por la hipétesis de induccién, B’ puede transformarse por
medio de un numero finito de operaciones elementales con renglones y
columnas en una matriz D’ de (m — 1) x (n — 1) tal que

(D);; =0 si i=£],
D) =1 sii<r—1,
(D) =0 sii>r

Esto es, que D’ consta totalmente de ceros a excepcion de las primeras
r — 1 posiciones de la diagonal principal que tienen unos. Sea

Vemos que el teorema se establece una vez que queda demostrado que D
puede obtenerse de B por medio de un nimero finito de operaciones ele-
mentales con renglones y columnas. Pero esto se obtiene aplicando repe-
tidas veces el Ejercicio 12.

Asi, como A puede ser transformada en B y B puede ser transformada
en D, ambas mediante un nimero finito de operaciones elementales, en-
tonces A puede ser transformada en D mediante un nimero finito de
operaciones elementales.

Finalmente, como D’ contiene unos en las primeras r — 1 posiciones
sobre la diagonal principal, D contiene unos en las primeras r posicio-
nes sobre su diagonal principal y ceros en el resto de ellas. Luego entonces,
D,=1sii<r,D, =0sii>r,y Dy =0 sii+#j Esto establece el
teorema. [l

Corolario 1. Sea A una matriz de m x n de rango r. Entonces existen matrices
invertibles B y C de dimensiores m x m y n x n, respectivamente, tales
que D = BAC donde D es una matriz de m x n que satisface
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(a) Dy;=0 si i54],
(b) Dii = 1 Si l S I,
(c) D=0 sii>r.

DEMOSTRACION. De acuerdo con el Teorema 3.5, A puede ser transfor-
mada en la matriz D mediante un nimero finito de operaciones elementales
con renglones y columnas. Podemos recurrir al Teorema 3.1 cada vez que
realicemos operaciones elementales. Entonces, existirin matrices elemen-
tales de m x m E,, E,, ..., E, y matrices elementales de n x n G,
G,, ..., G, tales que

D =E,E,, ... EEAGG, ...G,

De acuerdo con el Teorema 3.2, todas las E; y G; son invertibles. Sean
B=EFE,,...E, y C=G,...G, Entonces, de acuerdo con el Ejer-
cicio 2 de la Secciéon 2.4 B y C son invertibles y D = BAC. 1

Corolario 2. Sea A una matriz arbitraria de m x n.

(a) Rango(A') = rango(A).

(b) El rango de cualquier matriz es igual al nimero mdximo de
renglones linealmente independientes de dicha matriz; esto es, el
rango de una matriz es la dimensién del subespacio generado
por los renglones de la matriz.

(c) Los renglones y las columnas de cualquier matriz generan sub-
espacios de la misma dimension, numéricamente iguales al rango
de la matriz.

DEMOSTRACION.

(a) Por el Corolario 1 existen matrices invertibles B y C tales que
D = BAC, donde D satisface las condiciones enunciadas en el corolario.
Tomando las transpuestas tenemos

D' = C'A'B".

Puesto que B y C son invertibles, también lo son B! y C’, en virtud del
Ejercicio 3 de la Seccién 2.4. Entonces, por el Corolario 1 del Teore-

ma 3.3,
rango(A') = rango(C'A'B') = rango(D').

Supdngase que r = rango(A). Entonces D! es una matriz de n x m
que satisface las condiciones del Corolario 1 y, por tanto, rango(D!) = r
por el Teorema 3.4. Asi,

rango(A') = rango(D') = r = rango(4).

Esto establece (a).
Las demostraciones de (b) y (c¢) se dejan como ejercicios. [l
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Corolario 3. Cualquier matriz invertible es un producto de matrices elementales.

DEMOSTRACION. Si A es una matriz invertible de n X n, entonces ran-
go(A) = n, y entonces por el Corolario 1 existen matrices invertibles B
y C tales que D = BAC, donde D;; =0 para i~j y D;; =1 para
1 < i < n. Entonces D = I,; esto es, I, = BAC.

En la demostracién del Corolario 1 nétese que B = E,Ep, ... E; y
C = GG, ... G, donde las E; y las G; son matrices elementales. Enton-
ces A = B,C*=B'C,y asi A=E}E} ... E})G}G}.... G;'. Pero
la inversa de una matriz elemental es elemental y por lo tanto A es el
producto de matrices elementales. [l

Utilizaremos al Corolario 2 para relacionar el rango de un producto
de matrices con el rango de cada factor. Nétese cé6mo la demostracién
emplea la relacién entre el rango de una matriz y el rango de una trans-
formacién lineal.

Teorema 3.6. Sean T: V—>W y U: W — Z transformaciones lineales en es-
pacios vectoriales dimensionalmente finitos V, Wy Z, y sean A’y B matrices
tales que AB estd definido. Entonces

(a) rango(UT) < rango(U) .

(b) rango(UT) < rango(T) .

(c) rango(AB) < rango(A).

(d) rango(AB) < rango(B) .
DEMOSTRACION. Claramente se ve que R(T) C W y por lo tanto

R(UT) = UT(V) = U(R(T)) C U(W) = R(U).
Entonces
rango(UT) = dim(R(UT)) < dim(R(U)) = rango(U).

Esto establece el inciso (a).
De acuerdo con el inciso (a)

rango(AB) = rango(L,s) = rango(Lsls) < rango(L,) = rango(4).

Esto establece el inciso (c).
En virtud del inciso (c) y del Corolario 2 del Teorema 3.5

rango(AB) = rango((A4B)!) = rango(B‘4') < rango(B*) =rango(B).

Esto establece el inciso (d).
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Sean «, By y bases ordenadas para V, W y Z, respectivamente, y sean
A =[Ul,y B = [T]ff_ Entonces A’B’ = [UT]" de acuerdo con el Teore-
ma 2.12. Por lo tanto, por el Teorema 3.3 y el inciso (d),

rango(UT) = rango(A4’B’) < rango(B’) = rango(T).
Esto establece el inciso (b). W

Veremos posteriormente que es importante poder calcular el rango de
cualquief matriz. Podemos emplear el Corolario 2 del Teorema 3.3, los
Teoremas 3.4 y 3.5 y el Corolario 2 del Teorema 3.5 para llevar a cabo
nuestro propdsito.

El objetivo es utilizar operaciones elementales con renglones y colum-
nas en una matriz para “simplificarla” (de tal modo que la matriz trans-
formada tenga muchos ceros) hasta que una observacién sencilla nos
permita determinar cuantos renglones o columnas linealmente indepen-
dientes tiene la matriz y asi determinar su rango.

Ejemplo 6.

(a) Sea
A:(l 2 1 3).

Notese que los renglones de A son linealmente independientes pues uno
no es multiplo del otro. Luego, rango(4) = 2.
(b) Sea
1 3 11
A={1 0 1 1
0300
En este caso hay varias maneras para proceder. Supéngase que principia-

mos con una operacioén elemental con renglones para obtener un cero en
la posicién 2, 1. Restando el primer renglén del segundo, obtenemos

1 311
0 -3 00
0 300

Ahora nétese que el tercer renglén es un multiplo del segundo, y que el
primero y el segundo renglones son linealmente independientes. Por tanto,
rango(A) = 2.

Como un método alternativo, nétese que la primera, la tercera y la
cuarta columnas de A4 son idénticas y que la primera y la segunda colum-
nas de 4 son linealmente independientes. Por lo tanto, rango(4) = 2.
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(c) Sea
1 2 31
A=]2 1 1 1}
1 -1 10
Utilizando diversas operaciones elementales con renglones y columnas, obte-

nemos la siguiente secuencia de matrices:

1 2 3 1 1 2 3
0 -3 -5 —1},{0 =3 =5
0o —3 =2 -1 0 0 30

1 0 0 0 1 0 0O
0 -3 -5 1), vy 0 -3 0 0]).
0 0 3 0 0 0 3 0

Es claro que la dltima matriz tiene tres renglones linealmente independien-
tes y, por lo tanto, su rango es 3.

1
1

b

En sintesis, realicense operaciones en renglones y columnas hasta que
la matriz se haya simplificado lo suficiente, de tal manera que el maximo
nimero de renglones o columnas linealmente independientes se haga evi-
dente.

La Inversa de una Matriz

Hemos afirmado que una matriz de n X n es invertible si y sélo si su
rango es n. Como ya sabemos como calcular el rango de cualquier matriz,
ya podemos determinar si una matriz es o no invertible. Proporcionaremos
ahora una técnica sencilla para calcular la inversa de una matriz, la cual
empleard operaciones elementales con renglones.

Definicién. Sean A y B matrices de m x n y de m X p, respectivamente. Por
matriz aumentada (A | B) entenderemos la matriz de m x (n + p)

(A, ..., A" B, ..., B?),

donde A' y Bi significan la i-ésima columna de A y la j-ésima columna
de B, respectivamente.

Sea A una matriz invertible de n x n y considérese la matriz aumen-
tada C = (4 |I,,) de n x 2n. En virtud del Ejercicio 15 tenemos

A7C = (A7A | A]) = (I, | A7), (D
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Por el Corolario 3 de] Teorema 3.5, A~ es el producto de matrices ele-
mentales, digamos A = E,E,, ... E,. Entonces la Ecuaciéon (1) se trans-
forma en

EEy, ... Ex(A|L,) = AC = (I, | 4%).

Como multiplicar a una matriz por la izquierda por una matriz elemental
transforma a la matriz en la misma forma que una operacién elemental
con renglones (Teorema 3.1), tenemos el siguiente resultado: Si 4 es una
matriz invertible de n x n, entonces es posible transformar la matriz
(A |1,) en la matriz (I, | A*) por medio de un nimero finito de opera-
ciones elementales con renglones.

Reciprocamente, supongase que A4 es invertible y que la matriz (A4 | I.)
puede ser transformada en la matriz (I, | B) mediante un nimero finito de
operaciones elementales con renglones. Sean E,, E,, ..., E, las matrices
elementales asociadas con estas operaciones elementales con renglones como
en el Teorema 3.1; entonces

E,...E:E\(A|L) = (I.|B). (2)
Haciendo M = E, ... E.E,, tenemos de la ecuacién (2) que
M(A|I,) = (MA|M) = (I.| B).

Por lo tanto MA =1, y M = B, y se tiene entonces que M = A, Asi
B =M = A, Asi se tiene el siguiente resultado: Si A es una matriz
invertible de n X n 'y si la matriz (A |1,) se transforma en una matriz de
la forma (1, | B) por medio de un niimero finito de operaciones elemen-
tales con renglones, entonces B = A

El ejemplo siguiente ilustra este procedimiento.

Ejemplo 7. Calcularemos la inversa de la matriz

0 2 4
A=|2 4 2]
3 31
(El lector puede verificar que rango(A4) = 3 para estar seguro de que A
es invertible.) Para calcular 4-* debemos utilizar operaciones elementales
con renglones para transformar la matriz
024100
4iD=1{2 4 2 01 0
331001
en (I|A). El método mas eficiente para llevar a cabo esta transforma-

cién es transformar sucesivamente las columnas de A4, empezando por la
primera columna, en la correspondiente columna de /. Como necesitamos
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un elemento no nulo en la posicién 1,1, principiaremos intercambiando
los renglones 1 y 2. El resultado es

2 42010

02410 0}

331001
A fin de colocar un 1 en la posicién 1,1 debemos multiplicar el primer
renglén por %; esta operacién nos da

1210140

02410 0f

331001

Ahora completamos nuestra labor sobre la primera columna al sumar al
tercer rengléon —3 veces el primero para obtener

1 2 10 %0
0o 2 41 0 0]
0 -3 -2 0 —3 1
Para transformar la segunda columna de la matriz anterior en la segun-
da columna de I multiplicaremos el renglén 2 por % para obtener un 1
en la posicién 2,2. Esta operacion da
1 2 1 0 4
0 1 23 0
0 -3 -2 0 —3

Podemos ahora completar el trabajo en la segunda columna sumando —2
veces el renglén 2 al renglon 1 y 3 veces el renglén 2 al renglon 3.

El resultado es
1 0 -3 —1 3 0
01 2 % 0 0}
00 4 3 —31
Unicamente queda por transformar la tercera columna. Para colocar

un 1 en la posicién 3,3 multiplicamos el renglén 3 por %; esta operacion
da

0
0]
1

10 -3 —1
01 2 % 0
00 1 § —% %

La suma de multiplos apropiados del rengléon 3 a los renglones 1 y 2
completa el proceso y da

o O
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1 00  —3 3
010 — 3} -4
001 § -} i
Entonces
¥ % 3
at=-% 3 )
t ¥ 1% \

El ser capaces de calcular la inversa de una matriz nos permite calcu-
lar el inverso de una transformacion lineal. El ejemplo siguiente muestra
la técnica.

Ejemplo 8. Sea T: P,(R) - P,(R) definida mediante T(f) =f-+ f +
f”, donde f' y f” son la primera y la segunda derivadas de f. Se puede
demostrar facilmente que N(T) = {0}, de manera que T es invertible. To-
mando 8 = {1, x, x2}, tenemos

1 1 2
[Tl,=(0 1 2]
0 01
Y encontramos que la inversa de la matriz es
1 -1 0
0 1 -2
o o0 1

Pero ([T]g)~* = [T']g por el Corolario 1 del Teorema 2.21. Por lo tanto,
por el Teorema 2.16, tenemos que

\
T (ay + anx + ax?) = (ay — ay) + (a, — 2a,)x + ax*.

EJERCICIOS
1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) El rango de una matriz es igual al nimero de sus columnas no nulas.

(b) El producto de dos matrices siempre tiene rango igual al menor de
los rangos de las dos matrices.

(c) La matriz cero de m x n es la Unica matriz de m x n de rango O.

(d) Las operaciones elementales con renglones conservan el rango.

(e) Las operaciones elementales con columnas no necesariamente conser-
van el rango.
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(f) El rango de una matriz es igual al mdximo nimero de renglones li-
nealmente independientes de la matriz.

(g) La inversa de una matriz se puede calcular exclusivamente por medio
de operaciones elementales con renglones.

(h) EI rango de una matriz de n x n es a lo més n.

(i) Una matriz de n x n de rango n es invertible.

Encontrar el rango de las matrices siguientes:

(@ /1 10 b /1 1 0 © /1 0 2
01 1 21 1 (114)
110 111

@ (1 2 1 e (1 2 311
(242) 14 012

02 —30 1
10 000

(f) 1 20 1 @ /1 1 0 1
2 41 0 220 2
3 6 2 51 1101
-4 —8 1 =3 1 1101

Demostrar que para cualquiera matriz 4 de m X n, rango(A4) = 0 si y sdlo
si A es la matriz nula.

Utilizar operaciones elementales con renglones y columnas para transformar
cada una de las matrices siguientes en una matriz D que satisfaga las condi-
ciones del Teorema 3.5, y luego determinar el rango de cada matriz.

@ /1 1 1 2 ® [/ 21
20 —1 2 -1 2
11 12 2 1

Para cada una de las siguientes matrices calcular el rango y la inversa, si
ésta existe.

@ (1 2 ® /0 —2 4 © 1 21
(1 1) 1 1 -1 -1 1 2
2 4 =5 1 01
@ /1 2 0 e (1 0 1 1
1 01 1 1 -1 2
11 1 2 0 1 o0
0
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6.

10.

11.

12.
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Para cada una de las siguientes transformaciones lineales T, determinar si
T es invertible y calcular T si existe.

(a) T: P.(R) = P,(R) definida por T(f) = f" +2f — f
(b) T: R*— R® definida por

T(ay, a), a3) = (a1 + 2a. + as, —a, + a. + 2a;, a, + as)
(c) T: R*—> P,(R) definida por
T(aly az, a3) = (al + a + a3) + (a], — Q2 + ag)x + a1x2

Expresar la matriz invertible
1 21
(l 01
\t 12

como un producto de matrices elementales.

Sea A una matriz de m X n. Demostrar que si ¢ es cualquier escalar no
nulo, entonces rango(cA) = rango(A4).

Completar la demostracién del Corolario 2 del Teorema 3.3 demostrando
que las operaciones elementales con columnas conservan el rango.

Demostrar el Teorema 3.5 para el caso en que 4 es una matriz de m x 1.

Sea

donde B’ es una submatriz de m x n. Demostrar que si rango(B) =r,
entonces rango(B’) =r — 1.

Sean B’ y D’ matrices de m x n 'y sean B y D las matrices de (m + 1) X
(n+ 1) definidas por

110 0 10 0
0] 0!
0! 01



13.

14.

15.

16.

3.3
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Demostrar que si B’ puede transformarse en D’ mediante una operacién
elemental con renglones [columnas], entonces B puede transformarse en D
mediante una operacién elemental con renglones.

Demostrar los incisos (b) y (c) del Corolario 2 del Teorema 3.5.

Sean T, U: V— W transformaciones lineales. Demostrar que

(a) R(T+ U) CR(T) + R).

(b) Si W es dimensionalmente finito, entonces rango(T + U) < rango(T)
+ rango(U).

(c) Deducir del inciso (b) que, para cualquier par de matrices Ay B
de m x n, rango(A4 + B) < rango(A4) + rango(B).

Si A y B son matrices de n renglones, demostrar que M(4 | B) = (MA |
MB) para cualquier matriz M de m X n.

Demostrar que si B es una matriz de 3 X 1y C una matriz de 1 X 3 enton-
ces el rango de la matriz BC de 3 x 3 es a lo mas 1. Reciprocamente,
demostrar que si 4 es cualquier matriz de 3 X 3 con rango 1, entonces
existen una matriz B de 3 x 1 y una matriz C de 1 x 3 tales que 4 = BC.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES:
ASPECTOS TEORICOS

Esta seccién y la siguiente estdn dedicadas al estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales, los cuales se presentan de manera natural tanto en las
ciencias fisicas como en las sociales. En esta seccion aplicaremos los re-
sultados del Capitulo 2 para describir a los conjuntos solucién de los
sistemas de ecuaciones lineales como subconjuntos de un espacio vectorial.
En la Seccién 3.4 se utilizaran operaciones elementales con renglones para
proporcionar un método de célculo para encontrar todas las soluciones a
tales sistemas.
El sistema de ecuaciones

Ay Xy -+ apaXx, + 0 + ay,x, = by
A%y + Ay2%y + o + ayx, = b,
L4

(s)

Am1Xy + AmaXs e R ol S bm’

donde a;; y bi(1 <i<my 1 <j< n) son elementos de un campo F
y Xy, X2, - .., Xp SOR P variables que toman valores en F, se denomina un
sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sobre el campo F.
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La matriz de m x n

Am1  *° Qmg

se llama la matriz de coeficientes del sistema (S).
Si expresamos a X y B como

X1 b,

X bm
entonces el sistema (S) se puede reescribir como una ecuacién matricial
Unica
AX = B.
Para utilizar los resultados que hemos desarrollado hasta ahora, a menu-
do consideraremos a un sistema de ecuaciones lineales como una ecuacién

matricial dnica.
Una solucién del sistema (S) es una n-dimensional

tal que As = B. El conjunto de todas las soluciones del sistema (S) se
llama conjunto solucion del sistema.
Ejemplo 9.

(a) Considérese el sistema

X+ x,=3

Xy — X2 — 1.
Utilizando técnicas conocidas podemos resolver el sistema anterior y con-
cluir que existe una solucién unica: x, = 2, x, = 1; es decir,

s:@).

El sistema puede escribirse de forma matricial como

G )@ =0):



Sistemas de ecuaciones lineales: aspectos teéricos 163

A=<i _i)y B:(?).

(b) Considérese

entonces

2x, +3x.+ x;=1
X, — X3+ 2x; = 6

o bien,
Xy

2 31 1
x2= .

1 —1 2 6
X3

Este sistema tiene muchas soluciones tales como

—6 8
s=| 2 y s=|—4}
7 -3

(c) Considérese

x, +x,=0
X +x,=1;

(1 \N/x\ _ (O
1 1 /\x)  \1/)
Es evidente que este sistema no tiene soluciones y entonces vemos que

un sistema de ecuaciones lineales puede tener una, muchas o ninguna
solucién.

o bien,

Debemos ser capaces de reconocer cuindo un sistema tiene soluciones
y luego ser capaces de describir todas las soluciones. Esta seccién y la
siguiente estardn dedicadas a este fin.

Principiaremos nuestro estudio de sistemas de ecuaciones examinando
el tipo de sistemas “homogéneos” de ecuaciones lineales. Como veremos
posteriormente (Teorema 3.7), el conjunto de soluciones de un sistema
homogéneo de m ecuaciones lineales con n inc6gnitas forma un subespacio
de F°, Podemos entonces aplicar la teoria de los espacios vectoriales a
este conjunto de soluciones. Por ejemplo, se puede encontrar una base
para el espacio solucién y cualquier solucién puede expresarse como una
combinacion lineal de los vectores de la base.

Definicién. Se dice que un sistema AX = B de m ecuaciones con n incognitas

es homogéneo si B = 0; de lo contrario se dice que el sistema es no
homogéneo.
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Todo sistema homogéneo tiene al menos una solucién, a saber,
0

0
Esta solucién se denomina la solucién trivial. El siguiente resultado pro-

porciona més informacién sobre el conjunto de soluciones de un sistema
homogéneo.

Teorema 3.7. Sea AX = 0 un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con
n incégnitas sobre un campo F. Sea K el conjunto de todas las soluciones
para AX = 0. Entonces K = N(Ly); por lo tanto, K es un subespacio de
Fr de dimension n — rango(Ly) = n — rango(A).

DEMOSTRACION. K = {s€F": As = 0} = N(L,). La segunda parte se si-
gue del Teorema 2.3. W

Corolario. Si m < n el sistema AX = 0 tiene una solucion no trivial.

DEMOSTRACION. Supéngase que m < n. Entonces rango(A4) = rango(L,)
< m, y entonces dim(K) = n — rango(L,) > n — m > 0. Como dim(K)
> 0, K = {0). Luego, existe s € K, s 7 0. Entonces s es una solucién no
trivial para AX = 0. W

Ejemplo 10.
(a) Considérese el sistema

X, +2x, +x;, =0
X, — X, — x3=0.

/12 1y
A*(l -1 ~1>

la matriz de coeficientes. Es evidente que rango(A4) = 2. Si K es el
conjunto solucién del sistema, entonces dim(K) =3 — 2 = 1. Luego,
cualquier solucién no nula serd una base para K. Por ejemplo, como

1
-2
3

Sea

es una solucién,
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es una base. Entonces cualquier elemento de K es de la forma

1 t
tH-=21=|-2t)
3 3t

donde 7 €R.

(b) Considérese al sistema x; — 2x, + x; = 0 de una ecuacién ccn
tres incognitas. Si 4 = (1, —2, 1) es la matriz de coeficientes, rango(A4)
= 1. Por lo tanto, si K es el conjunto solucién, dim(K) =3 — 1 = 2.
Notese que

2 1
0 —1

son elementos de K linealmente independientes. Por lo tanto constituyen
una base para K, tal que

2 1
K= tl 1 +t2 O: t,,tZER-
0 —1

En la Seccion 3.4 expondremos métodos explicitos de cilculo para
encontrar una base para el conjunto solucién de un sistema homogéneo.

Ahora pasaremos al estudio de los sistemas no homogéneos. Nuestro
siguiente resultado muestra que el conjunto de soluciones de un sistema no
homogéneo AX = B puede expresarse en términos del conjunto de solu-
ciones del sistema homogéneo AX = 0. Nos referiremos a la ecuacién
AX = 0 como al sistema homogéneo correspondiente a AX = B.

Teorema 3.8. Sea K el conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales
AX = B y sea Ky el conjunto solucion del sistema homogéneo corres-
pondiente AX = 0. Entonces para cualquier solucion s de AX =B

K={}+Ky={s+k: kekKyl

DEMOSTRACION.  Sea s cualquier solucién de AX = B. Demostraremos que
K = {5} + Ku. Si w€ K, entonces Aw = B. De aqui que A(w — s5) =
Aw — As = B — B = 0. Entonces w — s € Kyg. Luego, existe k € Ky tal
que w — § = k, de manera que w = s + k € {s} + Ky, y por lo tanto

K < {5} + K.

Reciprocamente, supdéngase que w€ {s} + Ky entonces w=s + k
para alguna k € K. Pero entonces Aw = A(s + k) = As + Ak=B + 0
= B, de manera que w € K. Por lo tanto {s} + Ky C K y entonces K =
{s} T Ku. W
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Ejemplo 11,
(a) Considérese el sistema

xn+2x +x,= 7
X, — Xy — X3 = —4,

El sistema homogéneo correspondiente al anterior es el sistema dado en
el Ejemplo 10(a). Puede comprobarse ficilmente que

1

4

es una solucion del sistema no homogéneo anterior. Asi, el conjunto solu-
cién del sistema es

1 1
K= 1]+1t}—-2): teR
4 3

por el Teorema 3.8.
(b) Considérese al sistema x, — 2x, + x; = 4. El sistema homogé-
neo correspondiente a este sistema estd dado en el Ejemplo 10(b). Como

4

s una solucién de este sistema, el conjunto completo de soluciones K se
puede escribir como

4 2 1
K=lo)+el1)+al o) ¢,1, e RS-
0 0 —1

Aun cuando se haya reservado la Seccién 3.4 para métodos de célculo,

el teorema siguiente nos proporciona un medio para calcular las soluciones
de ciertos sistemas de ecuaciones.

Teorema 3.9. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones y n incognitas. Si A es
invertible, entonces el sistema tiene exactamente una solucion, que serd
A'B. Inversamente, si el sistema tiene unicamente una solucion, entonces
A es invertible.

DEMOSTRACION.  Supdngase que A es invertible. Sustituyendo 4-'B en el
sistema, tenemos A(A'B) = (AA')B = B, de manera que A7'B es una
soluci6n. Si s es una solucién arbitraria, entonces As = B y al multiplicar
ambos lados por A-' se tiene que s = A-'B. Por tanto, el sistema tiene
una y sblo una solucién, que es 4-'B.
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Reciprocamente, supéngase que el sistema tiene exactamente una solu-
cién 5. Sea Ky el conjunto solucién para el sistema homogéneo correspon-
diente AX = 0. Por el Teorema 3.8, {s} + Ky, pero esto sélo puede
tenerse cuando Ky = {0}. Entonces N(L,) = {0} y por lo tanto A4 es
invertible. 1B

Ejemplo 12. Considérese el siguiente sistema de 3 ecuaciones con tres
incognitas:
2x, + 4x; =2
(S) 92x; + 4x; + 2x, =3
3x; +3x, + x;=1.

En el Ejemplo 7 calculamos la inversa de la matriz de coeficientes A de
este sistema, por lo que (S) tiene exactamente una solucion:
bo- a2\ i
x,|=A4"'B=|—% 3 —4l3]= 3]
X3 ¥~ A\ —1

Utilizaremos esta técnica para resolver sistemas de ecuaciones lineales
cuyas matrices de coeficientes son invertibles en la aplicacién que da fin
a esta seccion.

En el Ejemplo 9(c) vimos un sistema de ecuaciones lineales que no
tenia solucién. Estableceremos ahora un criterio para determinar cuando
un sistema tiene soluciones. Este criterio involucra el rango de la matriz
de coeficientes del sistema AX = B y el rango de la matriz (4 | B). A la
matriz (A | B) se le denomina matriz aumentada del sistema AX = B.

Teorema 3.10. Sea AX = B un sistema de ecuaciones lineales. Entonces el
sistema tiene al menos una solucioén si y solo si rango(A) = rango(A | B).

DEMOSTRACION. Decir que AX = B tiene solucién, equivale a decir que
B €R(L,). En la demostraciéon del Teorema 3.4 vimos que R(L,) = L{A4%,
A2, ..., A"}, es el subespacio generado por las columnas de A. En-
tonces AX = B tiene una solucién si y s6lo si B pertenece a dicho sub-
espacio. Pero B€L{A', A%, ..., A"} siy solo si L{A4%, A2, ..., 6 A"} =
L{A', A%, ..., A", B}. Esta (ltima proposicion es equivalente a
dim(L{4*, 42, ..., A"} = dim(L{4", 4%, ..., A", B}).
Y de acuerdo con el Teorema 3.4, la ecuacién anterior se reduce a

rango(A) = rango(4 |B). W
Ejemplo 13. Recuérdese el sistema de ecuaciones
x, +x,=0
x, +x.=1

del Ejemplo 9(c).
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Puesto que

_(1 1 _ (1 10
A“(l 1) y (A’B)—(1 1 1)’

rango(4) = 1 y rango(A4 | B) = 2. Como los rangos no son iguales, el
sistema no tiene soluciones.

Ejemplo 14. Utilizaremos el Teorema 3.10 para determinar si (3, 3, 2)
estd en el rango de la transformacién lineal T: R*— R* definida por

T(ay, @z, a3) = (ay +a: + a3, a, — a + as, a, + a;).

Pero tenemos que (3, 3, 2) €R(T) si y sblo si existe un vector s = (x,,
X2, X3) € R® tal que T(s) = (3, 3, 2). Tal vector s debera ser una solucién
del sistema

Xy +x,+x;=3

Xy, — X+ x; =3

X, + x; = 2.

Como los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz aumentada de
este sistema son 2 y 3, respectivamente, se tiene que este sistema no tiene
soluciones. Por lo tanto, (3, 3, 2) €R(T).

Una aplicacién

En 1973 Wassily Leontief gané el Premio Nobel de Economia por su
trabajo en el desarrollo de un modelo matemético que se puede utilizar
para describir diversos fenémenos econémicos. Terminaremos esta seccién
aplicando algunas de las ideas que hemos estudiado para ilustrar dos casos
especiales de su trabajo.

Principiaremos considerando una sociedad sencilla constituida por tres
personas (empresas): un campesino que produce todos los alimentos, un
sastre que hace todo el vestido y un carpintero que construye todo lo de
la vivienda. Supondremos que las tres personas venden y compran en un
abasto central y que todo lo que se produce se consume. Como ningin
producto entra o sale del sistema, en este caso se trata del modelo cerrado.

Cada uno de los tres individuos consumird de cada uno de los tres
productos producidos dentro de la sociedad. Supdngase que la proporcion
de cada uno de los productos consumidos por cada una de las personas esta
dada en el cuadro siguiente. Nétese que cada una de las columnas del
cuadro deben sumar 1.

Alimentacion Vestido Vivienda
Campesino 0.40 0.20 0.20
Sastre 0.10 0.70 0.20

Carpintero 0.50 0.10 0.60
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Sean p., p. ¥ ps Tespectivamente los ingresos del campesino, del sastre
y del carpintero. Para tener la certeza de que esta sociedad sobrevive, se
requiere que el consumo de cada individuo sea igual a su ingreso. En el
caso del campesino, este requisito puede traducirse en la ecuacion
0.40p, + 0.20p, + 0.20p; = p;. Entonces necesitamos considerar el sis-
tema de ecuaciones lineales

0.40p, + 0.20p, + 0.20p; = p,
0.10p, + 0.70p, + 0.20p; = p.
0.50p1 + 0.10p2 + 0.60?3 = Pa

o su equivalente, AP = P, donde

P
P=\{p,

Ps

y A es la matriz de coeficientes del sistema. Dentro de este contexto A4
se denomina matriz de consumo 'y AP = P la condicion de equilibrio.

Para matrices B y C del mismo tamafio utilizaremos la notacién
B > C[B > C] para indicar B;; > C;;[Bi; > Ci;] para toda iy j B se
denominara no negativa [positival si B > O[B > O], donde O es la matriz
nula.

Al principio puede parecer razonable reemplazar la condicién de equi-
librio por la desigualdad AP < P, esto es, la condicién que el consumo
no exceda a la produccién. Pero de hecho AP < P implica que AP = P
en el modelo cerrado, pues de otra manera existiria una k para la cual

pr > 2 Aripj.
i
Por tanto, como las columnas de 4 suman 1,
Spi>234ip = S(ZA4i)pi = Zpis
i i g j i i

lo cual es una contradiccion.
Una solucién del sistema homogéneo (I — A)X = 0 equivalente a la
condicién de equilibrio es
0.25
P=[035]
0.40

Podemos interpretar este hecho como indicando que la sociedad sobrevivira
si el campesino, el sastre y el carpintero tienen ingresos en la proporcion
25:35:40 (o 5:7:8).

Noétese que no estamos interesados simplemente en una solucién no
trivial al sistema, sino en una que sea no negativa. Por ello debemos consi-
derar si el sistema (I — A)X = 0 tiene o no una solucién no negativa,
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donde A sea una matriz no negativa cuyas columnas suman 1. Un teore-
ma 1til en este aspecto [cuya demostracién puede encontrarse en la publi-
cacién “Aplicaciones de las Matrices a Modelos Econémicos y a las
Interrelaciones de las Ciencias Sociales” de Ben Noble, Proceedings of the
Summer Conference for College Teachers on A pplied Mathematics (1971),
CUPM, Berkeley, California] se enuncia a continuacioén.

Teorema 3.11. Sea A una matriz de consumo de n X n de la forma

(B C
*=(b &)
donde D es una matriz positiva de 1 x (n — 1) y C es una matriz positiva

de (n — 1) x 1. Entonces (I —A)X = 0 tiene un conjunto de soluciones
unidimensional generado por un vector no negativo.

Obsérvese que toda matriz de consumo positiva satisface la hipétesis
de este teorema. La matriz siguiente también la satisface.

0.75 0.50 0.65
0 025 035
025 025 0

En el modelo abierto suponemos que existe una demanda externa para
cada uno de los productos producidos. Volviendo a nuestra sociedad sen-
cilla, sean x,, x, y x, las cantidades de alimento, vestido y vivienda produ-
cidas en funcién de las demandas externas d\,, d; y d;. Sea A la matriz
de 3 X 3 tal que A;; representa la proporcién del producto i consumido
en producir el producto j. Entonces el superdvit de alimentos en la so-
ciedad es

X1 — (Allxl + Ax, + Al.'ix:i),

esto es, la cantidad de alimentos producidos menos la cantidad de alimen-
tos consumidos para producir los tres productos. La suposicion de que
todo lo producido se consume nos da una condicién de equilibrio similar
para el modelo abierto, esto es, que los superavits de cada uno de los
tres productos deben ser iguales a las correspondientes demandas externas.
Por lo tanto

3
xi — D Ayx; = d; para j =1, 2y 3,
=1

En general, debemos encontrar una solucién no negativa para el siste-
ma (I — A)X = D, donde A y D son matrices no negativas y la suma
de los elementos de las columnas de 4 no es mayor que uno. Es ficil
ver que si (I — A)~! existe y es no negativa, entonces la solucién deseada
sera (I — A)'D.

Recuérdese que para un nimero real a,laseriel +a+ a>+ ... con-
verge a (1 —a) si |a| < 1. De la misma manera puede demostrarse
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(utilizando el concepto de convergencia de matrices desarrollado en la
Seccién 5.3) que la serie I + A4 + A* + ... converge a (I — A)™ si A"
ccnverge a la matriz nula. En este caso (I — A)~* serd no negativa puesto
que las matrices I, A, A%, ... son no negativas.

Para ilustrar el modelo abierto, supéngase que el 30% de los alimen-
tos se utiliza para producir alimentos, 20% para producir vestido y 30%
para la vivienda. De la misma forma, supdngase que el 10% del vestido
se destina a la produccién de alimentos, 40% para producir vestido y
10% para la vivienda. Finalmente, supéngase que 30% de la vivienda
se utiliza para producir alimentos, 20% para producir vestido y 30%
para la produccién de la vivienda. Entonces, la matriz de consumo es

0.30 0.20 0.30
A=[0.10 040 0.10}
0.30 0.20 0.30
y entonces
070 —0.20 —0.30 20 1.0 1.0
I—A=[—010 060 —0.10 y U—A)'=[05 20 05])
—0.30 —020 0.70 1.0 1.0 2.0

Como (I — A)~* es no negativa podemos encontrar una solucién no nega-
tiva (Unica) para (I — A)X = D para cualquier demanda D. Por ejemplo
si

30
D—|20)
10
entonces
90
X=(—A4)'D=|60]|-
70

Entonces, se debe producir un volumen de produccién de 90 unidades de
alimentos, 60 unidades de vestido y 70 unidades de vivienda para satis-
facer una demanda de 30 unidades de alimentos, 20 unidades de vestido
y 10 unidades de vivienda.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Cualquier sistema de ecuaciones lineales tiene al menos una solucion.
(b) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene como maximo una solucion.



172

Operaciones en matrices y sistemas de ecudaciones lineales

(c)
(d)
(e)
()

(g)

(h)

Cualquier sistema homogéneo de ecuaciones lineales tiene al menos
una solucién.

Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas tiene
como maximo una solucioén.

Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas tiene al
menos una solucién.

Si el sistema homogéneo correspondiente a un sistema de ecuaciones
lineales dado tiene una solucidn, entonces el sistema dado tiene una
solucion.

Si la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de r ecuaciones
lineales con n incégnitas es invertible, entonces el sistema carece de
soluciones triviales.

El conjunto solucién de cualquier sistema de m ecuaciones lineales
con n inc6gnitas es un subespacio de F.

Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, encontrar
la dimensién y una base para el conjunto solucién.

(a) {

X, +x,— x3=0 ® (2x,+ x,— x3=0

4x1+X2_ZX3:0 Xl— X2+ xg:o

x, +2x, —2x; =0

© x;+2x;—3x;+x,=0 (d {x1+2xz:0

x,— x,=0

Utilizando los resultados del Ejercicio 2 encontrar todas las soluciones de
los siguientes sistemas.

(a) {

©

X+ x,— x3=1 (b) (2x,+ x,— x3=35

4x, + x, — 2x; =3 X, — X, + x;=1

x; +2x, — 2x;, =4

X, +2x, —3x; +x, =1 (d) {x1+2x2: 5

X, — X, =—I1

Sea A la matriz de coeficientes de

(a)
(b)
(c)

x,+2x, —x; =5
x4+ x,+x;=1
2x; — 2x, + x; = 4.
Demostrar que A es invertible.

Calcular 4.
Utilizar A~* para resolver el sistema.

Dar un ejemplo de un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas con un
numero infinito de soluciones.
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Sea T: R*— R? definida por T(a, b, ¢) = (a + b, 2a — c). Describir
{(1, 11)}.

Determinar cual de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales tiene so-
lucién.
(a) X+ x,— x3+2x,=2 (b) {x,—i—xz— x; =1

X, + x4+ 2x, =1 2x; + x5 + 3x; =2
2x, + 2x, + x3+2x, =4

© (x1+2x,+3x; =1 (d) X+ x3+3x;—x,=0
x,+ x,— x3;=0 X1+ x4+ x3+x,=1
x,+2x,+ x3=3 X, —2x, + x3—x, =1

4x, + x, +8x; —x, =0

Demostrar que un sistema AX = B de m ecuaciones lineales con n incég-
nitas tiene solucién si y sélo si B €R(L,). .

Demostrar o dar un contraejemplo al siguiente enunciado: Si la matriz de
coeficientes de un sistema de m ecuaciones lineales con » incégnitas tiene
rango m, entonces el sistema tiene una solucién.

En el modelo cerrado de Leontief con alimentacion, vestido y vivienda como
industrias basicas, supdngase que la matriz de consumo es

e 3

75 % Ts

A=\7% &t 5|
1

LI B
(En qué proporcién deben producir el campesino, el sastre y el carpintero
de manera que se alcance el equilibrio?

En la representacién del modelo abierto de Leontief, supongase que

1
3
1
3
y que el vector de demanda es D = ( . (Cuénto de cada producto se

debera producir para satisfacer esta demanda?

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES:
ASPECTOS DE CALCULO

* En la Seccién 3.3 obtuvimos una condicién necesaria y suficiente para que

un sistema de ecuaciones lineales tenga soluciones (Teorema 3.10) y
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aprendimos cémo expresar las soluciones de un sistema no homogéneo en
términos de las soluciones del sistema homogéneo correspondiente (Teo-
rema 3.8). Este tltimo resultado nos permite determinar todas las solu-
ciones de un sistema dado si podemos encontrar una solucién de dicho
sistema y una base para el conjunto solucién del sistema homogéneo corres-
pondiente. En esta seccién utilizaremos las operaciones elementales con
renglones para alcanzar estos dos objetivos. La esencia de esta técnica es
transformar un sistema dado de ecuaciones lineales en un sistema que
tenga las mismas soluciones pero que sea mas facil de resolver (como
en la Seccién 1.4).

Definicién. Dos sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas se llaman
equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.

El siguiente teorema y su corolario nos proporcionan un método 1til
para obtener sistemas equivalentes.

Teorema 3.12. Sea (S): AX = B un sistema de m ecuaciones lineales con n
incognitas 'y sea C cualquier matriz invertible de m x m. Entonces el
sistema (S'): (CA)X = CB es equivalente a (S).

DEMOSTRACION. Sea K el conjunto de soluciones para (S) y K’ el con-
junto de soluciones para (8’). Si w €K, entonces Aw = B. Luego entonces,
CAw = CB y por lo tanto w € K’. Entonces K C K’.

Reciprocamente, si w € K/, entonces CAw = CB. En consecuencia,
Aw = C*(CAw) = C*(CB) = B y asi w€ K. Entonces K’ C K, y por
lotanto K = K'. |}

Corolario. Sea AX = B un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.
Si (A’ | B’) se obtiene a partir de (A |B) mediante un niimero finito de
operaciones elementales con renglones, entonces el sistema A'’X = B’ es
equivalente al sistema original.

DEMOSTRACION. Supéngase que (A4’ | B’) se obtiene de (4 | B) por me-
dio de operaciones elementales con renglones. Estas se pueden realizar
multiplicando por matrices elementales de m x m E,, ..., E,. Sea C =
E, ... E;; entonces (A'|B’) = C(A4|B) = (CA|CB), y como todas
las E; son invertibles también lo es C. Ahora bien, A’ = CA y B’ = CB.
Luego, por el Teorema 3.12, el sistema A’X = B’ es equivalente al siste-
ma AX=B. R

Ejemplo 15. Para encontrar todas las soluciones de

X, +2x, + x3— x4=2
X+ x4+ x, =3
3x, + 2x, + 3x; — 2x, =1,
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construimos la matriz aumentada

121 —1 2
111 03
323 —2.1

del sistema y la simplificamos mediante una secuencia de operaciones ele-
mentales con renglones de la siguiente manera.

(a) Colocamos 1 en el primer renglén, primera columna. (Esto es

ya el caso.)

(b) Por medio de operaciones del tipo 3, utilizamos el primer ren-
gléon para obtener ceros en las posiciones restantes de la primera
columna, La matriz que se obtiene es

1 21 —1 2
0 —1 0 1 1
0 —4 0 1 =5
Para las operaciones restantes ya no se utiliza el primer renglén.
(c) Luego (utilizando los renglones restantes) colocamos un 1 en
el segundo renglén y en la columna lo mas a la izquierda posible —en
este caso la segunda columna. Entonces hacemos operaciones con
renglones del tipo 3 para obtener ceros en las posiciones restantes de
esta columna. Estas operaciones dan
1 01 1 4
010 —1 —1
000 —3 -9
(d) Para terminar, utilizando Gnicamente el renglén restante, coloca-
mos un 1 en el tercer renglén y la columna lo més a la izquierda po-
sible, en este caso la cuarta columna. Por medio de operaciones del
tipo 3, usamos este 1 para producir ceros en la cuarta columna, y
asi obtenemos

Esta ultima matriz puede ser traducida a un sistema de ecuaciones
x4+ x; =1
X, =2
Xy =3

equivalente al sistema dado. Evidentemente x, = 2 y x, = 3, pero x; y
x; pueden tener cualquier valor siempre que su suma sea 1. Haciendo
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X; = 1, tenemos entonces que x, = 1 — ¢. Luego, una solucién arbitraria
tiene la forma

I —1t 1 -1
21 12 A o
t 0 1
3 3 0

Obsérvese que
—1

S = O

es una base para el sistema de ecuaciones homogéneo correspondiente al
sistema dado.

En el ejemplo anterior realizamos operaciones elementales con renglo-
nes en la matriz aumentada del sistema hasta obtener la matriz aumentada
de un sistema con las propiedades 1, 2 y 3 dadas en la pagina 29. Esa
matriz tiene un nombre especial.

Definicién. Se dice que una matriz es escalonada por renglones si se satisfacen

las tres condiciornes siguientes:

(a) Cualquier renglén que tenga un elemento no nulo precederd a
cualquier renglon (si es que existe alguno) donde todos los ele-
mentos sean ceros.

(b) El primer elemento no nulo de cada renglon es el iinico elemento
no nulo en su columna.

(¢) El primer elemento no nulo en cada renglén es 1 y aparece en
una columna que estd a la derecha del 1 que encabeza a cual-
quier renglon anterior.

Ejemplo 16.

(a) La primera matriz del Ejemplo 15(d) es una matriz escalonada
por renglones. Nétese que el primer elemento no nulo de cada renglén es
1 y que la columna que lo contiene tiene ceros en el resto de los elemen-
tos. También véase que cada vez que nos desplazamos hacia abajo a un
nuevo renglon, debemos desplazarnos cuando menos una (y posiblemente
mds) columna(s) hacia la derecha para encontrar el primer elemento no
nulo del nuevo renglén.
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(b) Las siguientes matrices no son escalonadas por renglones:

1 10
01 0p
1 01

porque la primera columna contiene mas de un elemento no nulo;

010 2
1 00 1)
0011

porque el primer elemento no nulo del segundo renglén no estd a la
derecha del primer elemento no nulo del primer renglon; y

2 00
01 0)
porque el primer elemento no nulo del primer renglén no es 1.

La facilidad con que resolvimos el sistema final de ecuaciories del
Ejemplo 15, se debe al hecho de que la matriz aumentada de este sistema
es una matriz escalonada por renglones. Presentaremos en seguida un
procedimiento para resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales para
el cual la matriz aumentada sea una matriz escalonada por renglones. Sin
embargo, primero estableceremos que toda matriz puede ser transformada
en una matriz escalonada por renglones mediante operaciones elementales
con renglones.

Teorema 3.13. Toda matriz puede ser transformada en una matriz escalonada
por renglones por medio de un nimero finito de operaciones elementales
con renglones.

DEMOSTRACION. La demostracién se hara por induccién sobre el nimero
de columnas de la matriz. Dejaremos como ejercicio la demostracion del
resultado para matrices de una columna. Supéngase que la conclusion es
valida para matrices que tienen n columnas, para algin entero n > 1, y
sea A una matriz de m x (n + 1). Escribase A4 en la forma A =
(A4’ | B), donde B es la Gltima columna de A y A’ es la matriz de m X n
obtenida al suprimir la Gltima columna de 4. Por la hipétesis de induc-
cién, A’ puede ser transformada en una matriz Q escalonada por renglo-
nes por medio de un nimero finito de operaciones elementales con renglo-
nes. Sea C el producto de las matrices elementales que corresponden a
estas operaciones con renglones. Entonces

CA=C(A'|B) = (CA’"|CB) = (Q | B"),
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donde B’ = CB. Claramente (Q | B') es una matriz escalonada por ren-
glones a menos que contenga un renglén de la forma (0 ... 0 a) donde
a # 0. Multiplicando a tal renglén por a', sumando miltiplos adecuados
de este renglén a los otros renglones y realizando el intercambio adecua-
do de renglones, para alguna j podemos transformar (Q | B’) en una ma-
triz (Q | e;) escalonada por renglones por medio de un ndmero finito de
operaciones elementales con renglones. Esto completa la induccién. i

Puede demostrarse (véase el Ejercicio 9) que a toda matriz le corres-
ponde una dnica matriz escalonada por renglones; esto es, si por distintas
secuencias de operaciones elementales con renglones se transforma a la
matriz en matrices Q y Q’, ambas escalonadas por renglones, entonces

Q=9
Describiremos ahora un método para resolver un sistema en el que

la matriz aumentada sea una matriz escalonada por renglones. Para ilus-
trar el procedimiento, consideremos al sistema

2%, 4+ 3x;, + x3; +4x, — x5 =17

X+ x4+ x3+ x4 —3x5= 6

X+ x4+ x34+2x, —5x5= 8

2x, + 2x, + 2x; + 3x, — &x5 = 14

para el que la matriz aumentada es

2 31 4 —9 17
1111 —3
1112 —5 s
2 223 —8 14

La siguiente secuencia de matrices obtenida por operaciones con renglones
ilustra cémo se transforma a la matriz aumentada en una matriz escalo-
nada por renglones:

1111 -3 6 11 11 =36
231 4 —9 17 01 —1 2 —3 5
1112 -5 8 loo o1 —2 2/
2223 —8 14 00 01 —2 2
10 2 —1 01 10 20 —2 3
01 —1 2 —35 01 —1 0 1 1
00 0 22 oo o1 —2 2
00 0 0 00 00 00 00
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El sistema de ecuaciones (equivalente al original) asociado con esta ultima
matriz (considerada corao matriz aumentada) es

x, +2x; —2x;=3
X, — X3 + xs=1
X, — 2x5 = 2.

Nétese que hemos ignorado al dltimo renglén pues estd totaimente formado

por ceros.
Para resolver un sistema para el cual la matriz aumentada toma la forma
escalonada, dividase a las variables x,, x.,. . ., x; en dos conjuntos. El primer

conjunto consta de cada una de las variables que aparecen méis a la
izquierda en las ecuaciones del sistema (en este caso el conjunto es
{x,, x2, x.}). El segundo conjunto consta del resto de las variables (en
este caso, {x;, x;}). A cada variable del segundo conjunto se le asigna
un valor paramétrico t,, t,, ... (xs = t,, X; = 1,) y se resuelve para las
variables del primer conjunto en términos de las del segundo:

Xy = —2x;+2xs+3=—-2¢t, +2t,+ 3

X, = X;— x5+ 1= t,— t,+ 1
Xy = 2xs + 2 = 2t, + 2.
Asi, una solucién arbitraria, s, es de la forma
X, —2t, +2t,+ 3 3 -2 2
xz tl - t2 + 1 1 1 _1
s=|x;}= t =|0]+¢| 1)+t O}

X4 2t, + 2 2 0 2
Xs t 0 0 1

donde ¢, t, € R. Nétese que

—2 2
1 —1
1, 0
0 2
0 1

forma una base para el conjunto de soluciones correspondiente al sistema
de ecuaciones homogéneo.

Para utilizar este procedimiento para resolver un sistema de m ecua-
ciones con n incégnitas AX = B, véase primero si rango(A) = rango
(A | B). Si esta igualdad no se satisface, entonces el sistema no tiene
soluciones. En seguida (siempre que el sistema tenga soluciones) utilicense
operaciones elementales con renglones para transformar la matriz aumen-
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tada (4 | B) en una matriz escalonada por renglones (A4’ | B'). Descér-
tense los renglones nulos en (A’ | B’) y escribase de nuevo el sistema de
ecuaciones asociado con (A’ [ B’). Resuélvase el sistema como se hizo
anteriormente y se obtendrd una soluci6n arbitraria de la forma

S=8 + thu, + o, + ... F b,

donde m’ es el nimero de renglones no nulos en A’, (m’ < m). La ecua-
cién anterior sugiere que una solucién arbitraria, s, puede expresarse en
términos de » — m’ parametros. El teorema siguiente establece que s no
puede expresarse en menos de n — m’ parimetros.

Teorema 3.14. Sea AX = B un sistema de m ecuaciones no nulas con n incég-
nitas. Supdngase que rango(A) = rango(A |B) y que (A|B) es una
matriz escalonada por renglones. Entonces

(a) rango(A) = m.
(b) Si la solucion general, obtenida por el procedimiento anterior es
de la forma

S = So + t1U1 + tzuz + e e + t«n—wmu)l*lll’

entonces {u;, Uy, ..., Usm} €S una base para el conjunto de
soluciones del sistema homogéneo correspondiente y s, es una
solucion del sistema original.

DEMOSTRACION. Como (A4 | B) es una matriz escalonada por renglones,
rango(A4 | B) = rango(A4) = m, de acuerdo con los Ejercicios 5 y 6.

Sea K el conjunto de soluciones para AX = B y Ky el conjunto de
soluciones para AX = 0. Haciendo t, = t, = ... = t,.p = 0, s = 5, €K.
Pero por el Teorema 3.8, K = {s,} + Ky, por lo que Ky = K — {s5,} =
L({w, tsy ..., Unm}).

Como rango(A4) = m, dim(Ky) = n — m. Entonces como dim(Ky)
=n— my Ky es generado por un conjunto {u, U, ..., Uym} que CON-
tiene a lo mas n — m elementos, concluimos que el conjunto anterior es
una base para Ky. W

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Si (A’ |B’) se obtiene a partir de (4 | B) mediante una secuencia
finita de operaciones elementales con columnas, entonces los sistemas
AX = B y A'X = B’ son equivalentes.

(b) Si (A’ |B’) se obtiene a partir de (4 | B) mediante una secuencia
finita de operaciones elementales con renglones, entonces los sistemas
AX =B y A’X = B’ son equivalentes.
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(c)
(d)

(e)
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Si 4 es una matriz de n x n de rango n, entonces la matriz escalo-
nada por renglones de A4 es I,.

Cualquier matriz se puede convertir en una matriz escalonada por
renglones por medio de una secuencia finita de operaciones elemen-
tales con renglones.

Si (A | B) es una matriz escalonada por renglones, entonces el siste-
ma AX = B debe de tener una solucion.

Sea AX = B un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas
para el cual la matriz aumentada es una matriz escalonada por ren-
glones. Si este sistema tiene solucidn, entonces la dimension del con-
junto de soluciones de AX = 0 es n — m', donde m’ es igual al nime-
ro de renglones no nulos de A.

Si una matriz 4 se transforma por medio de operaciones elementales
con renglones en la matriz escalonada por renglones A’, entonces el
nimero de renglones no nulos en A’ es igual al rango de A.

Encontrar todas las soluciones a los sistemas de ecuaciones en los Ejerci-
cios 2, 3 y 4 de la Seccién 3.3 mediante la técnica usada en esta seccion.

Supdngase que la matriz aumentada del sistema AX = B se transforma en
la matriz escalonada (A4’ | B’) mediante una secuencia finita de operaciones
elementales con renglones.

(a)

()

Demostrar que rango(A’) + rango((A’ | B’)) si y s6lo si (4’| B’)
contiene un renglén en donde el unico elemento no nulo queda ubi-
cado en la dltima columna.

Deducir que AX = B tiene soluciones si y s6lo si (4’ | B’) no contie-
ne ningin renglén en el cual el Unico elemento no nulo esta ubicado
en la dltima columna.

Para cada uno de los siguientes sistemas, aplicar el Ejercicio 3 para deter-
minar si el sistema tiene soluciones. Si existen soluciones, encontrarlas todas.
Finalmente, encontrar una base para los sistemas homogéneos correspon-
dientes.

(a)

Xy +2x,— x3+ x,=2 () (x;+x,—3x; +x,=-2
2%+ x4 x3— x4=3 X, + X+ X3 —x4= 2
x, +2x, —3x; +2x, =2 x4+ x, — x5 = 0

(© ([x1+ x3—3x5+ x4 =1

Xy xa+ ox;—xg=2

X+ x, — Xy =0

Demostrar que si 4 es una matriz escalonada por renglones, entonces ran-
go(A) es igual al nimero de renglones no nulos de A.
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6.

Operaciones en matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Si (4| B) es una matriz escalonada por renglones, demostrar que 4 tam-
bién es escalonada por renglones.

Demostrar el Teorema 3.13 para matrices de una sola columna.

Demostrar el Teorema 3.13 de la manera siguiente. Sea 4 una matriz de
n % n de rango r. Como el resultado es inmediato para r = 0, supongase
r> 0. Sea B8 la base ordenada estdndar para F, definase Wy = L{L.(e.),
La(es), ..., La(ex)} para 1 < k < n y definase k; = min{i: dim(W;) =
j} para 1 <j < r. Demostrar que k, < k. < ... < k, y que k; > j para
toda j. Sea z; = LA(ekj), y demostrar que {zi, Z.,..., 2.} es linealmente
independiente. Extender este conjunto a una base 8’ para F". Hacer B =
[L4]f y demostrar lo siguiente:

(a) B = CA para alguna matriz invertible C de m x m.

(b) B es escalonada por renglones.

(c) B se puede obtener a partir de 4 mediante un nimero finito de ope-
raciones elementales con renglones.

9. (a) Demostrar que si Q y Q' son matrices de m x n escalonadas por ren-
glones tales que Q puede ser transformada en Q' por medio de un
nimero finito de operaciones elementales con renglones, entonces
Q = Q'. Sugerencias: Emplear induccién sobre n.

(b) Deducir que si 4 es cualquier matriz, entonces existe una Unica ma-

triz escalonada por renglones que puede obtenerse a partir de A4
mediante un nimero finito de operaciones elementales con renglones.
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Capitulo 4

Deterrnminantes

Durante un tiempo los determinantes jugaron un papel fundamental en el
estudio del 4lgebra lineal; ahora, sin embargo, tienen una importancia mu-
cho menor. Veremos, de hecho, que virtualmente nuestra unica utilizacién
de los determinantes seré en el célculo de los “eigenvalores”. Por esta razén
las cuestiones més importantes que seran necesarias para los proximos
capitulos se resumen en la Seccién 4.5, de manera que el lector que no
esté interesado en seguir un desarrollo de la teorfa de los determinantes
podra pasar inmediatamente a dicha seccion.

El determinante de una matriz cuadrada con elementos de un campo F
es un escalar (elemento de F), por lo que podemos considerar al deter-
minante como una funcién cuyo dominio es M,..(F) y que toma valores
de F. Aun cuando el determinante de una matriz cuadrada pueda ser
definido en términos de los elementos de la matriz, la definicién resultante
es comprometedora para ser utilizada en operaciones. En vez de definir
el determinante de esta manera, en la Seccién 4.2 definiremos al determi-
nante como una funcién &: My..(F)— F que tiene tres propiedades
importantes. En dicha seccién también verificaremos que el método corrien-
te para evaluar un determinante mediante la expansion a lo largo de una
columna es, de hecho, un determinante en el sentido de nuestra defini-
cién. La Seccién 4.3 contiene otras propiedades adicionales de los determi-
nantes y demuestra que existe un determinante unico en My, (F), €s decir,
que las tres propiedades que definen un determinante son satisfechas por
una y s6lo una funcién de M, (F) en F. La Seccién 4.4 utiliza los deter-
minantes para encontrar la inversa de una matriz invertible y para resolver
un sistema de ecuaciones lineales que posee una matriz de coeficientes
invertibles por medio de la regla de Cramer.

El capitulo principia con una exposicion de la teoria general en una
forma sencilla. En esta seccion investigaremos también el significado geo-
métrico de los determinantes en términos de drea y orientacion. Los lectores
que hayan estudiado célculo avanzado recordaran que un cambio de
coordenadas en las integrales multiples requeria del uso de un determi-
nante llamado jacobiano.



186 Determinantes

4.1 DETERMINANTES DE ORDEN 2

Algunas veces asignaremos a toda matriz de n X n con elementos de un
campo F un escalar llamado “el determinante” de la matriz, pero primero
consideraremos un caso especial facil.

Definiciéon. El determinante de una matriz A de 2 x 2 con elementos de un
campo F es el escalar A, A.. — A,.A.,, que denotaremos por det(A).

Ejemplo 1. Considérese el siguiente elemento de M,,.(R):
(1 2
A= (3 4).

det(4) =1-4—-2-3 = -2,

Entonces

En la exposicién siguiente serd conveniente representar una matriz A
de 2 X 2 en términos de sus renglones; como anteriormente, escribiremos

a=(4)

y representaremos su determinante mediante

A4,
det < A:)'
El determinante tiene las siguientes propiedades importantes.

Teorema 4.1. El determinante de una matriz de 2 x 2 satisface las tres condi-
ciones siguientes:

(a) El determinante es una funcién lineal de cada renglén cuando
el otro renglon permanece fijo; esto es,

CA + A’ _ A, Al
det( A, )—cdet(AZ)deet(Az)

A, _ A, A,
det(cA2+Af_,> =c det(A=> + det (A’)

para todo escalar ¢ en F.
(b) Si AEM;.(F) tiene renglones idénticos, entonces det(A) = 0.
(c) Si 1 es la matriz identidad de 2 x 2, entonces det(1) = 1.
DEMOSTRACION.

(a) Sea A1 = (An sz)’ Alx = (A:1 A1l.') y A-': - (A~21 Az:);
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entonces
cd, + A cA, + A cA + Al
1 1 — 11 11 12 12
det ( Ag ) det ( A21 Azg )

= (CAll + A';'l)A‘ZZ - (CA 12 + AIIZ)A21
= C(AllA‘.!Z - AIEA‘.’I) + A,llA'.!? - A;'.’.A21)

A A AI AI
= ¢ det (A“ A“>+ det (A’i AZ)

21 22

A A’
= 1 1
¢ det (A2)+ det (Ag)'
Un argumento semejante demuestra que el determinante es también una

funcién lineal del segundo renglén.
(b) Si los renglones de A son idénticos, entonces A tiene la forma

(Au A
Ay A’
Asi, det(A) = AnA — AA, = 0.

(¢) Puesto que
(1 0
=(o 1)

det(/) =1-1-0-0=1. W

El siguiente resultado muestra que las tres propiedades mencionadas
en el Teorema 4.1 caracterizan completamente al determinante tal como

se definié anteriormente.

Teorema 4.2. Sea 8: M,,.(F) > F una funcién cualquiera que tenga las tres
propiedades siguientes:

(a) 8 es una funcion lineal de cada renglon cuando el otro renglon
se mantiene fijo.

(b) Si A€EM,,.(F) tiene renglones idénticos, entonces §(A) = 0.
(¢) Sil es la matriz identidad de 2 x 2, entonces §(1) = 1.
Entonces 8§ = det; esto es, §(A) = A;;A.. — AA,; para toda A € M,..(F).
DEMOSTRACION. Sea I la matriz identidad de 2 x 2 y sean
(1 0 /0 1 _ {0 1
o (ig) M=o 1) v m=( o)

Obsérvese que §(M,) = §(M,) = 0 de acuerdo con la propiedad (b).
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Primero demostraremos que §(M;) = — 1. Utilizando las propiedades (b)
y (a) tenemos

/1 1\ /140 041
0"3@ 1>*8( 1 1 )
10 0 1
(i 9) (0 1)
1 0 0 1
_8<0+1 1+0)+8<0+1 1+0)

10 1 0 0 1 0 1
:8(0 1)'+8<1 0)'*8(0 1)‘*8<1 o)
=5 (I) + 5(M,) + 8(M,) + (M)
—140+0+35(M).

Luego, entonces 8(M,) = —1.
Ahora sea 4 un elemento cualquiera de M.,.(F); entonces

Ay AL\ A, +0 0+ A4,
A) = 3§ =
8( ) (AQ]_ Agg) 8 ( A21 Azg )

A11 0 0 A12>
+ 8
(A21 Azz) (Azl As
— 3 Ay 0 s 0 Ay
TO\0+ 4, A4+ 0 0+m1An+@
An 0 N Au 0 0 A12 0 AIZ
(() An)+8(Am 0)+8<o An)+8(Au 0)
0 1 0 01
A11A22'8((1) 1)+A11A21'8(1 0)"+ A12A22'8<0 l)

01
+A12A21'8(1 0)

- AHAD'.’ ) 8(1) + A11A21 * S(Ml) + A12A22 ° S(Mz) + A12A21 ¢ 8(M3)
= A1 A20(1) + A11A45,(0) + A1,A42:(0) + AnAs(—1)
= A1 Az — A4, = det(A).

I

Y, por tanto, § = det.

Motivados por esta caracterizacién del determinante de una matriz
de 2 x 2, en la Seccién 4.2 definiremos un determinante en M, (F)
como una funcién que posee las tres propiedades del Teorema 4.1. Pero
primero veremos esta propiedad de unicidad para estudiar el significado
geométrico del determinante de una matriz de 2 x 2. En particular, encon-
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traremos que el signo del determinante es de importancia geométrica en
el estudio de la orientacién.

Al hablar del dngulo entre dos vectores en R?, se entiende que hablamos
del angulo 6, tal que 0 < # < =, formado por los vectores de la misma
magnitud y dimensién que los vectores dados pero que parten del origen.
(Véase Fig. 4.1.) Dados tres vectores u, v y w que parten del mismo pun-
to, se dice que v estd ubicado entre u y w si el 4ngulo entre u y w es
igual a la suma de los 4ngulos entre u y v y entre v y w. (Véase Fig. 4.2.)

Dada una base ordenada 8 = {u, v} para R?, donde u = (aj, a,) y
v = (b,, b;) denotamos por

det (u)
v

al escalar
a a
det -
b, b,)’
1y
«
/ > x
Angulo entre dos
vectores en R?
figura 4.1
y y
w
w v v
u u
X > X
Vv se encuentra entre u y w. V No se encuentra entre u y w.
(Aqui w se encuentra entre u
yv.)
figura 4.2

y definimos la orientacion de 8 como el nimero real
" det( “ )

ofr)- ek

v dct( )
v
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(Se deduce del Ejercicio 10 que el denominador no es cero.) Claramente

O(")=il.
v

81 . [} —
o)1 3 o 8)=-1

En general (véase el Ejercicio 11),

o(ﬁ‘,)=1

si y sblo si la base ordenada {u, v} forma un sistema coordenado dere-

cho, y
o("f) = -1

si y sblo si {u, v} forma un sistema coordenado izquierdo. (Recuérdese que
un sistema coordenado {u, v} es derecho si u puede hacerse coincidir
con v haciéndolo girar en contra de las manecillas del reloj un angulo
tal que 0 < § < =; de lo contrario {u, v} es un sistema coordenado iz-
quierdo. Véase Fig. 4.3.) Por conveniencia, definimos

Obsérvese que

Un sistema coordenado derecho Un sistema coordenado izquierdo

figura 4.3

Cualquier conjunto ordenado {u, v} en R* determina de la siguiente
manera un paralelogramo. Considerando a u y a v como flechas que
parten del origen de R®, llamamos al paralelogramo que tiene a u y a v
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como lados adyacentes el paralelogramo determinado por u y v (véase
Fig. 4.4).

Paralelogramos determinados por u y v

figura 4.4

Obsérvese que si el conjunto {u, v} es linealmente dependiente, es
decir, si u y v son paralelos, el “paralelogramo” determinado por u y v
es en realidad un segmento de recta que podemos considerar como un
paralelogramo degenerado cuya é4rea es cero.

Existe una relacion interesante entre

el 4rea del paralelogramo determinado por u y v, y

det (u) s
v

que ahora procederemos a investigar. Sin embargo, obsérvese primero que

como
det (u)
\%

puede ser negativo, no podemos esperar que

SOREH

Pero podemos demostrar que

de donde se tiene que
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Con el argumento de que

()= o(c) ().

utilizaremos una técnica que, aun cuando algo indirecta, podra ser gene-
ralizada para R". Puesto que

o (”) = 41,
A%

podemos multiplicar ambos lados de la ecuacion deseada por

y
para obtener la forma equivalente
0 (“) ‘A (“) = det (”)
v v v

Estableceremos esta ecuacién verificando que las tres condiciones del
Teorema 4.2 se satisfacen por la funcién

s(") = o(“) -A(”).
v v v
(a) Principiaremos demostrando que
u\ _ . . fu
5 ()W) SUT (V>
Obsérvese que esta conclusién es inmediata si A = O puesto que
uy\ _ u\ u\ _
(5) =0(2) A()-

Supdngase entonces que A % 0. Considerando a Av como la base del para-
lelogramo determinado por u y Av, vemos que

A (;:) = base x altura = | A |(longitud de v) (altura) = | A |- A (:)

puesto que la altura h del paralelogramo determinado por u y Av, es la
misma que la del paralelogramo determinado por u y v. (Véase Fig. 4.5.)
De aqui que

() =0(2) A)- [ o () 42
o)A ()
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u
h
v )

figura 4.5

Un argumento semejante muestra que

o))

Demostraremos a continuacién que

8(auibw) :b's(::)

para toda u, w€R? y todo nimero real @ y b. Obsérvese que debido a
que los paralelogramos determinados por u y w y por u y u + w tienen
una base comin u y la misma altura (véase Fig. 4.6),

Si a = 0, entonces

8<au-flfbw> :‘s(bl:v):b's(;)

de acuerdo con el primer parrafo de la parte (a). De lo contrario, si
a # 0, entonces

u u u
u =q- b =a-8[b =b-
s(au+bw> a 8(“+Ew> a 8(2”) b s(w).

Y asi se obtiene la condicién deseada en ambos casos.
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Ahora podremos demostrar que

() =2 () 2 ()

para toda u, v,, v, €R%. Como el resultado es inmediato si ¥ = 0, supon-
dremos que u = 0. Témese cualquier vector w €R? tal que {u, w} sea
linealmente independiente. Entonces, para vectores cualesquiera v,
v, €R%, existen escalares a; y b; tales que v; = au + byw(i = 1, 2). En-
tonces

u _ u _ u
’ <V' + "2) =8 ((01 +a)u+ (b + bz)w) = (0 b3 (w)

u u _ u u
=9 (alu + b1w> +3 (agu + bzw) 3 (v,) + 38 (v:>

Un argumento semejante muestra que

SRRIORIO

para todo u,, u,, v ER2
(b) Como

(1)-0 (0 =o=o(2) A ()

para toda u €R®.
(c) Como el paralelogramo definido por e, y e. es el cuadrado uni-

tario,
’ (e]) ! (e]) . <el) )
€ € [

Por tanto, & satisface las tres condiciones del Teorema 4.2 y § = det.
Asi, el area del paralelogramo determinado por u y v es igual a

o) ()

Entonces, por ejemplo, se ve que el area del paralelogramo determi-
nado por u = (—1,5) yv= (4, —2) es

u -1 5\| _
det(v) det( " _2)‘718.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas.

(a) El determinante de una matriz de 2 x 2 es una funcién lineal de
cada renglén de la matriz cuando el otro renglén se mantiene fijo.
(b) Si I es la matriz identidad de 2 x 2, entonces det(/) = 0.
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(c) Si ambos renglones de una matriz 4 de 2 x 2 son idénticos, enton-
ces det(4) = 0.

(d) Siuy v son vectores en R? que parten del origen, entonces el area del
paralelogramo que tiene a u y v como lados adyacentes es

det(‘v‘).

(e) Un sistema coordenado {u, v} es derecho si y sdlo si su orientacién
es 1.
(f) El determinante es una transformacién lineal de M...(F) en F.

Calcular los determinantes de los siguientes elementos de M...(R):
(a) /6 -3 (b) [(—5 2 (c) (8 0
2 4 6 1 3 -1
Calcular los determinantes de los siguientes elementos de M.,.(C):
(a) /—1+4+i 1—4 (b) 5—2i 6+ 4i (¢ f2i 3
3+2i 2-—-3i -3+ i 7i 4 6i
Para cada uno de los siguientes pares de vectores u y v en R%, calcule el
drea del paralelogramo determinado por u y v.
(@) u=(@3, -2)yv=1(2)5)
®d u=(1,3)yv=(=-31)
() u=@4 -1 yv=(-6 -2)
(@) u=@3,4)yv=1(2 —6)

Demostrar que si B es la matriz obtenida al intercambiar los renglones de
una matriz A de 2 x 2, entonces det(B) = —det(A4).

Demostrar que para cualquier 4 € M.,,(F), det(4*?) = det(4).

Demostrar que si 4 es una matriz triangular de 2 x 2, entonces el deter-
minante de A4 es igual al producto de los elementos de A situados en la
diagonal.

Demostrar que para cualesquiera A, B€M,,,(F), det(4AB) = det(4) -
det(B).

La adjunta cldsica de una matriz A de 2 x 2 es la matriz

. A, —Ags

djA= = ).

ad (“An Au)
Demostrar que la adjunta cldsica de una matriz posee las siguientes pro-
piedades:
(a) (adj A)A = A(adj A) = [det(A)]l.
(b) det(adj A) = det(A).
(c) adjAt= (adj A4)'.
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10.

1.

4.2

Determinantes

Utilizando al Ejercicio 9(a), demostrar que una matriz 4 de 2 X 2 es
invertible si y sélo si det(4) %0, y que en este caso A~ = [det(A4)]*
X (adj A).

Demostrar que

o(‘;)=1

si y sblo si la base ordenada {u, v} para R? forma un sistema coordenado
derecho. Sugerencia: Recordar la definiciébn de una rotaciéon dada en el
Ejemplo 5 de la Seccién 2.1.

DETERMINANTES DE ORDEN n

Hemos visto en el Teorema 4.2 que el determinante de una matriz de
2 x 2 se caracteriza totalmente por tres propiedades. Definiremos pronto
el determinante de una matriz de n X n en términos de esas propiedades,
pero primero necesitaremos de algunos resultados preliminares. Para co-
menzar definiremos la primera de las condiciones que caracterizaron al
determinante de una matriz de 2 x 2.

Definicién. Una funcién 8: M,..(F) = F se dice que es una funcién n-lineal

si 8 es una funcién lineal de cada renglén de una matriz de n X n cuando
los restantes n — 1 renglones se mantienen fijos, esto es, si

( A, \ (A1 (A

ol cA, + A{ =c-6FA, + d| A{ .parai=12,...,n

\ A, / A, \A,
siempre y cuando

\A,/

sea un elemento de M, ., (F).
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Eijemplo 2. El Teorema 4.1 muestra que det: M,,,(F) = F definido
por det(A) = A,;A,, — A,,A., es una funcién 2-lineal.

Ejemplo 3. La funcién §: My.n(F)-> F definida por 8(4) = 0 para
toda A €M, (F) es una funcién n-lineal.

Eijemplo 4. La funcién §: M,,..(F) » F definida mediante 8§(A4) =
AyjAzj ... Ayn; (esto es 8(A) es igual al producto de todos los elementos

de la j-ésima columna de A4) es una funcién n-lineal para cada j(1 <j < n)
puesto que

()

O cd,+ Al|= Ay, -+ Au_pfcAy + Ai)Aaeny * Ay

\ 4,
= C(Au e Al/ e An]) + (AU et A(l—l)jA;JA(l+l)j o Anl)

EEE

=C'&A‘ +&A; .

\«,)  \u/

Eijemplo 5. La funcién 8: M,,n(F) — F definida mediante 38(A4) =
A As, ... Auy (esto es, 8(A) es igual al producto de los elementos de 4
ubicados sobre la diagonal) es una funcién n-lineal.

Eijemplo 6. La funcién §: M,..(F) = F definida por 8(A4) = tr(A)
no es-una funcién n-lineal.

Nuestro siguiente resultado muestra que las funciones n-lineales pue-
den combinarse para producir otras funciones n-lineales.

Teorema 4.3. Una combinacion lineal de dos funciones n-lineales es una fun-
cion n-lineal (donde la suma y la multiplicacion por escalares son como se
definieron en el Ejemplo 3 de la Seccién 1.2).
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DEMOSTRACION. Sean §, y §, funciones n-lineales y sean a y b escalares.
Si 8 es la combinacién lineal 8§ = a8, + b3, entonces

4, (A (A

Ol cA, + A;| = a-6,| c4, + 4; +b'62F cA, + A;

" s ) U

- {’Al\ (A,\ A, A,

=c a-0| A4, |+ b0 A ||+]| a-d)| 4 |+ 5.6, 4

= c.d| 4, +3JA; para toda i, 1 <i < n.

\4/  \4,
Entonces 8 es una funcion n-lineal. [

Corolario. Cualquier combinacion lineal de funciones n-lineales es una funcion
n-lineal.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

La siguiente definicién hace mencién de la segunda de las tres propie-
dades que caracterizaron al determinante de una matriz de 2 x 2.
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Definicién. Se dice que una funcion & n-lineal es alternante si §(A) = 0 siem-
pre que dos renglones adyacentes sean idénticos.

Eiemplo 7. De las tres funciones n-lineales dadas en los Ejemplos 3,
4 y 5 sblo la primera de ellas es alternante.

El siguiente resultado muestra que la definicién anterior es mas pode-
rosa de lo que parece. En particular, no hay necesidad de que los
renglones en la definicién se supongan adyacentes.

Teorema 4.4. Sea §: M...(F) = F una funcion n-lineal alternante. Entonces
son ciertas las siguientes expresiones:

(a) Si B se obtiene al intercambiar cualquier par de renglones en

una matriz A de n x n, entonces §(B) = —38(A).
(b) Si dos renglones de una matriz de n X n son idénticos, entonces
8(A) =0.

DEMOSTRACION. Demostraremos primero que si B se obtiene al intercam-
biar cualquier par de renglones adyacentes de 4 entonces §(B) = —8(A).
Supodngase que B se obtiene al intercambiar los renglones i e i + 1 de

o )

Ai . . Ar+1
A= ; entonces B = .
A1+| Ai

. .l

Ahora bien
( 4, / 4, \ 4,
0 =4l Al + Ai+l — 4 A4, + 51 Al+1
Ai + Ai+l Ar + A1+x Ai + Ai+1
\ . " y
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A, + 4 A4, - + 4 Ay Ay
4, v 4 Aisy

ARV ARV BV
=0+ 6(4) + 6(B)+ 0

porque & es una funcién n-lineal alternante. Asi, §(B) = —8§(4).
Ahora supbngase que B se obtiene de A intercambiando los renglones
iy jdonde i < j. Comenzando con los renglones i e i + 1, intercambia-
mos sucesivamente los renglones de 4 hasta que éstos tienen el orden
siguiente:
Ay, o A, Ay o, Ay Ay Ay .y A,

En total, se requieren j — i intercambios para producir este orden. Ahora
intercimbiese sucesivamente A4; con el renglén anterior hasta que los
renglones tengan el orden siguiente:

Al, o s ey Ai—l’ Aj, Ai+1, c ey Aj_l, Ai, Aj+1, CECEE I An.

Este proceso requiere de j — i — 1 intercambios de renglones adyacentes
y produce la matriz B. De aqui, en virtud del primer parrafo de la demos-
tracién, vemos que

8(B) = (—1)"7(—=1)i71§(4) = (—1)2U-918(4) = —8(A).

Resta demostrar que si dos renglones de 4 son idénticos, por ejemplo
iyj(i<j), entonces 8(4) = 0. Si j =i + 1, entonces dos renglones ad-
yacentes de 4 son idénticos y por hipétesis §(4) = 0. Si j > i + 1, inter-
cdmbiense los renglones i + 1 y j para obtener una matriz B con dos
renglones adyacentes iguales. Entonces §(B) = 0, pero como §(B) =
—38(A) de acuerdo con el segundo pirrafo de la demostracién, se tiene
que 3(A4) = 0. De este modo § satisface las condiciones (a) y (). B

Estamos preparados ahora para definir un determinante en My (F).
Obsérvese que el determinante se define en términos de las tres propieda-
des del Teorema 4.2 que caracterizan al determinante de una matriz de
2 x 2.

Definicién. Un determinante en M,,,(F) es una funcion alternante n-lineal

8: Mp(F) > F tal que §(I) = 1.

Un ejemplo sencillo de determinante puede darse en M,,,(F), para la
funcién 8: M;..(F) > F definida por 8(4) = A,, (el tnico elemento
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de A), que claramente satisface los requisitos de esta definicién. Mas atin,
el Teorema 4.1 muestra que al definir el determinante de una matriz 4
de 2 x 2 como A, A, — Ay,Az se obtiene un determinante en M, .. (F)
en el sentido de la definicién anterior. Nuestro siguiente resultado nos
autoriza a definir un determinante en M,..(F) por induccién para cual-
quier n > 3.

Teorema 4.5. Sea 8 una funcién n-lineal alternante en M,..(F). Para cada
matriz A de (n+ 1) x (n+ 1) y para cada j(1 <j<n+ 1), se define

€(A) = 3 (— A 6(Ry),

donde A;; es la matriz-de n X n obtenida a partir de A eliminando el
i-ésimo renglén y la j-ésima columna. Entonces €; es una funcién (n +
1)-lineal alternante en las matrices de (n + 1) X (n + 1) con elementos
de F.

DEMOSTRACION. Como A;; se obtiene a partir de 4 al suprimir el i-ésimo
renglén y la j-ésima columna, 8(A4:;) es independiente del i-ésimo ren-
glén de 4. Entonces, como & es una funcién n-lineal 8(A;;) es una funcién
lineal de cada renglén de A4 a excepcién del renglén i. Por tanto Ai;-8(4:5)
es una funcién (n + 1)-lineal de las matrices de (n + 1) x (n+ 1) con
elementos de F. Entonces, como

n+1
€;(4) =3 (—1)4,;- 8(4ij)
i=1
os una combinacién lineal de las funciones (n + 1)-lineales A4;; - §(4ij),
€; es una funcién (n + 1)-lineal en virtud del corolario del Teore-
ma 4.3.

Demostraremos ahora que €; es alternante. Supongase que A es una
matriz de (n+ 1) x (n+ 1) en la que los renglones k y k+ 1 son
idénticos. Entonces 4;; tiene dos renglones idénticos siempre que i#=ke
ik + 1. Asi 8(4;;) = O siempre que i =k e ik + 1y entonces

€,(4) = (—D)¥ Ay - 8(Ax;) + (—1)®D4 4 Gy 8(A geanyi) -
Pero como los renglones k y k + 1 de 4 son iguales, Axj = Aa)i ¥

Axj = Agmyi- De aqui que €;(4) = 0, lo que demuestra que €; es al-
ternante.

Corolario 1. Sean 8 y €; como en el enunciado del Teorema 4.5. Si 8 es un
determinante en M, ,.(F), entonces € ; es un determinante en las matrices
de (n + 1) x (n + 1) con elementos de F.

DEMOSTRACION. Sea I la matriz identidad de (n + 1) X (n+ 1) y sea
I,, 1a matriz de n. X n obtenida a partir de I al suprimir el renglén iy
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la columna j. Entonces I,; es la matriz identidad de n x n. Como I ij =20
siisjel;; =1, tenemos

n+1 - o -
€D =2 (=1D)*Lj-8(1;;) = (—1)7 - §(I};)
i=1
=38(l};) =1
debido a que § es un determinante en M,,,(F). Entonces € ; es un deter-
minante en las matrices de (n + 1) x (n + 1) con elementos de F.

Corolario 2. Existe un determinante en My (F) para todo entero positivo n.

DEMOSTRACION. La demostracién serd por induccién sobre n. Si n = 1,
la funcién det: M,,,(F) — F definida mediante det(A) = A,, es un de-
terminante en M,,,(F). Supéngase que existe un determinante § en
M. (F). Entonces para alguna j(1 <j<n + 1), la funcién € ; defini-
da en el Teorema 4.5 es un determinante en las matrices de (n+1) x
(n + 1) con elementos de F. Esto completa la induccién. i

Definiciones. Si & es un determinante en M, .n(F), entonces el determinante

€(A) = i: (—1)+A,-6(K,)

definido en el Teorema 4.5 se llama la expansién de A a lo largo de Ia

j-ésima columna. EI escalar (—1)'*1.5(A,) se llama el cofactor de A

ij
{con respecto al determinante §).

Ejemplo 8. Sea A el siguiente elemento de M,,,(F):
1 23
4 5 6].
7 8 9

Los cofactores de 4., Az, y A;. son, respectivamente,

(—1)“2det(‘; g>: (-1)(4:9—-6-7) =6,

(—I)Mdet(; g): 1(1:9-3-7) = —12,

3+2 1 3 fod —_— . —_ . prnnd
(-1) det(4 6) (—1)(1-6 - 3-4) = 6.
Por tanto, la expansién de 4 sobre la segunda columna es

€.(4) = A12(6) + A(—12) + A:x2(6)
=2:6+5(—-12)+8-6=0.
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De la misma manera, los cofactores de A4,;, 4., y A3, son, respectivamente,

143 4 5 = .Q — §. -
(1) det(7 8) 1(4-8 —5-7) = —3,

(—1)2+3det(; é) —(—1)(1-8—2-7) =6,

De aqui que la expansién de A4 a lo largo de la tercera columna es

€:(A4) = A15(—3) + A:5(6) + A(—3) =3(—3) +6(6) +
+9(-3) =0

Veremos en el Teorema 4.9 que la igualdad de €,(4) y €5(4) en
el Ejemplo 8 no es coincidencia. De hecho, veremos que existe exactamen-
te un determinante en M, .,(F).

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Un determinante en M,,,(F) es una funcién lineal de cada renglén
de una matriz de n X n con elementos de F cuando el resto de los
n — 1 renglones permanece fijo.

(b) Si & es un determinante y cualquier par de renglones de A son idén-
ticos, entonces 8§(A4) = 0.

(c) Sea & un determinante. Si B es una matriz obtenida a partir de 4
intercambiando dos renglones cualesquiera entonces 8(A4) = §(B).

(d) La funcién 8: M,,,(F) — F definida por §(A) = 0 para toda
A €M, (F) es un determinante en My, (F).

(e) Para cualquier n > 2 existe un determinante en M, .. (F ).

(f) Cualquier determinante 8: M,..(F) > F es lineal.

2. Verificar que si A es la matriz de 3 x 3 del Ejemplo 8, entonces la expan-
sién de 4 a lo largo de la primera columna es igual a cero.

3. Evaluar el determinante de cada una de las siguientes matrices por expan-
sién sobre la segunda y la tercera columna. (Cada matriz es un elemento de

Mix:(C).)

@@ /—3 2 5 (b) 8 —4 0
1 0 —1 0 6 —3
4 —6 7 -1 5 2
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© /1 2 —5 @ /1+i —1 0
6 —4 3 2 3i 4i
0 1 1 0 2—i —142

{Cudles de las siguientes funciones 8: M;,;(F) — F son funciones 3-linea-
les? Justificar cada respuesta.

(a) 8(A) = c, donde c es cualquier escalar no nulo
(b) 3(4) = A,

() 8(4) = AAxAs

d) 8(4) = AnA.A;,

(e) 3(A) = AudaAs.

) 8M44) = A;A;,A,Azs

(g) $(A) = Ay A2pAss — A1y AsiAs,

(a) Determinar todas las funciones 1-lineales 8: M,,,(F) — F.
(b) Determinar todos los determinantes en M,,(F).

Demostrar la igualdad de las tres funciones €;: M;,:(F) > F(j=1,2,3)
definidas en ¢l Teorema 4.5 para toda 4 € M;,s(F) por

€1(A) = 3 (— 1), - det(dy),

donde A4;; es la matriz de 2 x 2 obtenida a partir de 4 suprimiendo el
renglén i y la columna j y det denota el determinante tnico en M,,..(F).

Demostrar que el determinante Gnico en M,,,(F) es una funcién 2-lineal
de las columnas de una matriz de 2'x 2 y que el determinante de una
matriz de 2 X 2, en la que ambas columnas son idénticas, es cero.

La demostracién del Teorema 4.2 muestra que si § es una funcién 2-lineal
8: M;..(F) > F, entonces

8(4) =A4,.4,, 8(I) + AnA - S(M,) +
+ A4, 8(1‘42) + A2Ay - S(A-'S)’

donde I, M,, M, y M, son como en la demostracién del teorema. Demos-
trar que para escalares cualesquiera a, b, ¢, d € F la funcién
€(A4) = A Asa + Ay Anb + Ay Azc + A2Aqd

es 2-lineal. Entonces &8’: M;,.(F) — F es una funcién 2-lineal si y sélo si
es de la forma anterior para algunos escalares a, b, c y d.

Demostrar que si F no es un campo de caracteristica dos (tal como se
define en el Apéndice D), entonces la condicién (a) del Teorema 4.4 im-
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plica la condicién (b) del mismo. Sin embargo, el resultado no es veridico
en campos arbitrarios.

10. Demostrar el corolario del Teorema 4.3.

4.3 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Existen varias propiedades importantes que son de gran utilidad al evaluar
un determinante de una matriz dada. Estas se resumen en el siguiente

teorema.

Teorema 4.6.
piedades:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Cualquier determinante & en M,..(F) tiene las siguientes pro-

Si B es una matriz obtenida a partir de A al multiplicar cada
elemento de un mismo renglon de A por un escalar c, entonces
§(B) =c-38(A).

Si dos renglones de A son idénticos, entonces §(A) = 0.

Si B es una matriz obtenida a partir de A intercambiando dos
renglones, entonces §(B) = —8(A).

Si un renglén de A consta totalmente de elementos nulos, en-
tonces 8§(A) = 0.

Si B es una matriz obtenida a partir de A al sumar un multiplo
del renglén i al renglon j(i =~ j), entonces §(B) = 3(A).

DEMOSTRACION. La propiedad (a) es una consecuencia del hecho de que

8 es una

funcién n-lineal, mientras que las propiedades (b) y (c) son

consecuencias del Teorema 4.4.

(d)

Supdngase que A4, el renglén i de A4, consta totalmente de ele-

mentos nulos. Entonces

(e)
glén i al
tanto, si

/ A, 4,

5(4) = 804, | =0.8 4, |=0.

\ 4. \4,
Sea B obtenida a partir de A € My, (F) sumando ¢ veces el ren-
renglén j. Supéngase por razones de argumento que i < j. Por
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Ay [ 4 w

A, A,
A=]| - | entonces B =

AI cAd, + A;

\i \

Y asi

A, 4,
6(B)=c-5J: +aj2 = ¢.0 + 6(4) = 8(4)

WRW

por la n-linealidad de 8 y por la propiedad anterior (b). W

Obsérvese que las propiedades (a), (¢) y (e) del Teorema 4.6 mues-
tran c6mo cambia el determinante de una matriz cuando se realiza en la
matriz una operacién elemental en los renglones. Podemos reformular estas
propiedades en términos de matrices elementales de la manera siguiente.

Corolario. Sean E., E. y E, matrices elementales en M, ,.(F) respectivamente
de los tipos 1, 2 y 3. Si E, se obtiene multiplicando un renglén de 1 por
el escalar no nulo c, entonces para cualquier determinante 8 en M, (F),
S(E,) = —1, S(E:) =c, y 3E;) = 1.

Este corolario es uno de los ingredientes clave de la demostracion de
la unicidad de un determinante en M, ., (F). Demostraremos ahora los dos
teoremas restantes que seran necesarios para establecer la unicidad. Nues-
tro primer resultado calcula el determinante de cualquier matriz no in-
vertible.

Teorema 4.7. Sea 8 un determinante en M,,.(F) y sea A un elemento de
M, .. (F) de rango menor que n. Entonces §(A) = 0.
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DEMOSTRACION. Como rango(A4) < n, los renglones de 4 son linealmen-
te dependientes (Corolario 2 del Teorema 3.5). Por tanto existen escalares
Cis - . . 5 Cn, NO todos cero, tales que c,4, + A, + ... + c,4, = 0, don-
de A4,, A, ..., A, son los renglones de 4. Supdngase en favor del argu-
mento que ¢, % 0; entonces

A +ccA,+ ... +cic A4, =0.

Sea B la matriz obtenida a partir de A sumando al primer renglén el mul-
tiplo c¢’c, A, del rengl6n i para toda i(i = 2,..., n). Entonces el primer
renglén de B consta totalmente de elementos nulos, de modo que §(B) = 0.

Pero 8(B) = 8(A) de acuerdo con la propiedad (e) del Teorema 4.6.
Por tanto §(A4) = 0. W

El siguiente resultado establece el hecho final necesario para demos-
trar la unicidad de un determinante en M,,.(F), que un determinante se
comporta adecuadamente respecto a la multiplicacién matricial. Sin em-
bargo, este teorema es de considerable importancia por su propio derecho.
En especial su segundo corolario, que proporciona una prueba determi-
nante para la invertibilidad de una matriz, serd utilizado con frecuencia
en los préximos capitulos.

Lema. Si E es una matriz elemental de n x n con elementos de F y si 8 es un

determinante en M, (F), entonces $§(EB) = §(E) - §(B) para cualquier
B € Mnx‘n(F)-

DEMOSTRACION. Supdngase que al multiplicar por la izquierda por E se
intercambian dos renglones de B. Entonces §(EB) = —3&(B) de acuerdo
con el Teorema 4.6(c). Pero §(E) = —1 por el corolario al Teorema 4.6;
entonces 8 (EB) = 8(E) - §(B). Demostraciones semejantes establecen el
resultado para la multiplicacién de un renglén de B por un escalar no nulo
o para la suma de un miltiplo de un renglén a otro. W

Teorema 4.8. Sea § un determinante en M,,,(F), y sean A y B elementos
cualesquiera de M, ., (F). Entonces §(AB) = §(A) - §(B).

DEMOSTRACION. Si rango(A4) < n, entonces de acuerdo con el Teore-
ma 3.6 rango(AB) < rango(A) < n. Por tanto por el Teorema 4.7
8(AB) = 0y 8(A) = 0. Y en este caso §(AB) = 8§(4) - 8(B).

Si rango(A4)i=n, A es invertible y por tanto es el resultado del
producto de matrices elementales (Corolario 3 del Teorema 3.5). Sea

A=E, ... E, donde cada E; es una matriz elemental. Entonces por el
lema tenemos
8(AB) = 8(E,, ... E\B) = §(Ep) " 8(Em ... EsB) = ...

=8(E.) ... 8(E,) 8(B) =8(E, ...E,) 8(B) =8(A4)-8(B). N1
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Corolario 1. Sea & un determinante en Mu.o(F), y sea A € M, (F) invertible.

Entonces 8(A) £ 0 y 8§(A) = [(A)].
DEMOSTRACION. En virtud del Teorema 4.8 se tiene que

3(A4) - 38(A1) =8(AA4) = 8(,) = 1.
De manera que §(4) 40y §(4) = BAI. 1’

Corolario 2. Sea § un determinante en Mu.n (F) y sea A €M, ,.(F). Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) 8(A) =0.
(b) A no es invertible.
(¢) rango(A) < n.

DEMOSTRACION. El corolario anterior muestra que si §(4) = 0, enton-
ces A no es invertible. De aqui que la condicién (a) implica la condi-
cién (b).

El que la condicién (b) implique la condicién (c) se deriva de una
observacién previa en la pagina 146.

Finalmente, el Teorema 4.7 muestra que la condicién (c) implica la
condicién (a).

Se demostré en los Teoremas 4.1 y 4.2 que existe exactamente un
determinante en M,,.(F). Ahora podemos demostrar un resultado seme-
jante para M, . (F).

Teorema 4.9. Existe exactamente un determinante en My (F).

DEMOSTRACION. La existencia de un determinante en My o (F) se demos-
tré en el Corolario 2 del Teorema 4.5.

Completaremos la demostracién, estableciendo que si 8, y 8, son deter-
minantes en M,,.(F), entonces 8, = §,. Sea A una matriz arbitraria de
n X n con elementos de F. Si rango(4) < n entonces 8,(4) =8,(4)=0
por el Corolario 2 del Teorema 4.8. Si rango(A) = n, entonces A es
invertible y por tanto es el producto de matrices elementales (Corolario 3
del Teorema 3.5). Sea A = E,, ... E,, donde cada E; es una matriz ele-
mental. Como $§,(E;) = §,(E;) para cada i(1 < i < m) por el corolario
al Teorema 4.6,

8.(4) = 8:(Em ... E\) = 8,(En) ... 8,(E,)
=8:(Em) ... 8:(Ey) = 8:(Em ... Ey) = 8,(A)

por el Teorema 4.8. Por tanto §, = . B

De aqui en adelante denotaremos al unico determinante en My (F)
por det.
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Corolario. Sea A €M, .x(F). Para toda j(1 <j<n)

det(A) = 3 (—1)™A,, - det(A,;),
i=1 -
donde A,; es la matriz de (n — 1) x (n — 1) obtenida de A al suprimir
el renglén i y la columna j.

Asi, el determinante de una matriz de n x n puede evaluarse por ex-
pansién sobre cualquier columna; si n > 2 la expansién resultante conten-
drd n determinantes de matrices de (n — 1) x (n — 1). El determinante
de cada una de esas matrices de (n — 1) x (n — 1) puede expandirse
sobre cualquier columna y este proceso puede continuar hasta que una
expansion implique Gnicamente determinantes de matrices de 2 x 2, que
pueden ser evaluados mediante la expresion det(A4) = Ay Az, — Ay2A4s,.

Obsérvese sin embargo que la evaluacién de det(4;;) puede evitarse
siempre que A;; = 0, pues el producto A4;;-det(4;;) serd cero indepen-
dientemente del valor del determinante. Por tanto, es benéfico expandir
sobre una columna que tenga tantos ceros como sea posible. Ilustraremos
este procedimiento con dos ejemplos.

Ejemplo 9. Sea A el siguiente elemento de M,,.(F):

1 101
1 011
0011
1 1 11
Para minimizar el cidlculo requerido para evaluar det(A4), expandiremos
sobre la segunda columna. Entonces

det(d) = ;‘1 (—1)"*24,, -det(d,)

111 1 01
=(=1)"*2.1.det}]0 1 1]+ (=1)2*2.0.det{0 1 1
111 111

1 01 1 01

+ (=1)%*2.0.det| 1 1 1]+ (=D**2.1.det[1 1 1)

111 01 1

1 01 1 01

=(=1)-1.04+0+0+1.1.deff1 1 1)=def1 1 1

01 1 01 1
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(La primera de las cuatro matrices de 3 x 3 tiene dos renglones idénticos,
por lo que su determinante es cero.) Evaluaremos ahora el determinante
que queda expandiendo sobre la primera columna. Entonces

1 01
det(4d) =detf1 1 1
011

11 0 1
= (—1)'*1.1.det —1)2+1.]1.det
(1) e(1 1)+( ) e(1 1)

+ (—l)’“-O-det(? :)

=1.1.04+ (=D-1.(-1)+0=1.
Ahora sea B el siguiente elemento de M;,s(R):

1 -1 0 0
—2 0 -3 1
5 —4 0 2

3 0 —1

-9 8 0 0

S b O & O

Expandiendo sucesivamente sobre la tercera, cuarta y tercera columnas

vemos que
1 —1 0 0
4 20
det(B) = (—1)2+3.(—3).det
(B) = (—1)2*3.(—3) T
-9 8 0 0
1 —1 0
=3(—1)*.a.det| 5 —4 2
-9 8 0
1 —1
= —12.(—1)?*3.2.det
1) (_9 8)

= 24[1.8 — (—1)(—9)] = 24(—1) = —24.

Como estos ejemplos lo sugieren, el proceso de célculo de un deter-
minante es a menudo tedioso aun cuando se encuentren presentes elementos
nulos; sin elementos nulos la evaluacién de un determinante por expan-
sién sobre una columna es muy ineficiente. En vez de este procedimiento
podemos utilizar la propiedad (e) del Teorema 4.6 para cambiar la
matriz 4 en una matriz B que tenga el mismo determinante que A y que
tenga elementos nulos en una o mas columnas. Este es en esencia el
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mismo proceso que se utilizé para reducir 4 a la forma escalonada. A con-
tinuacion se tienen ejemplos de esta técnica.

Ejemplo 10. Sea A el siguiente elemento de M,,.(R):

1 -1 2 —1

-3 4 1 =1
2 —5 =3 8]

-2 6 —4 1

Entonces
Al Al
A 34 A
det(4) = det| " *| = det 1+ Ay
A3 _2A1 + A3
A, 24, + A,

rl —1 2 —1

0 1 7 —4 b7 -4
— det T =(=Dnraredetl —3 —7 10
0 —3 —7 10

4 0 —1
0 4 0 —1
1 7 —4 6
—det| —2 0 6 =(—1)”2-7-det( 4 _1)
4 0 —1

= —T[(=2)(—1) — 6.4] = —=7(—22) = 154.

Ejemplo 11. Sea A el siguiente elemento de M, (R):

1 —1 2 1
2 —1 -1 4
—4 5 —10 —6|
3 2 10 —1
Introduciremos elementos nulos mediante el uso del Teorema 4.6(e) de
tal modo que A se transforme en una matriz triangular superior que tenga
el mismo determinante que A. El determinante de la matriz triangular

superior se calculard entonces por expansiones sucesivas sobre la primera
columna.

1 —1 2 1 1 -1 2 1
2 -1 -1 4 -5 2

det(A4) = det = det 0
—4 5 —10 —6 0 —2 =2
3 -2 10 —1 0 1 4 —4



212 Determinantes

1 -1 2 1 1 —1 2 1
0 — —
= det > =det0 > 2
0 3 —4 0 0 3 —4
0 0 9 —6 0 0 0 6
- 2
1.d t(l) ; 4)=1.1.d t(3 _4)
= 1.de —4] =1-.1.de 0 6
0 0 6
=1.1.3.6 = 18.

Hasta ahora, el papel jugado por los renglones y columnas de una
matriz en el estudio de los determinantes ha sido muy diferente —un deter-
minante se definié como una funcién en M,..(F) que satisface ciertas
propiedades que involucran a los renglones de una matriz, mientras que la
evaluacion del determinante se lleva a cabo mediante la expansion sobre
las columnas de la matriz. Estos papeles son reversibles y ahora verifica-
remos este hecho demostrando que los determinantes de 4 y A‘ son
iguales. (Como los renglones de A4 son las columnas de A? y viceversa,
este resultado sera suficiente para demostrar que los papeles desempe-
fiados por los renglones y las columnas son intercambiables.)

Teorema 4.10. Para cualquier matriz A de n x n det(A') = det(A).

DEMOSTRACION. Si A no es invertible, entonces rango(A) < n. Pero
como rango(A*) = rango(A4) (Corolario 2 del Teorema 3.5) se tiene que
At no es invertible, y entonces, en este caso, det(4) = 0 = det(4*).

Si A es invertible, entonces A = E,, ... E,, donde E,, ..., En, son
matrices elementales. Como det(E?) = det(E;) para cada i (véase el
Ejercicio 5), tenemos que

det(A!) = det(E! ... E}) = det(E) ... det(E})
=det(E,) ... det(En,) = det(E,) ... det(E,)
=det(Epn ... E,) = det(4). W
Corolario. Cualquier argumento sobre determinantes que involucre a los renglo-
nes de una matriz puede ser enunciado de nuevo en términos de las colum-
nas de la matriz, y cualquier argumento que involucre a las columnas de

una matriz puede ser enunciado de nuevo en términos de los renglones
de la matriz. En particular, si A es una matriz de n X n,

det(A) = 3 (—1) A, - det(Ay),

i=1



Propiedades de los determinantes 213

donde A;; es la matriz de (n — 1) x (n — 1) obtenida a partir de A
al suprimir el renglén i y la columna j.

Ejemplo 12. Sea A el siguiente elemento de M,,,(R):

En este caso el calculo requerido para evaluar det(A4) puede ser minimi-
zado al expandir sobre el tercer renglén, y entonces

4 -3 6 0 —15 10
det(4) = —5det] —2 1 4]= -5 det(O 7 2
1 3 -1 1 3 -1

=-5 det(_—l; 1(2)) = —5[(—15)-2 — 10.7] = 500.

Nuestro resultado final nos permite evaluar ficilmente el determinante
de una matriz triangular. Este resultado hace de la técnica utilizada en
el Ejemplo 11 un método muy eficiente para evaluar determinantes.

Teorema 4.11. Si A es una matriz triangular de n X n, entonces det(A) =
ALA;: ... Apg esto es, el determinante de A es el producto de los ele-
mentos de A ubicados en la diagonal.

DEMOSTRACION. Sea A una matriz triangular superior de n x n. La de-
mostracién se hace por induccién sobre n. Si n = 2, entonces A4 tiene la

forma
_(An A
4= (0 Azg)’
y entonces det(4) = A;;4,. — A;;- 0 = A,,A,,, lo que demuestra el teo-

rema para matrices triangulares superiores si n = 2.

Supéngase que el teorema es cierto para matrices triangulares supe-
riores de (n — 1) X (n — 1) y sea 4 una matriz triangular superior de
n X n. Entonces A tiene la forma

Au sz Al(n—l) An.
0 Azz Al(n—l) A2n

0 0 SRR (] A,
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Al expandir sobre la primera columna, vemos que
Azz o AZ(n—l) AZn

det(A4) = A,,-det| -

0 - 0 A,
=All'(A22 e Ann)

por la hipétesis de induccién. Esto completa la induccién y demuestra el
teorema para matrices triangulares superiores.

Si A es una matriz triangular inferior, entonces A? es una matriz trian-
gular superior. Por tanto, la primera parte de esta demostracién y el
Teorema 4.10 implican que

det(4) = det(4!) = (A)11 ... A=A ... Aun. I

Tal como en la Seccién 4.1, es posible interpretar geométricamente el
determinante de un elemento A en M,,,(R). Si A,, ..., A, son los n
renglones de 4, podemos interpretar

4,
det
A,
como el volumen n-dimensional (la generalizaciéon del area en R? y del
volumen en R®) del paralelepipedo que tiene a los vectores A, ..., A,

como aristas adyacentes. (Para una demostracién de este resultado véase
a Serge Lang, Andlisis I, Addison-Wesley, 1968, pp. 413-418.)

En nuestra anterior exposicién del significado geométrico del determi-
nante formado a partir de los vectores en una base ordenada para R?,
vimos también que este determinante es positivo si y sblo si la base
induce un sistema coordenado derecho. Una aseveraciéon similar es veri-
dica en R®. Especificamente, si y es cualquier base ordenada para R" y 8
es la ordenada estindar para R", entonces y induce un sistema coordenado
derecho si y sélo si det(Q) > 0, donde Q es la matriz de cambio de
coordenadas que permite pasar de coordenadas de y a coordenadas de 8.

Entonces, por ejemplo,
1 1 0
p=9ql 1} |{—1)[0O

0 0/ \1
induce un sistema coordinado izquierdo en R* puesto que

1 10
detf1 —1 0]='-2<0,
0 01
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mientras que

1 -2\ /0
Y =492} 1L 10
0 o/ \1

induce un sistema coordenado derecho en R® porque

1 =2 0
det| 2 1 0}J=5>0.
0 01

Mis generalmente, si 8 y y son dos bases ordenadas cualesquiera de R®,
entonces los sistemas coordenados inducidos por 8 y y tienen la misma
orientacién (ambos derechos o ambos izquierdos) si y sélo si det(Q) > 0,
donde Q es la matriz de cambio de coordenadas que permite el paso de
las coordenadas de y a las de 8.

EJERCICIOS

1.

2.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a)
(b)

(c)
(d)

(e)
69)
(g)
(h)
(i)

6))
(k)

Si dos renglones de 4 son idénticos, entonces det(4) = 0.

Si B es una matriz obtenida a partir de 4 mediante el intercambio
de dos renglones, entonces det(B) = —det(A4).

Si B es una matriz obtenida a partir de A4 multiplicando un renglén
de A por un escalar ¢, entonces det(4) = det(B).

Si B es una matriz obtenida a partir de 4 sumando un multiplo esca-
lar del rengl6n i al renglén j(i =~ j), entonces det(A4) = det(B).

Si E es una matriz elemental, entonces det(E) = 1.

Si A, BEM,.(F), entonces det(AB) = det(A) ' det(B).

Una matrizz M es invertible si y solo si det(M) = 0.

Una matriz M € M,,,(F) tiene rango n si y sélo si det(M) == 0.

El determinante de una matriz puede ser evaluado por expansién so-
bre cualquier renglén o columna.

det(A?) = —det(4).

El determinante de una matriz diagonal es igual al producto de los
elementos de la diagonal.

Evaluar cada uno de los siguientes determinantes por el método que se
indica.

(a)

Por expansion sobre la segunda columna

2 —1 4
3 6 1
—1 2 3
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(b) Por expansién sobre el primer renglén

-3 1 2
1 -1 4
5 6 1
(c) Por expansién sobre la tercera columna
1 21 1
-1 10 1
2 0 0 —1
011 1
(d) Por expansion sobre el cuarto renglén
1 2 0 —1
1 -1 0 2
1 01 0
0 1 2 1

Evaluar los determinantes de las matrices siguientes por cualquier método
permitido. En cada caso C es el campo de escalares.

@ / 4 —7 3 (b)
1 2 —1
-3 4 5

@ /—-24+i -1 5i
3 3+2i =2
4i 0 141

) { (&

S = A~ N
w
(%))

3
1
2
~5 3 7

9 0 0 © /4 —5 2
4 80 2 8 1
327 6 —1 3

(e 1 2 -1 -1

2 —1 5 4
—1 6 3 3

—1+3 2 6 0
4 0 341 4
0 1—-2i 0 2—i
2i 5 0 1+

Demostrar que una matriz triangular de n X n es invertible si y sélo si
en la diagonal no se encuentra ningin cero.

Completar la demostracion del Teorema 4.10 demostrando que si E es una
matriz elemental, entonces det(E’) = det(E). Sugerencia: E' es una ma-

triz elemental del mismo tipo que E.

Demostrar que si 4 €M,..(F), entonces det(cA) = c*det(A4) para cual-

quier escalar c.
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10.

11.

12.
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(a) Una matriz B en M,,,(R) se llama ortogonal si BBt = I. Demos-
trar que si B es ortogonal, entonces det(B) = =1.

(b) Una matri_z_ B en M,..(C) se llama unitaria si BB* =1 donde
(B*);; = B,,, €l complejo conjugado de B;;. Demostrar que si B
es unitaria entonces | det(B) | = 1. Sugerencia: Demostrar primero
que det(B) = det(B).

Una matriz B en M,,.(C) se llama antisimétrica si Bt = —B. Demostrar
que si B € My, (C) es antisimétrica y » es impar, entonces det(B) = 0.

Sea A €M,,..(F), y sea m tal que 1 < m < n. Sean
Ay, o Aim Aimeny o A
s | o S ol
A, 0 Apm Apmsyy =+ Apn
Amivmeny 0 Aimein
| |

y O sea la matriz nula de (n —m) X m. A se puede escribir simbélica-

mente como
_ (B, B
A= ( . Bg).
Demostrar que det(A4) = det(B,) - det(Bs).

Sea 8 = {Xi, - .. ,x»} un subconjunto de F* que contiene n vectores diferen-
tes, y sea B el elemento de My <o (F) cuya j-ésima columna es el vector x;.
Demostrar que 8 es una base para Fr si y sOlo si det(B) # 0.

Complete la demostracién del lema del Teorema 4.8.

Recuérdese la transformacién lineal T: P,(F) — F** definida en el Ejerci-
cio 20 de la Seccién 2.4 por T(f) = (f(co), - -+ » f(cy)), donde co, ... 5 Cn
son elementos distintos de un campo infinito F. Sea 8 = {1, x, x*, ..., x"}
una base ordenada de P,(F) y v la base ordenada normal para Foet,

(a) Calcular M = [T];. Una matriz que tiene la forma de M se llama ma-

triz de Vandermonde.
(b) Demostrar que det(M) = 0 utilizando el Ejercicio 20 de la Sec-
cion 2.4.
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13.

14.

15.

4.4
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(¢) Demostrar que
det(M) = TI (c; — ¢y,

0<i<i<

el producto de todos los términos de la forma ¢; — ¢; para 0 < i <
j<n

Sea 4 €My,»(F) no nula. Para toda m(1 < m < n) una submatriz de
m X m se obtiene de A suprimiendo n — m renglones y n — m columnas
cualesquiera de 4. Sea k(1 < k < n) el mayor entero tal que alguna sub-
matriz de k X k de A tiene un determinante no nulo. Demostrar que
rango(A) = k.

Utilizar los resultados de esta seccion para demostrar el Ejercicio 8 de la
Seccién 2.4: Si A y B son matrices de m x n tales que AB = I,, entonces
A es invertible (y por tanto B = A1),

Demostrar que si 4 y B son matrices similares, entonces det(4) = det(B).

LA ADJUNTA CLASICA Y LA REGLA DE CRAMER

En esta seccién definiremos la adjunta cldsica de una matriz de n x n y
la utilizaremos para calcular la inversa de una matriz. También obtendre-
mos la regla de Cramer, la cual permite utilizar determinantes para resolver
un sistema de ecuaciones lineales cuando éste tenga una matriz de coefi-
cientes invertible. Nuestra herramienta principal ser4 el siguiente teorema
que muestra las consecuencias de una expansién de una matriz por ele-
mentos de una columna y cofactores.

Teorema 4.12. Sea A una matriz de n X n-y sea ci; el cofactor de A;;(1 < i,

j < n). Entonces

2 Aij *Cik — 8j[k . det(A),

i=1

donde 8. es la delta de Kronecker.

DEMOSTRACION. Si j = k, la ecuacién se obtiene a partir del corolario
del Teorema 4.9. Supéngase que j=% k y sea B la matriz que tiene todas
sus columnas idénticas a las columnas correspondientes de A excepto la
columna k-ésima, B*, que es idéntica a la columna j de A. Entonces B* =
Bi = A, y el cofactor de Bj; es c;z. Ahora bien, det(B) = 0 puesto que
dos columnas de B son idénticas; pero, expandiendo B sobre la columna k,
tenemos también

det(B) = 2 Bikcik = 2 Ai]’Cu‘.

i=1 =1
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Y por tanto
SAicx=0 si j£k. B
i1

Corolario 1. Si A y c;; son como en el enunciado del Teorema 4.12, entonces

i Aijokj = 8" det(A).
i=1

DEMOSTRACION.  Ejercicio.
Definicién. Sea A una matriz de n x n. La matriz de n x n adj(A) cuyo ele-
mento del renglon i y columna j es el cofactor de A, se llama la adjunta

clasica de A. (Entonces adj A = Ct, donde C,; es el cofactor de A,;.)

Ejemplo 13. Sean 4 y B los siguientes elementos de M, ;(R):

1 2 3 1 3 -1
A=|1 0 1) and B=|—1 —4 2].

1 1 —1 2 0 1

Entonces

—1 2 1\¢ —1 5 2
adjd=| 5 —4 1) =1 2 —4 2],

2 2 =2 1 1 =2

y —4 5 8\t —4 -3 2
adjB=|-3 3 6] =| 5 3 —1}.

2 -1 -1 8 6 —1

Corolario 2. Para toda matriz A de n x n (adj A)A = [det(A)]I.

DEMOSTRACION. Sea 4 €M,..(F), y sea c;; el cofactor de 4;;. Entonces
(adj A);; = ¢i;, y por tanto, el elemento de (adj A)A para el j-ésimo
renglén y k-ésima columna es

”»

2 (adjA)ida = D cijAdin = 8 det(A4)
i=1

i=1

por el Corolario 1. Asi (adj4)A4 = [det(4A)II. W

Ejemplo 14. Sea A tal como en el Ejemplo 13. Al expandir A sobre
€l segundo renglén, vemos que

det(4) = (—1)-1-[2(=1) =31} + (-1)-1-(1-1—2-1) =6.
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Y -1 5 A/ 2 3\ (600
@ljdHd=[ 2 —a4 2t o 1}l=|0 6 0
1 1 —=2/\1 1 —1 0 0 6
= [det(A)1.

De una manera andloga, si B es como en el Ejemplo 13, entonces al ex-
pandir B sobre el tercer renglon vemos que

det(B) =2[3-2 — (—1)(—4)T+ 1[1(—4) —3(—1)]=3.

Mis ain,

—4 -3 2/ 1 3 -1l 300
@iBB=| 5 3 —1f|l-1 —4 2|={0 3 0
g8 6 —1/\'2 o 1/ \o o3

= [det(B)]L.

Corolario 3. Si A es una matriz invertible, entonces

At = [det(A)] ' (adj A).

DEMOSTRACION. Si A es invertible, entonces det(A4) %40 (Corolario 1
del Teorema 4.8). Ahora bien, (adj A)A4 = [det(A4)]I por el Corolario 2 y
por tanto [det(A4)]'(adjA)A =1 Y entonces [det(4)]'(adjA4) =
AL B

Ejemplo 15. Continuando con el Ejemplo 14, tenemos

LI e T

A1 = [det(4)]"'(adj A) = 3 2 —4 2= -} —§ ~}
1 1 =2 3 & ——‘}

—4 =3 2\ [—% —1 %

B =[detB @By =5 5 3 —1|]=| 3 1 ).
8 6 —I 3 2 —}

Concluiremos esta seccién con una exposiciéon de la regla de Cramer,
que proporciona un método interesante para resolver ecuaciones matri-
ciales de la forma AX = B, donde A es una matriz invertible. Este método,
sin embargo, es extremadamente ineficiente, puesto que si A es una ma-
triz de n X n, la solucién del sistema AX = B por medio de la regla de
Cramer requiere de la evaluacién de n + 1 determinantes de matrices
de n x n. (Por comparacién, el método de soluciéon presentado en la
Seccién 3.4 es un modo mas eficiente para resolver tales sistemas. Por lo
tanto, la regla de Cramer es mds bien de interés tedrico y estético, que
préctico.)
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Teorema 4.13. (Regla de Cramer.) Sea AX = B la ecuacién matricial de un
sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas, donde X = (x,, ...,
X))ty B= (b, ..., by)t. Si det(A) 5% 0 el sistema tiene una solucién
unica y para toda i(1 <i < n)

x; = [det(A)]* - det(M;),

donde M, es la matriz de n X n obtenida a partir de A reemplazando la
i-ésima columna de A por B.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2 del Teorema 4.8, det(A4) % 0 impli-
ca que A es invertible. Por tanto, de acuerdo con el Teorema 3.9, la ecua-
ci6n matricial AX = B tiene una solucién tnica. Multiplicando esta
ecuacién por la izquierda por adj 4 y utilizando el Corolario 2 del Teo-
rema 4.12 se tiene

[det(A)}IX = (adj A)AX = (adj A)B.

Examinando las coordenadas i-ésimas de los vectores columna [det(A)]
X = (adj A)B, puede verse que

[det(4)]xi = X (adj 4)i;b; = X cjiby,
j=1 f=1

donde c;; es el cofactor de 4;;. Pero
n
X cjib;
j=1
es la expansién de M; sobre la i-ésima columna; entonces
n
[det(A4)]x; = X cjib; = det(M;),
j=1

y consecuentemente
x; = [det(4)]* - det(M;) para 1 <i<n W

Ejemplo 16. Utilizaremos la regla de Cramer para resolver la ecuacién
matricial AX = B, donde

12 3 2
A=(1 0 1| y B=|3
11 —1 1

Primero, como se vio en el Ejemplo 14, det(4) = 6, por lo que se aplica
la regla de Cramer. Si M; es la matriz obtenida a partir de A4 substituyendo
la i-ésima columna de A por B, se tiene
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2 2 3
det|3 O 1
x_det(M,)_ I 1 -1 _15_ 5,
V7 T det(4) det(4) 6 2
1 2 3
det]1 3 1
x _ det(M,) 1 1 —1 __—_6____1
27 det(4) det(4) T 6 ’
y 1 2 2
det|]1 0 3
_ det(M;) 1 11/ _3_ 1.
7 det(d) T T det(d) 6 2

EJERCICIOS
1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Si una matriz se expande sobre los elementos de una columna y los
cofactores diferentes de una columna el, resultado es el determinante
de la matriz.

(b) Si A EMy.n(F), entonces (adj A)4 = I.

(¢) Todo sistema de rn ecuaciones lineales con n incégnitas puede ser
resuelto mediante la regla de Cramer.

(d) Sea AX = B la forma matricial de un sistema de 7 ecuaciones lineales
con n incégnitas, donde X = (x,, ..., x,)% Si det(A4) £0 y si M,
es la matriz obtenida a partir de 4 al reemplazar el renglén i de 4
por B!, entonces

x; = [det(A4)]7 - det(M;).

2. Encontrar la cldsica adjunta de las siguientes matrices.

(a) (® /—4 0 0
(jn ::12) 0 2 0
21 22 0 0 5
© /l—i 0 0 d /3 6 7
4 3i 0 0 4 8
2% 144 —1 005
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(e) 7 1 4 (f) 3 24i 0
6 —3 0 —14+i 0 i
-3 5 =2 0 1 3-—2
® /(-1 2 5 (h) (4 00
8 0 —3 0 40
4 6 1 0 0 4

Resolver los siguientes sistemas por medio de la regla de Cramer.

(a) ayx, + apx, = b, 2%, + X, —3x3= 5
@3y X1 T Ao2X2 = by, (b) X, — 2%, + x; =10
donde a11a22 - ay_:azl # 0. 3x1 + 4X2 - 2x;3 = 0
2%+ X2 —3xs= 1 X, — X+ d4x; = —4
(c) x,—2x.+ x3= 0 (d) —8x; +3x.+ x3= 8
13x1+4x2—2x3=—5 2%, — X2+ x3= 0
X1 — x2+4x;3: _2 3x1+ x2+x3= 4
(e) —8x, +3x,+ x:= O (f) —2x;, — X2 = 12
2%, — X2+ x3= 6 X+ 2x, + x;= —8

Demostrar que para cualquier 4 € M,..(F), det(adj 4) = [det(4)]"".

Sea A una matriz triangular superior invertible de n x n. Demostrar que
adj A es triangular superior y por tanto A~ es triangular superior. Demostrar
que resultados semejantes son ciertos si 4 es triangular inferior.

Demostrar el Corolario 1 del Teorema 4.12.

Demostrar que adj A° = (adj 4)".

RESUMEN —CONCEPTOS IMPORTANTES
SOBRE DETERMINANTES

En esta seccién resumiremos las propiedades importantes de los determi-
nantes que nos seran necesarios para el resto del texto. Los resultados
contenidos en esta seccién fueron obtenidos en las Secciones 4.2 y 4.3;
por tanto los conceptos presentados aqui serdn enunciados sin demos-
tracion.

El determinante de una matriz A de n X n con elementos de un cam-
po F es un elemento de F, expresado como det(4), que puede ser
calculado de la siguiente manera:

1. Si A es de 1 x 1, entonces det(A4) — A,,, el uUnico elemento
de A.
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2. Si A es de 2 x 2, entonces det(A) = A;14:. — A12A,. Asi, por

ejemplo,
-1 2
det( 5 3): (—1)(3) — (2)(5) = —13.

3. Si A es de n x n para n > 2, entonces el determinante de A4
puede ser expresado como la suma de los productos de cada ele-
mento de algin renglén o columna de A4 multiplicado por =1
veces el determinante de una matriz de (n — 1) x (n — 1) obte-
nida al eliminar de A4 el renglén y la columna que contienen el
elemento en cuesti6n. La f6rmula exacta es

det(4) = 3 (— 1) Ay, det(d:;)
j=1
(si el determinante es evaluado a partir de los elementos del ren-
glén i de A) o bien

det(4) = 3 (—1)"A4;;- det(4i;)
i=1
(si el determinante es evaluado a partir de los elementos de la
columna j de 4), donde 4;; es la matriz de (n — 1) x (n — 1)
obtenida a suprimir el renglén i y la columna j de A.

En las expresiones anteriores el escalar (—1)i+/det(4;;) se llama el
cofactor del elemento A;;. En esta notacién el determinante de A4 se
evalda como la suma de productos de cada elemento de algin renglén o
columna de A multiplicado por el cofactor de ese elemento. Entonces
det(4) se expresa en términos de n determinantes de matrices de
(n — 1) X (n— 1). Estos determinantes se evaldan luego en términos
de determinantes de matrices de (m — 2) x (n — 2) y asi sucesivamente,
hasta que se obtienen matrices de 2 x 2. Los determinantes de las matri-
ces de 2 x 2 se evaliian entonces como en el inciso 2.

Consideremos algunos ejemplos de esta técnica al evaluar el determi-
nante de la matriz de 4 x 4

1 5

2 1

1 —4 —
4= 1 4 1.

2 0 -3 1

3 6 1 2

Primero evaluaremos el determinante de 4 por expansién sobre el cuarto
renglén. Esto requiere de que conozcamos el cofactor de cada elemento
del renglén. El cofactor de 4,;, = 3 es

1 1 5
(—D**'detf1 —4 —1{.
0 -3 1
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Evaluemos el determinante anterior por expansién sobre la primera colum-
na. Entonces

1 1 5
detl1 —4 —1 :(—1)’“(1)det(_4 _1)+(—1)2“(1)det( ! 5)
o _3 1 _ -3 1 —31

4 —1
= 1((—H() — (—1)(—3)]
+ (=DMIAXT) — (H=3] + 0
= —-7—16+4 0= —23.
Asi, el cofactor de A, es (—1)*(—23) = 23. Andlogamente, el cofactor

de A, = 6 es
2 1 5
(—1)*+2 det(l —4 —l).

2 =3 1

+(=17+() det(_1 > )

Evaluando este determinante sobre el segundo renglén da
2 1 5
2+1 1 5 2+2 2 5
det(l —4 —1):(—-1) ) det(_3 1)—l—(——l) (—4) det(2 1)
2 =3 1
2+3(__ 2 1
+ (=D**3(=1) det(2 _3)
= (= D)D) — GH=3] + D(=DI@D) — ()]
+ (=D(=DIRX—3) — (D)

= —16432—8=28.
Y asi el cofactor de 4,, es (—1)¢(8) = 8. El cofactor de 4, = 1 es

21 5
(—1)‘“det(1 1 —1}.
20 1

Si evaluamos este determinante por expansién sobre el tercer renglén, en-
contramos que

21 5
det(l 1 —1)=(—l)’”(2)d°‘(i —f)H"l)m(o)det(f —i)
20 1

+ (=1 det(f i)

= 1)()(—=1) — G)D] + 0+ (DI — (DH(D)]
— 124+0+41=—IL
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Por tanto, el cofactor de 4,, es (—1)7(—11) = 11. Finalmente, el cofac-
tor de 4,, = 2 es

21 1
(—D***detfl1 1 —4].
2 0 -3

Calculando este determinante por expansién sobre la segunda columna,
obtenemos

2 1 1

1+1(] 1 —4 2+2(1) d 2 1
det|1 1 —4|= (=1 )det(2 _3) + (—=D**%(1) et(2 _3)
2 0 -3
2 1
+ (=1)*2(0) det(1 )
= (—=DMIIN=3) — (—=H(2)] + 1(DIR)(—3) — ()(Q2)]
+0
=—5—84+0=—13.
Por tanto el cofactor de 4,, es (—1)8(—13) = —13. Ahora podemos eva-

luar el determinante de A multiplicando cada elemento del cuarto renglén
por su cofactor; esto da
det(A4) = 3(23) + 6(8) + 1(11) + 2(—13) = 102.

A fin de comparar calcularemos también el determinante de A4 por
expansién sobre la segunda columna. El lector deberi verificar que los
cofactores de A,,, Az2 y A4, son 14, 40 y 8, respectivamente. Entonces

1 —4 —1 2 15
det(A):(—1)1+2(1)det(2 —3 1|+ (=) det|2 —3 1
3 1 2 301 2
2 1 5 2 1 5

+ (=1 20y det{ 1 —4 —1 ]+ (—1)**2(6)det] 1 —4 —1
312 2 -3 1

=14 4- 40 + 0 + 48 = 102.

Por supuesto, el hecho de que el valor 102 se haya obtenido de nuevo no
es ninguna sorpresa puesto que el valor del determinante de A4 es indepen-
diente de la eleccién del renglén o columna utilizada en la expansion.

Obsérvese que el cilculo de det(4) es mas facil cuando se expande
sobre la segunda columna que cuando se expande sobre el cuarto renglén.
La diferencia es la presencia de un cero en la segunda columna, lo que
hizo innecesario evaluar uno de los cofactores (el cofactor de As,). Por
esta razén es benéfico evaluar el determinante de la matriz expandiendo
sobre el renglén o columna que tenga el mayor niimero de elementos nulos.
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De hecho, es a menudo 1til introducir ceros en la matriz por medio de
operaciones elementales en los renglones antes de calcular el determi-
nante. Esta técnica utiliza las tres primeras propiedades de los determi-
nantes.

Propiedades del determinante

1. Si B es una matriz obtenida al intercambiar dos renglones o colum-
nas de A, entonces det(B) = —det(A4).

2. Si B es una matriz obtenida al multiplicar todo elemento de algin
renglén o columna de A por algin escalar c, entonces det(B) = ¢
X det(A4).

3. Si B es una matriz obtenida a partir de A4 al sumar un multiplo
del renglén i al renglén j o un- miltiplo de la columna i a Ia
columna j, donde i = j, entonces det(B) = det(A4).

Tlustraremos el uso de estas tres propiedades en la evaluacién de deter-
minantes calculando el determinante de la matriz A de 4 x 4 considerada
anteriormente. Nuestro procedimiento serd el de introducir ceros en la
segunda columna de A4 utilizando la propiedad 3 y luego expandiendo
sobre esa columna. (Las operaciones elementales sobre los renglones utili-
zadas consisten en sumar miiltiplos del renglén 1 a los renglones 2 y 4.)
Este proceso da

21 1 5 2 1 1 5
det(A):detl I Y ke
2 -3 1 0 —3 1
36 1 2 -9 0 —5 —28

-1 =5 —6

= 1(—D"2detl 2 —3 1.

—9 —5 —28

El determinante resultante de una matriz de 3 x 3 puede ser evaluado
de la misma manera. Utilizaremos operaciones elementales del tipo 3 en
los renglones para introducir dos ceros en la primera columna y luego
expandir sobre ella. Continuando con lo anterior tenemos

det(A):(—l)'det( 2 -3 1):(—”'"6‘ 0 —13 i
—9 —5 —28 0 40 26
- oy —13 —11
= a7 )]

- (—13)(26) — (—11)(40) — 102.
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El lector debiera comparar este cilculo de det(A4) con los anteriores para
determinar cuédnto trabajo de menos se requirié cuando se emplearon las
propiedades 1, 2 y 3.

En los siguientes capitulos tendremos a menudo que evaluar el deter-
minante de matrices de formas especiales. Las siguientes tres propiedades
de determinantes seridn de gran utilidad para ello.

4. det(l) = 1.

5. Si dos renglones (o columnas) de una matriz son idénticos, el
determinante de la matriz es cero.

6. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de
los elementos de la diagonal.

Como ilustracién de la propiedad 6, véase que

-3 0 0
detl| 1 4 0]=(=3)4)—6) =72
25 —6

Las cuatro propiedades restantes del determinante se utilizardn fre-
cuentemente en capitulos posteriores. De hecho probablemente la propie-
dad maés significativa del determinante es que proporciona una caracteriza-
cién sencilla de las matrices invertibles (véase propiedad 10).

7. Para cualquier A, det(A4) = det(4?).

8. Para cualquier 4, B € M,..(F), det(AB) = det(A4) - det(B).
9. Si QO es una matriz invertible, entonces det(Q-*) = [det(Q)]1™.
10. Una matriz Q es invertible si y sélo si det(Q) =% 0.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) El determinante de una matriz cuadrada puede ser calculado expan-
diendo la matriz sobre cualquier renglén o columna.

(b) Al evaluar el determinante de una matriz, es conveniente expandir
sobre un renglén o columna que contenga el mayor nimero de ceros.

(c) Si dos renglones o columnas de 4 son idénticos, entonces det(4) = 0.

(d) Si B es una matriz obtenida al intercambiar dos renglones o colum-
nas de A, entonces det(B) = det(A).

(e) Si B es la matriz obtenida al multiplicar todos los elementos de un
renglén o columna de A4 por un escalar; det(B) = det(4).

(f) Si B es una matriz obtenida a partir de 4 sumando un multiplo de
algln renglén a un renglén distinto (o un multiplo de alguna columna
a alguna columna distinta), entonces det(B) = det(A).

(g) El determinante de una matriz triangular de n x n es igual al pro-
ducto de sus elementos de la diagonal.



2,

Resumen —conceptos importantes sobre determinantes 229

(h) det(A!) = —det(A4).

(i) Si A, BEM,,.(F), entonces det(AB) = det(A4) - det(B).

(j) Si Q es una matriz invertible, entonces det(Q-') = [det(Q)].
(k) Una matriz Q es invertible si y s6lo si det(Q) 5= 0.

Evaluar el determinante de las siguientes matrices de 2 x 2.
(a) /4 -5 () /(-1 7
2 3 3 8
() /2+i —1+3i (d) 3 4
1—2i 3—i —-6i 2i

Evaluar el determinante de las siguientes matrices en la manera indicada.
(a) Expandir sobre la segunda columna

01 2
-1 0 -3)
23 0

(b) Expandir sobre el tercer renglén

1 0 2
(015
-1 3 0

(c) Expandir sobre la primera columna

0 141 2
—2i 0 l-i)
3 4i 0

(d) Expandir sobre el primer renglén

i 2+ 0
(—1 3 2i>
0 -1 1—i

(e) Expandir sobre la cuarta columna

0 2 I 3
1 0 —2 2
3 -1 01
—1 1 2 0

Evaluar el determinante de las siguientes matrices por cualquier método per-
mitido.

@ /2 S50 (b [—1 32 © 1 0 3
(—613) (4—11) (2—14
0 —4 2 2 25 -3 21
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(d i 2 -1
3 1+ 2
—2i 1 4 —i
(3] 1 0 —2 3
-3 1 | )
04 —1 1
2 3 01

©

(®

3 2
4 2410 2i 542
0 1—i 1 3—4i
0 0 3 6
\0 0 0 2

—14i

5.* Trabajar sobre el Ejercicio 9 de la Seccién 4.3.
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Capitulo 5

Diagonalizacidon

5.1

Este capitulo trata el llamado “problema de la diagonalizacién”. Dada
una transformacién lineal T: V—V, donde V es un espacio vectorial
dimensionalmente finito, buscaremos respuestas a las siguientes interro-
gantes:

1. ¢Existe una base ordenada 8 para V tal que [T]z sea una matriz
diagonal?
2. Si dicha base existe, ;como puede encontrarse?

Como en general los célculos que involucran a las matrices diagonales son
sencillos, una respuesta afirmativa a la pregunta 1 nos conducird a un
mayor entendimiento de cémo la transformacién T opera sobre V, y una
respuesta a la pregunta 2 nos permitird obtener soluciones féciles a mu-
chos problemas de orden practico que pueden formularse dentro del
contexto del algebra lineal. Consideraremos algunos de estos problemas
y sus soluciones dentro de este mismo capitulo —véase por ejemplo la
Seccién 5.3.

Una solucién al problema de la diagonalizacién conduce de una mane-
ra natural a los conceptos de “eigenvalor” (valor propio o caracteristico)
y ‘‘eigenvector” (vector propio o caracteristico). Aparte del importante
papel que estos conceptos juegan en el problema de la diagonalizacién,
su utilidad quedara también demostrada como valiosas herramientas en el
estudio de muchas transformaciones no diagonalizables, tal como lo vere-
mos en el Capitulo 6.

EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

Como el problema de la diagonalizaciéon implica el estudio de una trans-
formacién que mapee a un espacio vectorial en si mismo, es util dar un
nombre a tal transformacién. En consecuencia, llamaremos a la transfor-

macién lineal T: V — V sobre un espacio vectorial V, un operador lineal
sobre V.
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Para un operador lineal dado T sobre un espacio vectorial dimensional-
mente finito V, nos interesaran las matrices que representen a T de acuerdo
con las diferentes bases ordenadas para V.

A lo largo de este capitulo omitiremos en general la palabra “orde-
nada” en la expresion “base ordenada”.

Considérese un operador lineal T en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V y cualquier par de bases 8 y B’ para V. Recuérdese del
corolario al Teorema 2.27 que las matrices [T]g y [T]g. estdn relacionadas
mediante la expresién

[Tls- = O'[T]sQ,

donde Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma las
coordenadas de B’ en coordenadas de 8. En la Seccién 2.5 definimos
tales matrices como matrices similares. Un caso especial de utilidad de
este tipo de relaciones se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea A€M, .(F) y sea y = {X,, Xz, ... , X} una base cualquie-

ra para F*. Entonces [L.]y = Q'AQ, donde Q es una matriz de n X n en
la que la columna jes x; (j=1,2,...,n).

DEMOSTRACION. Sea 8 la base estandar para F°. Se puede ver facilmente
que la matriz Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma
las coordenadas de y en coordenadas de 8. Por lo tanto

[Laly = Q' [Lu]sQ = Q'40. W
Ejemplo 1. Para ilustrar el Teorema 5.1, sean

(6 ) emw s {G) Q)

Es muy sencillo verificar que si

(1 1
2 1
= (73 )
y por tanto

weeuo- (2 N (-1 ).

Como se mencioné anteriormente, las matrices que representan al mis-
mo operador lineal relativo a bases diferentes son similares. Establecere-
mos en seguida el reciproco de este resultado.

entonces
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Teorema 5.2. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V n-dimensio-
nal, y sea B una base para NV. Si B es cualquier matriz de n X n similar
a [T]g, entonces existe una base g’ para V tal que B = [Tlg..

DEMOSTRACION. Si B es similar a [T]g, entonces existe una matriz inver-
tible Q tal que B = Q7'[T]Q. Supéngase que 8 = {x1, Xz, ..., Xn} ¥y de-
finase

x'j =3 Qi;X; para 1 <j<n.
i=1

Entonces 8’ = {x’, x,,..., x,} es una base para V tal que Q es la matriz
de cambio de coordenadas que transforma las coordenadas de 8’ en coor-
denadas de 8. (Ejercicio 11 de la Seccién 2.5.) Por lo tanto

[Tlgr = Q[T]sQ = B
de acuerdo con el corolario del Teorema 2.27. W

El concepto de similitud es de utilidad en el estudio del problema de
la diagonalizacién, pues puede ser utilizado para reformular el problema
dentro del contexto matricial. Introduciremos ahora el concepto de dia-
gonalizabilidad.

Definiciones. Se dice que un operador lineal T sobre un espacio vectorial dimen-
sionalmente finito V es diagonalizable si existe una base f para V tal que
[T1g sea una matriz diagonal.
Una matriz cuadrada A es diagonalizable si A es similar a una matriz
diagonal.

El teorema siguiente relaciona estos dos conceptos y conduce a una
reformulacién del problema de la diagonalizacién dentro del contexto
matricial.

Teorema 5.3. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V. Los siguientes incisos son equivalentes:

(a) T es diagonalizable.
(b) Existe una base B para V tal que la matriz [T)g es diagonalizable.
(¢) La matriz [T]ly es diagonalizable para cualquier base y para V.

DEMOSTRACION. Si T es diagonalizable, entonces existe una base B8 para
V tal que [T]g es una matriz diagonal. Entonces [T]s es trivialmente diago-
nalizable, por lo que (a) implica a (b).

Sea B una base para V tal que [T]g es diagonalizable y sea y una base
cualquiera para V. Entonces [Tlg y [T], son similares. Luego, si [T]g es
similar a una matriz diagonal, también [T], lo serd de acuerdo con la
transitividad de la relacién de similitud. Y entonces [T}, es diagonali-
zable, demostrando que (b) implica a (c).
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Finalmente, si [T], es diagonalizable, existe una matriz diagonal D
similar a [T],. Luego, de acuerdo con el Teorema 5.2, existe una base g’
para V tal que [T]g. = D. Por tanto, T es diagonalizable y asi (c) implica
a(a). W

Como una consecuencia inmediata de este Teorema tenemos el siguien-
te resultado de gran utilidad.

Corolario. Una matriz A es diagonalizable si y sélo si L, es diagonalizable.

Como consecuencia del Teorema 5.3 podemos reformular el problema
de la diagonalizacién de la manera siguiente.

1. (Es diagonalizable una matriz cuadrada 4 dada?
2. Si A es diagonalizable, jcémo puede determinarse una matriz Q
invertible tal que Q-'4AQ sea una matriz diagonal?

Presentaremos ahora el primero de los diferentes resultados que con-
ducen a una solucién del problema de la diagonalizacién.

Teorema 5.4. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V. Entonces T es diagonalizable si y solo si existe una base

B={xy, ..., X} para V y escalares \,, . .. » An (no necesariamente dis-
tintos) tales que T(x;) = \;X;, para 1 <j £ n. Bajo estas circunstancias
A, 0 ... 0
0 2, --- 0
[T]ﬂ = )
0 0 ... 2,

DEMOSTRACION.  Supéngase que T es diagonalizable. Entonces existe una
base B para V tal que [T]s = D es una matriz diagonal. Sean X; = D;; y
B = {x, ..., x,}. Entonces para cada j,

n
T(.Xj) = ED,—;X; = Djjxj = Ajx;.

i=1

Reciprocamente, 'supéngase que existe una base B={x, ..., xa} v
escalares A, ..., A, tales que T(x;) = Ajx;. Entonces evidentemente
4, 0 ... 0
0 A, --- 0
[Tl = ’
o 0 - 2/

Del Teorema 5.4 se derivan las siguientes definiciones.
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Definiciones. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Un elemento
rio nulo X € V se llama eigenvector de T si existe un escalar A tal que
T(x) = AX. Al escalar \ se le llama eigenvalor correspondiente al eigen-
vector X.

Ardlogamente, si A es una matriz de n X n en un campo F, un ele-
mento no nulo x €F" se denomina eigenvector de la matriz A, si X es un
eigenvector de L,. Como en el pdrrafo anterior, el escalar )\ se denomina ei-
genvalor de A correspondiente al eigenvector X.

A menudo se usan las palabras vector caracteristico y vector propio
en lugar de eigenvector. Los términos correspondientes para un eigenvalor
son valor caracteristico y valor propio.

Con esta terminologia vemos que en el Teorema 5.4 la base 8 consta
de eigenvectores de T y que los elementos de la diagonal de [T]g son los
eigenvalores de T, por lo que el Teorema 5.4 puede ser enunciado de
nuevo de la manera siguiente: Un operador lineal T en un espacio vectorial
dimensionalmente finito V es diagonalizable si y solo si existe una base B
para N compuesta por eigenvectores de T. Ademds, si T es diagonalizable,
B = {Xi, Xs, ..., X,} es una base de eigenvectores de T, y D = [T]g; en-
tonces D es una matriz diagonal y D;; es el eigenvalor correspondiente a
x;(i=1,2,...,n).

Antes de continuar con nuestro andlisis del problema de la diagonali-
zacién consideremos dos ejemplos que involucran eigenvectores y eigen-
valores.

Ejemplo 2. Sea C*(R) el conjunto de todas las funciones f: R—>R
que tienen derivadas de todos los 6rdenes. (Por lo tanto C*(R) incluye a
todas las funciones polinomiales, las funciones seno y coseno, las funciones
exponenciales, etc.) Es facil ver que C*(R) es un subespacio del espacio
vectorial F(R, R) de todas las funciones de R en R como se definieron en
la Seccién 1.2. Definase T: C*(R) — C*(R) mediante T(y) = )’, donde
y' es la derivada de y. Puede verificarse facilmente que T es un operador
lineal en C*(R). Procederemos a determinar los eigenvalores y los eigen-
vectores de T.

Si A es un eigenvalor de T, entonces existe un eigenvector y € C*(R)
tal que ' = T(y) = Ay. Esta es una ecuacién diferencial de primer orden
cuyas soluciones son de la forma y(f) = ce) para alguna constante c.
En consecuencia, todo niimero real A es un eigenvalor de T y los eigen-
vectores correspondientes son de la forma ce! para ¢~ 0. (Nétese que
si A = 0, los eigenvectores son las funciones constantes no nulas.)

Ejemplo 3. Sea

) (D)
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wer=(1 D)= ()= ()= 2=

x; es un eigenvector de L, (y por tanto de A). También A, = —2 es el
eigenvalor asociado con x,. Ademis,

Lo =(3 3)(3) = (%) =5(3) =5~

Luego, x, es un eigenvector de L, (y de 4) con X, = 5 como eigenvalor
asociado. Notese que 8 = {x;, x.} es una base para R?, y por tanto, por

el Teorema 5.4
-2 0
[LA]B = ( 0 5) .

Como

Finalmente, si

entonces por el Teorema 5.1,
2 0

El ejemplo anterior muestra una técnica para diagonalizar una matriz

Adenxn:SiB={xy, Xz, ..., X»} €s una base para F* que consta de
los eigenvectores de 4, y Q es la matriz de n X n cuya columna j es el
eigenvector x;(j = 1, 2, ..., n), entonces O AQ es una matriz diagonal.

Para poder emplear este procedimiento necesitamos de un método para
determinar los eigenvectores de una matriz u operador. Como se verd
luego, los eigenvectores se determinan facilmente una vez que se conocen
los eigenvalores, por lo que principiaremos exponiendo un método para
calcular los eigenvalores. Como ayuda en este calculo utilizaremos el teore-
ma siguiente para introducir el concepto de “determinante” de un operador
lineal. '

Teorema 5.5. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V 'y sean 8 y B’ un par de bases cualesquiera para \I. Entonces

det([Tlg) = det([Tlg).

DEMOSTRACION. Sean. 4 = [T]g y B = [T]g.. Como 4 y B son similares,
existe una matriz invertible Q tal que B = Q*4Q. Por lo tanto
det(B) = det(Q'AQ) = det(Q™) - det(A) - det(Q)
= [det(Q) ] - [det(A4)] " [det(Q)] = det(4). W

Este resultado da lugar a la siguiente definicidn.
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Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V. Definimos el determinante de T, que denotaremos por det(T), de
la manera siguiente: Escijase una base B para V, y definase det(T) = det
([Tlg). Nétese que segin el Teorema 5.5 det(T) estd bien definido, es
decir, es independiente de la seleccion de la base .

Ejemplo 4. Sea T: P,(R) — P;(R), definida mediante T(f) = f', la de-
rivada de f. Para calcular det(T), sea g = {1, x, x*}. Entonces 8 es una
base para P,(R) y
010
[T, ={0 0 2}
0 0 0
Por lo tanto det(T) = det([Tlg) = 0.

Nuestro siguiente resultado establece algunas propiedades del deter-
minante de un operador lineal. Nétese la semejanza de estas propiedades
con las que demostramos para el determinante de una matriz en el Capi-
tulo 4.

Teorema 5.6. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmen-
te infinito V. Entonces

(a) T es invertible si y solo si det(T) 0.

(b) Si T es invertible, entonces det(T') = [det(T)]™.

(c) SiU: VoV es lineal, entonces det(TU) = det(T) - det(U).

(d) Si A es un escalar y B es una base cualquiera para V, entonces

det(T — Aly) = det(A — Al),
donde A = [T]s.

DEMOSTRACION. Las demostraciones de los incisos (a), (b) y (c) se de-
jan como ejercicios. Para demostrar el inciso (d), supbngase que A es un
escalar, B es una base para V 'y A = [T]g. Entonces [lv]g = 1, y por lo tan-
to [T — Aly]lg = A — Al. Luego, por definicion det(T — Aly) = det(A —
AD. B

El teorema siguiente nos proporciona un método para calcular los
eigenvalores.

Teorema 5.7. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito V sobre un campo F. Un escalar A €EF es un eigenvalor de T
si y s6lo si det(T — Al) = 0.

DEMOSTRACION. Supdngase que \ es un eigenvalor de T. Entonces existe
un eigenvector x €V (x % 0) tal que T(x) = xx. Luego 0 = T(x) — Ax =
(T — A (x). Como x 5~ 0, T — Al no es invertible. Asi, segun el Teorema
5.6, det(T — Al) = 0.
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Reciprocamente, supéngamos que det(T — Al) = 0. Entonces, de nue-
vo por el Teorema 5.6, T — Al no es invertible. Luego existe un vector no
nulo x €V tal que x EN(T — Al). Entonces (T — Al)(x) = 0, y légica-
mente T(x) = Ax. Por lo tanto x es un eigenvector (con A como eigenvalor
asociado) de 7. I

Corolario 1. Sea A una matriz de n x n sobre un campo F. Entonces un esca-
lar A €F es un eigenvalor de A si y solo si det(A — \I) = 0.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Eiemplo 5. Sea

_ (1 1
4= (4 1) gszz(R)‘

Como

1 —2 1

dMA—M)=®% PN

>=A2~2)\—3:()\—3)(A+1),
los unicos eigenvalores de 4 son 3 y —1.

Eijemplo 6. Sea T: P,(R) — P.(R) el operador lineal definido mediante
T(f(x)) = f(x) + xf'(x) + f(x), y sea B = {1, x, x2}. Entonces 8 es
una base para P.(R) y

1 10
[T, =]0 2 2]
0 0 3
Como
1—2 1 0
det(T — Al) = det([T], — Al) =det|] O 2— 4 2
0 0 3—1

=1 =12 — 13—
= -4 =Dl -2@ -3,

A es un eigenvalor de T si y sélosi A = 1,2 o 3.

El Ejemplo 6 hace uso de la siguiente consecuencia evidente del Teo-
rema 5.6.

Corolario 2. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito V, y sea B una base para V. Entonces ) es un eigenvalor de T
si y sélo si es un eigenvalor de [T]g.

En los Ejemplos 5 y 6 el lector habrda podido observar que si A es
una matriz de n X n, entonces det(4 — Al,) es un polinomio en A de gra-
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do n con un coeficiente principal (—1)". Los eigenvalores de 4 son
sencillamente ceros de este polinomio; de manera que la siguiente defi-
nicién es apropiada.

Definicién. Si A€M, ..(F), el polinomio det(A — tl,) en la incognita t se
denomina polinomio caracteristico de A.*

Se puede demostrar ficilmente que matrices semejantes tienen el mis-
mo polinomio caracteristico (ver Ejercicio 12). Este hecho permite la
definicién siguiente.

Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V con base B. Definimos al polinomio caracteristico f(t) de T como
el polinoniio caracteristico de A = [T]g; esto es,

f(t) = det(A — tI).

La observacién que precede a la definicién muestra que ésta es inde-
pendiente de la seleccion de la base 8. A menudo representaremos al
polinomio caracteristico de un operador T mediante det(T — #1).

El siguiente resultado confirma nuestras observaciones sobre los Ejem-
plos 5 y 6; puede demostrarse mediante un argumento directo de in-
duccién.

Teorema 5.8. El polinomio caracteristico de A € M, .(F) es un polinomio de
grado n con coeficiente principal (—1)".

Las siguientes consecuencias del Teorema 5.8 son inmediatas. (Véase
también el Corolario 2 del Teorema E.2.)

Corolario 1. Sea A cualquier matriz de n x n 'y sea f(t) el polinomio caracte-
ristico de A. Entonces

(a) Un escalar X es un eigenvalor de A si 'y sélo si A es un cero del
polinomio £(t) (es decir, si y solo si f(1) = 0).
(b) A tiene como mdximo n eigenvalores distintos.

Corolario 2. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional V
con polinomio caracteristico f(t). Entonces

(a) Un escalar \ es un eigenvalor de T si y sélo si A es un cero del
polinomio f(t) (es decir, si y sclo si £f(A) = 0).
(b) T tiene como mdximo n eigenvalores distintos.

El lector observador debe haber notado que los elementos de la matriz
A — tl, no son elementos del campo F. Sin embargo, son elementos de otro campo
F(t). (El campo F(t) es el campo de los cocientes del anillo de los polinomios
F[f]. Normalmente esto se estudia en cursos de algebra abstracta.) En consecuencia
los resultados sobre determinantes demostrados en el capitulo 4 contindan siendo
ciertos dentro de este contexto.
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Los dos corolarios anteriores nos proporcionan un método para deter-
minar todos los eigenvalores de una matriz o de un operador, y nuestro
siguiente resultado nos proporciona un procedimiento para determinar los
eigenvectores correspondientes a un eigenvalor dado.

Teorema 5.9. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V, y sea A un
eigenvalor de T. Un vector x €V es un eigenvector de T que corresponde
alsiysolosix#0yxeN(T— A

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Eiemplo 7. Para encontrar todos los eigenvectores de la matriz

=D

del Ejemplo 5, recuérdese que A tiene dos eigenvalores, A, = 3y A, = —1.
Principiaremos encontrando todos los eigenvectores correspondientes a
Ay = 3. Sea

peana=(i ) (9 -(2 )

Entonces
= X1 2

es un eigenvector correspondiente a A, =3 si y s6lo si x40 y si
xEN(Ls), esto es, x40 y

-2 1\ /x, _ (2t x - 0
4 —2/\«x, 4x, — 2x, 0/
Evidentemente el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién ante-
rior es
! 1. tER
) .
Por lo tanto x es un eigenvector que corresponde a A, = 3 si y sélo si

x= t(;) para alguna 74 0.

Ahora, supéngase que x es un eigenvector de A4 que corresponde a
A.g = _1. Sea

B (1 1\ _ /-1 0\_ /(2 1\
B_A_’”I_<4 1) (0 —1)'(4 2)’

.1
x= (x) EN(Ly)

entonces
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si y sblo si x es una solucién al sistema

2x,+ x=0
4x, + 2x, = 0.

Por lo tanto

- {(2): e

Luego, x es un eigenvector que corresponde a A\, = —1 si y sélo si

x = t(_é) para alguna 7s£0.

{G) ()}

es una base para R? que estd formada de eigenvectores de 4. Luego, por
el Teorema 5.4, L, (y por lo tanto 4) es diagonalizable. De hecho, si

e=(; —2)

¢l Teorema 5.1 implica que

eo=(3 9)

En el Ejemplo 6 vimos que el operador lineal T en P,(R) definido
mediante T(f(x)) = f(x) + xf'(x) + f(x) tiene como eigenvalores a 1,
2 y 3. Ahora calcularemos los eigenvectores de T.

Obsérvese que

Py (R)——— > P,(R)

¢5 ¢5
L
R3_—A.___> R3

figura 5.1

Recordemos el diagrama de la Fig. 5.1 que procede de la Secciéon 2.4,
donde g8 = {1, x, x3} y
1 10
A=[T],={0 2 2}
0 0 3

Demostraremos que v €P,(R) es un eigenvector de T correspondiente
a X siy sélo si ¢g(v), es un eigenvector de 4 correspondiente a A. (Este
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argumento es valido para cualquier operador en un espacio vectorial di-
mensionalmente finito.) Si v es un eigenvector de T que corresponde a
A, entonces T(v) = Av. Por lo tanto

Liga(v) = @T(v) = $p(Av) = App(Vv).

Ahora bien, ¢5(v) = 0 puesto que ¢g es un isomorfismo. Luego ¢g(v)
es un eigenvector de L, (y por lo tanto de A) que corresponde a A. Como
el argumento anterior es reversible, podemos establecer de manera similar
que si ¢g(v) es un eigenvector de A que corresponde a A, entonces v
es un eigenvector de T que corresponde a A.

Una formulacién equivalente del resultado demostrado en el parrafo
anterior es que para cualquier eigenvalor A de A (y por lo tanto de T),
un vector y €R* es un eigenvector de 4 que corresponde a A si y sélo si
¢k](y) es un eigenvector de T correspondiente a A. Este hecho nos permite
calcular los eigenvectores de T tal como lo hicimos en el Ejemplo 7.

Sea A, = | y definase

010
B=Ad—AI=[0 1 2|
00 2

Puede demostrarse facilmente que

1
N(Lp) =144 0 }: a e R}-
0
Luego los eigenvectores de 4 que corresponden a A, son de la forma
1
a 0
0

para alguna a £ 0. En consecuencia, los eigenvectores de T que correspon-
den a A, = | son de la forma

1
$:'al 0 )] =ads'(e,) =a
0

para alguna a = 0. Por lo tanto, los polinomios constantes no nulos son
los eigenvectores de T que corresponden a A,.
Ahora sea A. = 2 y definase

110
B=A—J,0i=| 0 0 2]
00 1
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De nuevo puede verificarse facilmente que

1
N(Lg) = 1} ae R}
0
Entonces, los eigenvectores de T que corresponden a A, son de la forma
1
7'lal 1)) =ads'(e, +e) =a(l +x) =a+ax
0

para alguna a 5~ 0.
Finalmente, considérese A; = 3 y

-2 10
B=A—41=[ 0 —1 2}
0 00

Como
1

N(Lg) =44 2 ): a € R}
1

cualquier eigenvector de T correspondiente a A; = 3 es de la forma

1
d5'lal 2 || = adp'(e, + 2e; + €;) = a(l + 2x + x?) = a + 2ax + ax?
1
para alguna a==0.
Noétese también que y = {1, 1 +x, 1 + 2x + x*} es una base para
P.(R) que consta de eigenvectores de T. Luego, T es diagonalizable y
1 00
[T, ={0 2 0]}
0 0 3
Terminaremos esta seccién analizando los eigenvectores y los eigen-
valores desde un punto de vista geométrico. Si x es un eigenvector del
operador lineal T en V, entonces T(x) = Ax para algin escalar A. Sea W =

L([x]) el subespacio unidimensional de V generado por x. Si y€ W,
entonces y = cx para algin escalar c. Entonces

T(y) = T(cx) = cT(x) = cax = Ay €W.

De manera que T mapea a W en si mismo. Si V es un espacio vectorial
sobre el campo de los nimeros reales, entonces W puede considerarse como
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una recta que pasa por el origen de V (o sea, a través del cero). El ope-
rador T opera en los elementos de W multiplicando a cada elemento por
¢l escalar A. Existen diversas posibilidades para la accién de T depen-
diendo del valor de A (véase Fig. 5.2).

Caso 1. Si A > 1, entonces T mueve a los elementos de W a puntos mas
lejanos al cero por un factor A.

Caso 2. Si A =1, entonces T opera como la transformacién identidad
en W.

Caso 3. Si 0< A< 1 T mueve a los elementos de W a puntos mais
cercanos a 0 por un factor A.

Caso 4. Si A = 0 entonces T opera como la transformacién cero en W.

Caso 5. Si A < 0 entonces T invierte la orientacién de W; esto es, T
desplaza los puntos de W de un lado del cero al otro.

T(y) Caso 1.A>1
y
/
%CASO 2.a=1
0

y Cas0 3. 0< A< 1

0 T()

v Caso 4.A0=0
y Caso 5.0 <0
/Ty)/”///

La accién de T sobre W — L({x)}) cuando x es un eigenvector de T.

figura 5.2

Para ilustrar estas ideas, considérense los operadores lineales irtrodu-
cidos en los Ejemplos 6, 7 y 5 de la Seccién 2.1. Recuérdese que el
operador T: R?— R? definido mediante T(x,, x.) = (x;, —x.) es una
reflexion sobre el eje x. Se ve facilmente que T mapea a ambos ejes en si
mismos; luego e, y e. son eigenvectores de T (correspondientes respectiva-
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mente a los eigenvalores 1 y —1). Obsérvese que T opera como la identidad
sobre el eje x e invierte la orientacién del eje y. Luego considérese la
proyeccion sobre el eje de las x definida mediante U(x,, x.) = (x,, 0). De
nuevo es geométricamente evidente que U actia como la identidad en el
eje x y como la transformacién cero en el eje y. Este comportamiento es
una consecuencia del hecho de que e, y e. son eigenvectores de U corres-
pondientes respectivamente a los eigenvalores 1 y 0. Finalmente, recuérdese
que la rotacion a través del angulo 6 es el operador T,: R?— R? definido
mediante To(x;, x.) = (x,cos8 — x,senf, x,senfd + x,cosf). Si 0 <
8§ < = es geométricamente claro que T, no mapea a un espacio unidi-
mensional de R? en si mismo. Esta observacion implica que T, no tiene
eigenvectores (y por tanto tampoco eigenvalores). Para confirmar esta
conclusién utilizando el Corolario 2 del Teorema 5.8, vemos que el poli-
nomio caracteristico de T, es

cosf — ¢ —sen 6

det(T, — 1) = det( sen 0 cos f — 1

)= #? — (2cos @)t + 1,

el cual no tiene ceros reales puesto que el discriminante 4 cos*f — 4 es
negativo para 0 < 8 < =. Luego, existen operadores (y por tanto matri-
ces) sin eigenvalores ni eigenvectores. Por supuesto, tales operadores y
matrices no son diagonalizables.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Todo operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional tiene n
eigenvalores distintos.

(b) Si una matriz real tiene un eigenvector, entonces tiene un niimero
infinito de eigenvectores.

(c) Existe una matriz cuadrada sin eigenvectores.

(d) Los eigenvalores deben ser escalares no nulos.

(e) Cualquier par de eigenvectores son linealmente independientes.

(f) La suma de dos eigenvalores de un operador lineal T es también un
eigenvalor de T.

(g) Los operadores lineales de espacios vectoriales dimensionalmente in-
finitos nunca tienen eigenvalores.

(h) Una matriz A de n x n con elementos de un campo F es similar a
una matriz diagonal si y soélo si existe una base para F* compuesta
de eigenvectores de A.

(i) Matrices similares siempre tienen los mismos eigenvalores.

(j) Matrices similares siempre tienen los mismos eigenvectores.

(k) La suma de dos eigenvectores de un operador T es siempre un eigen-
vector de T.
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Para cada matriz A y base-3, encontrar [L,]g. Encontrar también una matriz
invertible Q tal que [L.]g = Q*A4Q.

@ 4= ) v o= {103

11 —1 1\ /1\ /1
® 4=[20 1|y p=41}lo}l1
11 0 1/ \1/ \2

Para cada una de las siguientes matrices A € M, (F).

(i) Determinense todos los eigenvalores de A.

(ii)) Para cada eigenvalor A de A, encontrar el conjunto de eigenvectores
correspondientes a A.

(iii) De ser posible, encuéntrese una base para F* compuesta por eigenvec-
tores de A.

(iv) Si se tiene éxito en encontrar la base en (iii), determinese una matriz
Q tal que Q*4Q sea una matriz diagonal y calcilese O*A4Q.

(a) Az(; g) para F = R

0o -2 -3
—1 1 —1) para F=R
2 2 5

(c) A= (12 _li)para F=C

Sea T: P,(R) = P,(R) definida mediante T((fx)) = f(x) + xf'(x). En-
contrar todos los eigenvalores de T y encontrar una base 8 para P.(R) tal
que [T]g sea una matriz diagonal.

Il

(b)y 4

Demostrar los incisos (a), (b) y (c) del Teorema 5.6.
Demostrar los Corolarios 1 y 2 del Teorema 5.7.
Demostrar el Teorema 5.9.

(a) Demostrar que un operador lineal T en un espacio vectorial dimen-
sionalmente finito es invertible si y s6lo si el cero no es un eigen-
valor de T.

(b) Sea T un operador lineal invertible. Demostrar que un escalar A es
un eigenvalor de T si y sélo si A es un eigenvalor de T-%.

Demostrar que los eigenvalores de una matriz triangular M son los elemen-
tos de la diagonal de M.

Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y A un escalar cual-
quiera.
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12.

13.

14.*

15.*

16.

(a)
(b)
(c)
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Para cualquier base 8 para V demostrar que [Aly], = AL

Calcular el polinomio caracteristico de Al,,.

Demostrar que Al, es diagonalizable y que tiene sélo un eigen-
valor.

Una matriz escalar es una matriz cuadrada de la forma A/ para algin esca-
lar A; o sea, una matriz escalar es una matriz diagonal en la cual todos los
elementos de la diagonal son iguales.

(a)
(b)
(c)

(a)
(b)

Demostrar que si A es similar a una matriz escalar AJ, entonces
A =M.

Demostrar que una matriz diagonalizable que sélo tiene un eigen-
valor es una matriz escalar.

Concluir que la matriz

no es diagonalizable.

Demostrar qué matrices similares tienen el mismo polinomio carac-
teristico.

Demostrar que la definicién del polinomio caracteristico de un ope-
rador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V es
independiente de la seleccién de la base para V.

Demostrar las siguientes aseveraciones hechas en la péagina 241.

(a)

(b)

Si vEP,(R) y ¢s(v) es un eigenvector de A correspondiente al eigen-
valor A entonces v es un eigenvector de T que corresponde al eigenva-
lor A.

Si A es un eigenvalor de 4 (y por tanto de T), entonces un vector
¥y €R® es un eigenvector de 4 correspondiente a X si y sélo si $5(»)
es un eigenvector de T correspondiente a A.

Para cualquier matriz cuadrada 4, demostrar que 4 y A* tienen el mismo
polinomio caracteristico (y por tanto los mismos eigenvalores).

(a)

(b)

(a)

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V, y sea x un eigen-
vector de T correspondiente al eigenvalor A. Para cualquier entero
positivo m, demostrar que x es un eigenvector de T™ correspondiente
al eigenvalor A™.

Enunciar y demostrar el resultado para matrices, semejante al del
inciso (a).

Demostrar qué matrices similares tienen la misma traza. Sugerencia:
Utilizar el Ejercicio 12 de la Seccién 2.3.
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17.

18.

19.*

20.

21.

22.*

5.2
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(b) (Coémo se definiria la traza de un operador lineal en un espacio
vectorial dimensionalmente finito? Justificar que la definicion que
se dé es correcta.

Sea T: M,.n(F) > M, ,(F) el mapeo definido mediante T(A4) = A4¢, la
transpuesta de A4.

(a) Verificar que T es un operador lineal en M, (F).

(b) Demostrar que =1 son los unicos eigenvalores de T.

(c) Describir las matrices que sean eigenvectores correspondientes a los
eigenvalores 1 y —1, respectivamente.

Demostrar que para cualesquiera 4, B €M, ,,(C) tal que B es invertible,
existe un escalar ¢ € C tal que A + ¢B no es invertible. Sugerencia: Exa-
minar a det(A + cB).

Sean A y B matrices similares de n x n. Demostrar que existe un espacio
vectorial n-dimensional V, un operador lineal T en V y bases 8 y y para
V tales que 4 = [Tlg y B = [T]y. Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 12 de
Ia Seccién 2.5.

Sea A una matriz de n X n con polinomio caracteristico
f() = (=D + g, + ...+ ait + a,.

Demostrar que f(0) = a, = det(A4). Deducir que A es invertible si y sélo
si @, % 0.

Sean 4 y f(¢) como en el Ejercicio 20.

(a) Demostrar que f(¢) = (A, — ) (As: — 1) ... (Aan — t) + q(1), don-
de g(t) es un polinomio en 7 de grado a lo mas (n — 2).
(b) Demostrar que tr(4) = (—1)"'a,.,.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
sobre el campo F. Demostrar que si g(¢) €P(F) y x es un eigenvector de
T correspondiente al eigenvalor A entonces g(T)(x) = g(A)x.

DIAGONALIZABILIDAD

En la Seccién 5.1 hemos presentado el problema de la diagonalizacién y
vemos que no todos los operadores lineales ni todas las matrices son diago-
nalizables. Aun cuando fuimos capaces de diagonalizar ciertos operadores
y matrices e incluso obtuvimos una condicién necesaria y suficiente para
diagonalizabilidad (Teorema 5.4), no hemos resuelto el problema de la dia-
gonalizacién. Lo que aln se necesita es una prueba sencilla para determinar
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si un operador o matriz puede ser diagonalizado y, si es posible, tener un
algoritmo para obtener una base de eigenvectores. En esta seccién des-
arrollaremos dicha prueba y un algoritmo.

En el Ejemplo 7 de la Seccién 5.1 obtuvimos una base de eigenvec-
tores escogiendo un eigenvector correspondiente a cada eigenvalor. En ge-
neral, este procedimiento no proporciona una base, Ppero el teorema
siguiente muestra que cualquier conjunto construido de esta manera debe
ser linealmente independiente.

Teorema 5.10. Sea T un operador lineal en V' 'y sean A, Az, - .. > Mg eigenvalores
de T diferentes. Si Xy, Xz, - . . , X Son eigenvectores de T tales que \; corres-
pornda a x;(1 < j < k), entonces {Xi, Xz, - . » Xy} es linealmente indepen-
diente.

DEMOSTRACION.  Utilizaremos induccién matemética sobre el nimero k.
Supéngase que k = 1. Entonces x, 0 ya que x, es un eigenvector, y
entonces {x,} es linealmente independiente. Supéngase que el teorema se
cumple siempre para k — 1 eigenvectores, donde k — 1 > 1 y que tenemos

k eigenvectores Xy, ..., X correspondientes a distintos eigenvalores
A, .., M Deseamos demostrar que {xi, ..., xi} es linealmente inde-
pendiente. Supdngase que se tienen escalares a, . .. , ax tales que

ax, + ... +axi = 0. (1)

Aplicando T a ambos lados de la ecuacién (1) obtenemos
aT(x) + ... +aTOx) = adxs + o0+ @ik = 0. 2)
Ahora multiplicando ambos lados de la ecuacién (1) por Ax obtenemos
anXx + ...+ @ = 0. 3)
Luego, restando la ecuacion (3) de la ecuacién (2) tenemos

a(h — )X+ o G (M = M) Xk = 0.

Por la hipétesis de induccién {x,, . .., Xz} €s linealmente independiente;
por lo tanto

a (A — M) =...F g (Agr — Ae) = 0.
Como Ay, ..., M son distintos, se tiene que Ai — Ay 7 0 para 1 <i <
k— 1. Asi a, = ... = ag, — 0, de manera que la ecuacién (1) se re-
duce a ax; = 0. Como x; 70, ax = 0; por tanto, a, = ... = &= Oy
entonces {Xi, ..., X} es linealmente independiente. W

Corolario. Sea T un operador lineal en V, un espacio vectorial dimensionalmente
finito de dimensién n. Si T tiene n eigenvalores distintos, entonces T es
diagonalizable.

DEMOSTRACION. Supéngase que T tiene n eigenvalores distintos A, ...,
A\, y sean x,, ..., X, eigenvectores de T tales que A; corresponde a X;
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para 1 <j < n. Por el Teorema 5.10 {x,, ..., x,} es linealmente inde-
pendiente y, como dim(V) = n, este conjunto constituye una base para V.
Luego, por el Teorema 5.4, T es diagonalizable. |

Eiemplo 8. Sea
_ (1 1

El polinomio caracteristico de A4 (y por tanto de L) es

o fl—t 1 N_
det(A—tI)——det( 1 1nz)"(’ 2),

y por lo tanto los eigenvalores de L, son 0 y 2. Como L, es un operador
lineal en el espacio vectorial bidimensional R2, concluimos del corolario
anterior que L, (y por tanto 4) es diagonalizable.

Aun cuando el corolario del Teorema 5.10 proporciona una condicién
suficiente para la diagonalizabilidad, esta condicién no es necesaria. De
hecho, el operador identidad es diagonalizable, pero sélo tiene un eigen-
valor, A = 1.

Hemos visto que la existencia de eigenvalores es una condicién nece-
saria para la diagonalizabilidad. EI siguiente resultado nos dice ms.

Teorema 5.11. Sea T un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial

n-dimensional V, y sea £(t) el polinomio caracteristico de T. Entonces f(t)
se descompone en un producto de n factores, todos de grado 1; esto es,
existen escalares Xy, \,, ..., \, (no necesariamente distintos) tales que

f() = (=Dt =)t — x) ... (t—2,).

DEMOSTRACION.  Supéngase que T es diagonalizable. Entonces existe una
base 8 para V tal que [Tl = D es una matriz diagonal. Si

A 0 ... 0
0 1, --- 0
D: . . . >

0 0 ... 4,

entonces
A, — t 0 0

0 Ay —1t ... 0
f(®) = det(D — tI) = det : :

0 0 cee A, —t

=@ =G =0 A=) = (=) =AY~ 2) -t — 4,). |
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De este teorema cs claro que si T es un operador lineal diagonalizable
en un espacio vectorial n-dimensional que no tiene n eigenvalores distintos,
entonces el polinomio caracteristico de T debe tener ceros miltiples. Esta
observacién nos conduce a la definicién siguiente.

Definicién. Sea A un eigenvalor de un operador lineal o de una matriz cuyo

polinomio caracteristico es f(t). La multiplicidad (algebraica) de A es el
mayor enlero positivo X para el que (t — \)* es un factor de £(t).

Ejemplo 9. Sea
110
A=]|0 1 3}
0 0 2

Si f(?) es el polinomio caracteristico de A, entonces f(z) = — (¢t — 1)2
(t — 2). Por tanto A = 1 es un eigenvalor de 4 con multiplicidad 2 y
A = 2 es un eigenvalor de A con multiplicidad 1.

Si T es un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial V
de dimensién finita, entonces existe una base 8 para V formada por eigen-
vectores de T. Sabemos del Teorema 5.4 que [T]g es una matriz diagonal
en la que los elementos de la diagonal son los eigenvalores de T. Como el
polinomio caracteristico de T es det([Tlg — #I) se ve facilmente que cada
eigenvalor de T debe estar presente como un elemento de la diagonal de
[T]g exactamente tantas veces como su multiplicidad. Por lo tanto B
contiene tantos eigenvectores (linealmente independientes) correspondien-
tes a un eigenvalor como la multiplicidad del mismo. Asi vemos que el
nimero de eigenvectores linealmente independientes correspondientes a un
eigenvalor dado es muy importante para determinar cudndo un operador
puede ser diagonalizado. Recordando del Teorema 5.9 que los eigenvec-
tores de T correspondientes al eigenvalor A son los vectores no nulos en
el espacio nulo de T — Al es necesario el estudio de este conjunto de
manera natural.

Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V' y sea A un eigen-

valor de T. Definase a Ex1= {x€ V: T(x) = Ax} = N(T — Aly). El con-
junto E, se denomina el eigenespacio de T correspondiente al eigenvalor A.
Como es de esperarse, por eigenespacio de una matriz A entendemos el
eigenespacio correspondiente del operador L,.

Es claro que Ex es un subespacio de V que contiene al vector cero y a
los eigenvectores de T correspondientes al eigenvalor A. El nimero de
eigenvectores de T linealmente independientes correspondientes al eigenva-
lor A es, por tanto, la dimensién de Ex. Nuestro resultado siguiente rela-
ciona esta dimensién con la multiplicidad de A.
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Teorema 5.12. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V. Si A es un eigenvalor de T de multiplicidad m, entonces
1 < dim(E\) <m.
DEMOSTRACION. Tomese una base {x,, ..., x,} para Ex y extiéndase ésta
a una base 8 = {xi,..., Xp, Xps1,. .., Xu} para V. Obsérvese que x;(1 < i
< p) es un eigenvector de T que corresponde a A y sea 4 = [T]g. En-

tonces
= Bl B2 )
A (O B3 ’

/

donde B, = A, y O es la matriz cero.
Por el Ejercicio 9 de la Seccién 4.3, el polinomio caracteristico de
T es

_ o B, — 1, B.
f(2) = det(4A — 1I,)) = det ( 0 B, — tIn—ﬂ)
= det(Bl - tIp) " det(B;; - tIn-p)-
Sea g(¢t) = det(B; — 1I,-,) el polinomio caracteristico de B;. Se ve clara-
mente que det(B, — tI,) = (A — t)? = (—1)?(t — A)?. Por lo tanto
f() = (—1)?(¢ — A)?g(?), de manera que la multiplicidad de A es al
menos p. Pero dim(Ex) = p por lo que dim(Ex) <m. W

Eiemplo 10. Sea T: P.(R) — P,(R) el operador lineal definido median-
te T(f) = f, la derivada de f. La matriz de T con respecto a la base
8 = {1, x, x*} para P,(R) es
010
[T ={0 0 2]
0 0O

Consecuentemente el polinomio caracteristico de T es

—t 1 0
det([Tl; —tI) =det] 0 —¢ 2] = 1.
0 0 —¢

Entonces T tiene solamente un eigenvalor (A = 0) con multiplicidad 3.
Luego Ex = N(T — Al) = N(T). Por lo tanto E, es el subespacio de P,(R)
que contiene a los polinomios constantes. Y en este caso {1} es una base
para Ex y dim(Ex) = 1. Consecuentemente no existe una base para P,(R)
que conste de eigenvectores de T, de modo que T no es diagonalizable.

Ejemplo 11. Sea T un operador lineal en R® definido mediante
a, 4a, + a,
T a,} =|2a, + 3a, + 2a, |-

as a, + 4a,
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Determinaremos el eigenespacio de T correspondiente a cada eigenvalor.
Si B es la base ordinaria para R®, entonces

4 0 1
[T =2 3 2}
1 0 4
Por tanto el polinomio caracteristico de T es
4—¢t O 1
det(Tl, —tI)=det] 2 3—¢t 2 |=—(@—50—23)>
1 0 4—:

De manera que los eigenvalores de T son A, = 5 y A, = 3 con multi-
plicidades 1 y 2, respectivamente.

Como
X, 1 0 1\/x 0
E,, = N(T—4,) =3{x.] € R*: 2 =2 20 x, 1={0 ;>
X3 1 0 —1/\x; 0

Ex es el espacio de soluciones del sistema de ecuaciones

—X, + x3,=0
2x1 - 2X2 + ZX3 = O
b — x;=0.

Se ve facilmente (utilizando las técnicas del Capitulo 3) que

1
2
1
es una base para E,,. De donde dim(Ex,) = 1.

De manera andloga Ex, = N(T — X.!) es el espacio de soluciones del
sistema

xi+ x,=0

2x; +2x, =0

X+ x;=0.
Y entonces I\ /0
ol[1
-1/ \0

es una base para E,, y dim(E,,) = 2.
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En este caso la multiplicidad de cada eigenvalor X; es igual a la
dimensién del eigenespacio correspondiente E,,. Obsérvese que

1 1 0
211 o)1
1 —1 0

es una base para R® que consta de eigenvectores de T. En consecuencia T
es diagonalizable.

Los Ejemplos 10 y 11 sugieren la siguiente conjetura: Si T es un
operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V tal que
el polinomio caracteristico de T se puede descomponer en un producto
de factores de grado 1, entonces T es diagonalizable si y sélo si la multi-
plicidad de cada eigenvalor es igual a la dimensién del eigenespacio de T
correspondiente a ese eigenvalor. Esta conjetura es, de hecho, cierta, pero
su demostracién implica una complicacién que ain no estamos prepa-
rados para resolver. La dificultad es que atn no sabemos en general que
la uni6én de las bases para cada uno de los eigenespacios serd una base
para V. (Este hecho estuvo claro dentro del contexto del Ejemplo 11
pero el caso general no ha sido demostrado.) Nétese que el Teorema 5.10
no es Util en este caso a menos que cada eigenespacio sea de dimensién 1.
Asi, debemos apartarnos un poco del problema de la diagonalizacién para
establecer este hecho, el cual requerird de la generalizacién del concepto
de suma directa (tal como se definié en la Seccién 1.3). Para este fin
serd conveniente expresar una suma de subespacios W;, W., ..., W; (no
necesariamente directa) como

k
T W,

131

Definicién. Sean W,, W,, ... , W, subespacios de un espacio vectorial V. Escri-

biremos V = W, ®OW. P ...P Wy y llamaremos a V la suma directa de
Wy, Wa, o, Wy st

VZEWI

i=1

W N (EW;) = {0} para cada i(1 <i <Kk).
j#i
Ejemplo 12. Sea V= R*y sean W, = {(a, b, 0, 0): a, bER}, W, =
{0, 0, ¢, 0): c€ R} y W, ={(0, 0, 0, d): d€ R}. Para cualquier
elemento (a, b, ¢, d) de V

(a,b,c,d) = (a, ,0,0) + (0,0,¢,0) + (0,0,0,d) EW, + W, + W,.
Luego entonces

3
V = 2 Wi.
i=1
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Para demostrar que V es la suma directa de Wi, W, y W, debemos de
mostrar que W; N (W, + W;) = {0}, W. N (W, + W;) = {0} y Wz N
N (W; + W,;) = {0}. Pero estas igualdades son evidentes; de modo que
V=W, OW:PW,.

Nuestro resultado siguiente contiene varias condiciones que son equiva-
lentes a la definicién de suma directa. Nitese que este teorema contiene
al Teorema 1.6 como un caso especial.

Teorema 5.13. Sean W,, W., ..., W, subespacios de un espacio vectorial di-
mensionalmente finito V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a)
(b)

(©)
(d)

(e)

V=W, PW.D ... P W.

V= *2];—1 W, y, para veclores X,, X,..., X cualesquiera tales
que X, EW; (i=1,2,...,k),six;,+x.+ ... +x=0, en-
tonces x;, =0 (i=1, 2,..., k).

Cada vector v en V puede escribirse de manera tinica en la forma
v=x;+x.+ ...+ x donde x; EW;(i=1, 2, ..., k).

Si paratodai= 1,2, ...,k,y: es una base ordenada cualquiera
para W, entonces y, U y. U ... U y * es una base ordenada
para V. i
Para toda i = 1, 2, ..., k existe una base ordenada y; para

Wi(i=1,2,...,k) tal que v, U y. U ... U vy es una base
ordenada para V.

DEMOSTRACION. Si (a) es cierta entonces, por definicién,

Supéngase que X, X, ... , Xz Son vectores tales que x; EW;(i=1,2, ...

k

i=21

k) y x, + x, + ... + xx = 0. Entonces para cualquier i

—x;=2x,~€ EW,

isi i

Pero también

—x; EW;, y asi —x; EW; N (T W;) = {0}

i*i

Por lo tanto x; = 0, lo que demuestra a (b).

Demostraremos en seguida que (b) implica a (c). Puesto que de
acuerdo con (b)

k
VZEWL

1=1

*  Consideraremos a vy, U y, U ... U v, como una base ordenada de la mane-
ra normal —los vectores de y, se enumeran primero (en el mismo orden que en v,),
luego los vectores de vy, (en el mismo orden que en v,), etc.
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cualquier vector v €V puede ser representado en la forma v = x, + x, +
...t x; para algunos elementos x; € W;(i =1, 2, ..., k). Debemos
demostrar que esta representacién es inica. Supdngase por tanto que
v=yity.+ ... +y, donde y; EW;(i= 1, 2, ..., k). Entonces

(i =y) + 2= y) + ..o+ (o — y) = 0.

Pero como x; — y; €W, se deduce de (b) quex; —y;, =0(i=1,2,...,
k). Luego x; = y; para cada i, lo que demuestra la unicidad de la repre-
sentacion.

Para demostrar que (c) implica a (d), sea v una base para W;(i = 1,

2, ..., k). Como de acuerdo con (c)
k
V = 2 W,’.
i=z1
es evidente que y, U y. U ... Uy, genera a V. Supbngase que existen
vectores xi; €yi(j = 1,2, ... ,mei=1,2,...,k) y escalares a;; tales
que
2 a;jX;; — 0.
i
Hégase
mi
yi = 2 aijxij;

Jj

entonces y; €L(y;) =W, y
Wty + ...+t y=ax;=0.

1,7
Puesto que 0 €W, paratodaiy 0+ 0+ ... +0=y +y.+ ...+ y,
la condicién (c) implica que y; = 0 para toda i. Luego,
0=y, = Sa,x;
j=1

para toda i. Pero como y; es linealmente independiente, se obtiene que
ai; =0Oparaj=1,2,...,my toda i. Por lo tanto iUy U . ..Uy
es linealmente independiente y entonces es una base para V.

Es inmediato que (d) implica a (e).

Finalmente, demostraremos que (e) implica a (a). Si y; es una base
para W;(i =1, 2, ..., k) tal que y, Uy, U ... U y:x €S una base para
V, entonces

V:L(%U'*/zU oo Uy

— %
Ly) + L(y2) + ... + L(y) =2 W,

i1
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mediante sucesivas aplicaciones del Ejercicio 12 de la Seccién 1.4. Fijese
un indice i y supdngase que
0£VvEW; N (_Z_W,-).

A

Entonces
VEW: = L(yi) 'y vEZIW;=L(Uy,)).

j*i FARY

Por lo tanto v es una combinacién lineal no trivial de y; y Y75 de ma-

nera que v puede expresarse como combinacién lineal de y, U y, U ... U
U yx en mas de una manera. Pero esas representaciones contradicen al
Teorema 1.9, por lo que se concluye que

Win (Z2W;) = {0},
j=i
demostrando (a). I

La razén para discutir sumas directas es para permitirnos demostrar
que si T es un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial di-
mensionalmente finito V, entonces la unién de las bases para cada uno
de los eigenespacios de T es una base para V. El teorema anterior muestra
que esta condicién es equivalente a demostrar que, si T es diagonalizable,
entonces V es la suma directa de sus eigenespacios. Ahora formalizaremos
este importante resultado.

Teorema 5.14. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional
V. Supdngase que el polinomio caracteristico de T se puede descomponer
en un produclto de factores de grado 1 y sean Ay, A, ..., M los distintos
eigenvalores de T. Entonces los siguientes incisos son equivalentes:

(a) T es diagonalizable.

(b) V=E.DPE.D... D E.

(¢) Sidy=dim(E\,) para 1 <j<k, entonces d, +d,+ ... +
+ dx = n.

(d) Sim; es la multiplicidad de \; para toda j(1 < j < k), entonces
dim(Ey) = m;(j=1,2,...,k).

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que (a) implica a (b). Si T
es diagonalizable, entonces V tiene una base que consiste en eigenvectores
de T, de donde se deduce facilmente que

k
V =3 E,.
i=1
Sean x; €Ey,(i =1, 2,..., k) vectores tales que x; + x, + ... + xx = 0.
Ahora bien, cada x; es o bien el vector nulo o un eigenvector de T corres-
pondiente a ;. Como por el Teorema 5.10 el conjunto de estos vectores
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no nulos x; es linealmente independiente, x, + x, + ... + x = 0 im-
plica que x, = x, = ... = xx = 0. Luego, por el Teorema 5.13V = E,, P
PELD ... DEs,.

Si V=E,@E, D ...dHE,, entonces se infiere del Ejercicio 5 que

k
ni=dim(V) = 3 dim(E\,) =d, +d. + ... + dy.
i=1
Asi (b) implica a (c).
Demostraremos ahora que (c¢) implica a (d). Supdngase que

k
E d,’ = n.
Por el Teorema 5.12, d; < m; para toda j y por tanto

k k
n=3d <3 m.
i=1 i=1
Pero

k

Smi=n

i=1
puesto que el polinomio caracteristico se descompone en un producto de
factores de grado 1. Luego, ya que

k
E(m,—d,)ZO y mi—diZO
i=1

para cada i, podemos concluir que d; = m; para cada i.
Finalmente, demostraremos que (d) implica a (a). Supéngase que
d; = dim(E\,) = m; para toda j y sea

k
W =3I E,.
i=1
Un argumento similar al del primer parrafo de esta demostracién muestra
que W=E\, DE, D ... @PE,,. SiB; es una base ordenada para E,, (i =
=1, 2,..., k), entonces de acuerdo con el Teorema 5.13 8, U 8, U
U ... U By es una base para W. Pero 8, U 8, U ... U B contiene

k k

Jdim(Ex) =3 m; =n

i=1 i=1
vectores y por lo tanto W = V. De modo que V tiene una base 8, U
UB: U ... UGk que estd formada por eigenvectores de T. Luego T es
diagonalizable, lo que demuestra (a). i

Este teorema completa nuestro estudio del problema de la diagonali-
zacion. Resumiremos algunos de nuestros resultados anteriores en la prue-
ba y en el algoritmo siguientes.
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Una prueba para diagonalizabilidad

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional. Entonces
T es diagonalizable si y sélo si se satisfacen las siguientes dos condiciones.

1. El polinomio caracteristico de T se descompone en un producto
de factores de grado 1.

2. La multiplicidad de A es igual a n — rango(T — Al) para cada
eigenvalor A de T.

Obsérvese que la condicién 2 queda automaticamente satisfecha para
eigenvalores de multiplicidad 1 (Teorema 5.12). Luego, la condicién 2
solo debe verificarse para eigenvalores de multiplicidad mayor que 1.

Un dalgoritmo para la diagonalizacién

Sea T un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial dimensio-
nalmente finito V y sean A,, ..., A los distintos eigenvalores de T. Para
cada j, sea fB; una base para Ex, =N(T—Ajl) y sea 8=§8, U 8, U
U ... U B Entonces B es una base para V, y [T]g es una matriz dia-
gonal.

Eiemplo 13. Probaremos si la matriz

310
A4=[0 3 0]e M,(R)
00 4

es diagonalizable. Como la prueba anterior estd enunciada para operadores
lineales en vez de para matrices, aplicaremos la prueba al operador L,.

El polinomio caracteristico de L, es det(4 — tI) = — (¢t — 4) (¢ — 3)=.
Por lo tanto L, tiene como eigenvalores a A, = 4 y A, = 3 con multipli-
cidades respectivas 1 y 2. Claramente se satisface la condicién 1 de la
prueba de diagonalizabilidad y como A, tiene multiplicidad 1, la condi-
cién 2 se satisface para A, por lo que sélo tenemos que verificar la con-
dicién 2 de la prueba para A,. Como

010
B=A—2,0=[0 0 0
00 1

tiene rango 2, 3 — rango(B) = 1. Asi, la condicién 2 de la prueba falla
para A. y en consecuencia L, y (por tanto 4) no es diagonalizable.
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Ejemplo 14. Sea T: R®-— R?® definida mediante

a —2b— 3¢
Tb)l=|a+ 36+ 3}
c c

Probaremos si T es diagonalizable. Siendo y la base estindar para R®,
tenemos

0 —2 —3
m,=(1 3 3}
0 o0 1

El polinomio caracteristico de T es —(r — 1)2(z — 2). Luego T tiene 2
eigenvalores: A, = 1 con multiplicidad 2 y A, = 2 con multiplicidad 1.
Noétese que la condicibn 1 de la prueba para diagonalizabilidad queda
satisfecha. Ahora consideraremos la condicién 2.

Para A, =1,

-1 -2 -3
3—-rango(T—~)“I)=3—rango< 1 2 3)=3~1=2.
0 0 1)
Luego la dimensién de E\, es la misma que la multiplicidad de X,. Como
A, tiene multiplicidad 1, la dimensién de Ei, es igual a la multiplicidad
de X,. Por tanto T es diagonalizable.

Encontraremos ahora una base 8 para R® tal que [T]s sea una matriz
diagonal. Dado que

x, —1 —2 _3 xl
E, =NT—1,1)=4¢|x,] € R3: 1 2 3fx, | =0
X 0 0 0/ \x;

Ex, es el conjunto de soluciones de

—Xx; —2x,—3x;, =0
X+ 2x, + 3x, =0,

que tiene como base a

—2\ /-3
B = 1,1 O
0 1
También
X, —2 =2 —=3\/x,
E, =NT—24,) =4|x,] € R:: 1 1 3x, | =0;-

X3 O 0 _1 X3
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Luego E,, es el conjunto de soluciones de

—2x; —2x, — 3x;, =0
X+ X,4+2x;,=0
— x;,=0,
que tiene como base a

ﬂz= 1
0

Sea 8 = 8, U B., entonces 8 es una base para V y

100
m,=[0 1 ol
00 2

Nuestro siguiente ejemplo es una aplicacién de la diagonalizacién que
serd de interés en la Seccién 5.3.

Ejemplo 15. Sea

0 —
4= ( X 3).

Demostraremos que A4 es diagonalizable y encontraremos una matriz Q
de 2 x 2 tal que Q'AQ sea una matriz diagonal. Esta informacién serd
luego utilizada para calcular A" para cualquier entero positivo n.

Recuérdese que 4 es diagonalizable si y sélo si L, es diagonalizable.
Tenemos que el polinomio caracteristico de L, es (¢ — 1)(¢z — 2); por
tanto, L, tiene dos eigenvalores diferentes y entonces L, (y por tanto A)
es diagonalizable. Para encontrar una base 8 para R? tal que [L,]g sea una
matriz diagonal, nétese que L, tiene como eigenvalores a A, = 1 y A, = 2.

Puede verse facilmente que
2
1)

{(-)}

es una base para E,,. Entonces para la base

=13 ()}

es una base para Ex, y que
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tenemos
Ademas, si

entonces, por el Teorema 5.1,

o=} 9)

Finalmente, como

oo=(3 ). -o(} e
Entonces

e fofs Yo7
‘o3 Yeals Yoo -oft Yo
“o(t e
=0(y 7)2

2 1\/1 0 1 1\_ [ 2-20 2-2m
=\-1 -1Jlo 20\ -1 —2)‘ —14+2" —1+2m)

Concluiremos esta seccién con una aplicacién que utilice la diagonali-
zacién para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 16. Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales

Xy = 3+ x4+ x;
xy = 2x, + 4x, + 2x,
Xy = —X; — X, + X3
donde, para toda i, x; = x;(¢) es una funcién diferenciable real, en la

variable real 1. Es evidente que este sistema tiene solucién, que es la solu-

cién en la que cada x;(7) es la funcién cero. Determinaremos todas las
soluciones del sistema.

Sea X: R — R® la funcién definida mediante
xl(t)
X =|x.(0)
X5(1)
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La derivada de X se define como la funcién X’, donde
xy(?)
X'(@)=|x0}
x3(1)
Haciendo

la matriz de coeficientes del sistema dado, podemos escribir este sistema
en la forma matricial X’ = AX, donde AX es el producto matricial de

A por X.
El lector deberd verificar que 4 es diagonalizable y que si
1 0 1
og=| O 1 21
-1 -1 -1
entonces
2 00
Q'AQ0=|0 2 0
0 0 4
Hagase
2 00
D=0 2 0
0 0 4

y sustitiyase 4 = QDQ* en X' = AX para encontrar X’ = QDQ'X o,
de manera equivalente, Q-*X’ = DQ-'X. Definase a Y: R — R® mediante
Y (1) = Q'X (7). Puede demostrarse que Y es una funcién diferenciable

y que, de hecho, Y’ = Q-'X’. Por lo tanto el sistema original puede es-
cribirse como Y’ = DY.

Como D es una matriz diagonal, el sistema Y’ = DY es ficil de resol-
ver. Puesto que para

y:(0)
Y =|»0)p
y3(1)
entonces Y’ = DY puede escribirse como

@ 2.0 0\/»(® 2y,()
y,z(_t) =10 2 Off y.(O| =2y,
¥5(0) 0 0 4/\y,(n) dy,(1)
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Las tres ecuaciones

() = 25,00

Ya(0) = 2y,()

Ya(0) = 4y,()
son independientes entre si y por tanto pueden resolverse individualmente.
Se ve facilmente (como en el Ejemplo 2 de la Seccién 5.1) que la solu-

cién general de estas ecuaciones es y, (1) = c,€*, y,(1) = c.e?’ y y;(¢) =
= c;e*!, donde ¢, c; y ¢, son escalares cualesquiera. Finalmente

x,(1) 1 0 1\ /c,e**
x))=X@)=0Y@)=| O 1 2§ ce*
x5(1) —1 —1 —1/\c,e*
c,e* + cie*
= ce? + 2c e
—ce¥ — cet — e

da la solucién general del sistema original. Nétese que esta solucién puede
escribirse como

1 0 1
X)=¢e¥lc| O)+c|] 1]|+e*cyf 2
—1 —1 —1

Las expresiones en los paréntesis rectangulares son sencillamente elementos
cualesquiera de E, y E,, respectivamente, donde A, =2 y A, = 4. Lue-
go, la solucién general del sistema original es X (¢) = e*z, + e*'z,, donde
Z € EX‘ Y 22 € EA,-

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Cualquier operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional que
tiene menos de r eigenvalores distintos no es diagonalizable.

(b) Eigenvectores correspondientes al mismo eigenvalor son siempre li-
nealmente dependientes.

(c) Si un espacio vectorial es la suma directa de subespacios W,, W, ...,
W, entonces W; N W; = {0} para i #].
(d) Si

k
VZEW;L v WIOW,Z{O} parai#]’.

i=1

entonces V=W, PW. P ... PW..
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(e) Si A es un eigenvalor de un operador lineal T, entonces cada elemen-
to de Ex es un eigenvector de T.

(f)  Si A, y A, son eigenvalores distintos de un operador lineal T, entonces
Ex, N Ex, = {0}.

(g) Sean A€ My(F) y 8= {x;, ..., xs} una base para F* formada de
eigenvectores de 4. Si Q es la matriz de n X n cuya columna i es
xi(i=1,2,...,n), entonces O~*AQ es una matriz diagonal.

(h) Un operador lineal T en un espacio vectorial dimensionalmente finito
es diagonalizable si y s6lo si la multiplicidad de cada eigenvalor A
es igual a la dimensién de E,.

(i) Todo operador lineal diagonalizable tiene al menos un eigenvalor.

Para cada una de las matrices siguientes 4 en M;..(R), probar si A es
diagonalizable y, en caso de serlo, encontrar una matriz Q tal que Q*4AQ
sea una matriz diagonal.

@G  »G) @G

@ /7 —4 0 ¢ /00 1 @ /11
8§ -5 0 1 0 —1 0 1
6 —6 3 01 1 00
() 3 1 1
2 4 2
-1 —1 1

Para cada uno de los siguientes operadores lineales T, probar si T es diago-
nalizable y, en caso de serlo, encontrar una base 8 tal que [T]g sea una
matriz diagonal.

(a) T: Ps(R) - P;(R) definida mediante T(f) = f’ + f”, donde f' y f"
son la primera y segunda derivadas de f, respectivamente.

(b) T: P,(R) —>P,(R) definida mediante T(ax* + bx + ¢) = cx* +
+ bx + a.

(¢) T: R®— R® definida mediante

a, a,
T az = _al
a, 2a,

Demostrar la versién matricial del corolario al Teorema 5.10: Si 4 € Mo (F)
tiene n eigenvalores distintos, entonces 4 es diagonalizable.

Sean W,, W,, ..., W; subespacios de un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito V tal que

gk =
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10.

11.

12.

13.

14.

Diagonalizacién
Demostrar que V es la suma directa de Wi, Wy, ..., W siy sélo si

k
dim(V) = 3 dim(W,).
Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con una base B8 = {x,
Xay ...y Xn}, y s€a By, By, ..., Bx una particion de B (esto es, B, B, ...,
Bx son subconjuntos de B tales que 8 = 8, U BU ... UByB:iNgG =
= @ sii= j). Demostrar que V = LB)PLB)D ... PLB).

Enunciar y demostrar la versién matricial del Teorema 5.11.

(a) Justificar la prueba de diagonalizabilidad y el algoritmo para diago-
nalizacién enunciado en esta seccién.
(b) Enunciar el inciso (a) para matrices.

Si
1 4
4= (3 3) €M),
encontrar 4™ para cualquier entero positivo n.

Sea 4 €M,..(F) tal que tenga dos eigenvalores distintos A, y A,. Si
dim(E,\l) = n — 1, demostrar que 4 es diagonalizable.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V dimensionalmente finito
para el cual los distintos eigenvalores de T son A1, Az, ..., Ay. Demostrar
que

L({x€ V: x es un eigenvector de T}) = Ex.DEL,D ... DE,,.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
para el cual los distintos eigenvalores A,, A, . . . , Ar S€ presentan con multi-
plicidades m,, m.,, ..., my, respectivamente. Si B es una base para V
tal que [T]g es una matriz triangular, demostrar que los elementos de la
diagonal de [T]g son Ay, Ay, ...y Acy que cada A; aparece m; veces (j = 1,
2, ..., k).

Supéngase que A es una matriz de n x n cuyo polinomio caracteristico se
descompone en un producto de factores de grado 1 y que los distintos eigen-
valores de A son A,, Ay, ... A Para cada j, sea m; la multiplicidad de A;.
Demostrar que
k
tr(A) - 2 m]-)\j.
j-1

7

Sea T un.operador lineal invertible en un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito. Demostrar que T es diagonalizable si y solo si T-! es diagonalizable.
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16.

17.
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Sea A €My, (F). Demostrar que A es diagonalizable si y s6lo si A* es
diagonalizable.

Encontrar la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales.

{x; = 8x; + 10x,

x; = —5x, — Tx..
Sea
Ay Ay 0 Gy,
Az1 G2 - 4y,
A=
anl an2 e ann

la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones diferenciales

Xy =ap Xy + Ay, + -0 agx,
Xy = @y Xy + Ayp%Xy + -+ + ayX,
x;l = anlxl + anzxz + et + annxn'

Supdngase que A es diagonalizable y que los distintos eigenvalores de A
son A, Ag, ..., Ax. Demostrar que una funcién diferenciable X: R — R®
es una solucion del sistema si y s6lo si X es de la forma

X(t) = eMizy + eMlz, + ... + ez,

donde z; €E\, para i = 1, 2, ... k. Concliyase que el conjunto de solu-
ciones del sistema es un espacio vectorial real n-dimensional.

Los Ejercicios 18-20 se ocuparédn del tema de la diagonalizacién simultdnea.

Definiciones. Dos operadores lineales Ty U en el mismo espacio vectorial di-

18.

mensionalmente finito V se denominan simultineamente diagonalizables si
existe una base B para V tal que [Tlg y [Ulg son ambas matrices diagonales.
De la misma manera A, B € M, ,,(F) se llaman simultineamente diagonali-
zables si existe una matriz invertible Q € M, . (F) tal que Q*AQ y Q'BQ
son ambas matrices diagonales.

(a) Si Ty U son operadores lineales simultineamente diagonalizables en
un espacio vectorial dimensionalmente finito V, demostrar que [T]g
y [U]g son matrices simultineamente diagonalizables para cualquier
base B.
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19.

20.

21.

Diagonalizacién

(b) Demostrar que si 4 y B son matrices simultineamente diagonalizables,
entonces L, y Ly son operadores simultineamente diagonalizables.

(a) Demostrar que si Ty U son operadores simultineamente diagonaliza-
bles, entonces T y U conmutan: es decir, TU =UT.

(b) Demostrar que si 4 y B son matrices simultineamente diagonaliza-
bles, entonces 4 y B conmutan.

Las reciprocas de (a) y (b) se estableceran en el Ejercicio 11 de la
Seccién 5.4.

Sea T un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial dimensional-
mente finito y sea m cualquier entero positivo. Demostrar que Ty T™ son
simultdneamente diagonalizables.

Sean W,, W,, Ky, Ky, ..., K5 My, My, ..., M, subespacios de un espacio
vectorial V tales que W; = K, QK. P ... DK yW, =M, OMP ... D
D M,. Demostrar que si W, N W, = {0}, entonces W, + W, =W, &P
DOW: =K BKP .. DKPOM DM D ... DM,

5.3* LIMITES DE MATRICES Y CADENAS DE MARKOV

Si A es una matriz cuadrada con elementos complejos, entonces , para cual-
quier entero positivo m, A™ es una matriz cuadrada del mismo tamafio
Y que también tiene elementos complejos. En muchas de las ciencias na-
turales y de la vida existen aplicaciones pricticas de importancia
que requieren de la determinaciéon del “limite” (si existe alguno) de la
secuencia de matrices 4, 42, 43, ... En esta seccién consideraremos tales
limites y examinaremos una situacién importante en la que surge esta
clase de limites.

Definiciones. Sean L, A,, A,, A,, ... matrices de n x p con elementos com-

plejos. Se dice que la sucesion A,, A,, A,, ... converge a la matriz L,
denominada el limite de la sucesion, si para cada i (1 <i<n) y
i(1 <j < p) la sucesion de niimeros complejos (A,);, (Az) i, (As)i;. . .
converge a Li;. (El limite de la sucesion de mimeros complejos {z.:
m=1,2,...}, donde z,, = 1, + isw siendo 1., y sn numeros reales, que-
da definido en términos de los limites de la sucesion de las partes real e
imaginaria como

lim z, = (lim ry) + i(lim s,).)

m- o m-w m-
Para expresar el hecho de que la sucesién A,, A,, A,, ... converge a L,
debemos escribir lim A, = L.

m- o
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Ejemplo 17. Si

(A s G)

N )

1'unA,,,=(1 0 3+2i)’

entonces

0 2 e

mow

donde e es la base de los logaritmos naturales.

Una sencilla pero muy importante propiedad de los limites de las
matrices esta contenida en el teorema siguiente. Né6tese la analogia con la
propiedad ordinaria de limites de sucesiones de nimeros reales que asegura
que si lim a, existe, entonces

m-w
lim ca, = c(lim a,).
m-owo mow
Teorema 5.15. Sea A,, A,, A,, ... una sucesion de matrices de n X p con

elementos complejos tales que

lim A, = LEM,,,(C).

m-®©

Entonces para cualquier B €M, ,,(C) y CEM,,.(C),
lim BA,, =BL y Ilim A,C=LC.

m-w m-o

DEMOSTRACION. Para cualquier i(1 <i<r) y j(1 <j<p),

lm[wmnm=nm[§&ummj

mo o m-oe | k=1

= 3 Bu{lim [(Am)ij]) = 3 Buls; = (BL):,.

k=1 m—o k=1
Por lo tanto lim BA,, = BL. La demostracién de que lim A4,,C = LC es
m-ow m-o o

semejante. [l

Corolario. Sea A €M, .,(C) y sea lim A™ = L. Entonces para cualquier matriz
invertible Q € M,,,,(C), moe

lim (QAQ)™ = QLQ".

m— o

DEMOSTRACION. Puesto que

(QAQ )™ = (QAQ) (QAQ™) .. . (QAQ™) = QA™Q,
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tenemos, de acuerdo con el Teorema 5.15, que
lim [(QAQ)™] = lim (Q4A™Q) = Q(lim A™)Q = QLO". W
m->o m-ow m-ow
El siguiente resultado importante proporciona las condiciones necesa-
rias y suficientes para la existencia de la clase de limite que estamos consi-
derando.

Teorema 5.16. Sea A una matriz cuadrada con elementos complejos. Entonces

lim A™ existe si y solo si se satisfacen las condiciones siguientes.

n->e

(a) Si A es un eigenvalor de A, entonces | A | < 1.

(b) Si A es un eigenvalor de A tal que | x| = 1, entonces A es el
numero real 1.

(c) Si 1 es un eigenvalor de A, entonces la dimension del eigenes-
pacio correspondiente a 1 es igual a la multiplicidad de 1 como
eigenvalor de A.

Desafortunadamente no serd posible demostrar la suficiencia de estas
condiciones ni la necesidad de la condicién (c) hasta que estudiemos la
forma candnica de Jordan. Por esta razon la demostracion del teorema sera
pospuesta hasta la Seccién 6.2 (Ejercicio 18). Sin embargo, la necesidad
de las dos primeras condiciones se infiere facilmente del hecho de que
lim A™ siy s6lo si A =1 o bien | A | < 1. (Puede demostrarse que este

m- o

caso, que sin duda el lector conoce para los nimeros reales A, también
se cumple para los complejos.) Supéngase entonces que A es un eigenvalor
de A4 para el que las condiciones (a) y (b) fallan, esto es, tal que
|[A]|>1 o bien que |A|=1 pero A5 1. Sea x un eigenvector de 4
que corresponda a A. Considerando a x como una matriz de n X 1 ve-
mos que, de acuerdo con el Teorema 5.15,

lim (A™x) =(lim A™)x = Lx,

m-oo m- o

donde L = lim A™. Pero lim (A™x) = lim (A™x) es divergente puesto
move mow mow
que lim A™ no existe. Por lo tanto si lim 4™ existe, entonces las condi-
m—o o m— o

ciones (a) y (b) del Teorema 5.16 deben satisfacerse. Aun cuando en
este momento no seamos capaces de demostrar la necesidad de la tercera
condicién, consideremos un ejemplo en el que esta condicién falle. Obsér-

vese que para la matriz
_ (1 1
=0 1)

el eigenvalor A = 1 tiene multiplicidad 2, mientras que dim(E.) = 1.
Pero por induccién simple

m (1 m

B = (0 1)
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y por lo tanto lim B™ no existe. (Veremos mas adelante que si A es una

mox
matriz para la que la condicién (c) falla, entonces puede escogerse la
forma canénica de Jordan de 4 de forma tal que su submatriz izquierda
superior de 2 X 2 sea justamente esta matriz B.)

Sin embargo, en la mayor parte de las aplicaciones que involucran este
tipo de limite, la matriz 4 es diagonalizable. Cuando la condicién (c) del
Teorema 5.16 se sustituye por la condicion de mayor fuerza de que A4
es diagonalizable (ver el Teorema 5.14), entonces se puede demostrar
facilmente la existencia del limite.

Teorema 5.17. Sea A €M,,,(C) tal que las condiciones siguientes se satis-
facen:

(a) Si X es un eigenvalor de A, entonces | A | < 1.

(b) Si X es un eigenvalor de A tal que |\ | = 1, entonces )\ es el
niimero real 1.

(c) A es diagonalizable.

Entonces existe lim A™.
DEMOSTRACION. Como A es diagonalizable, existe una matriz invertible
Q tal que O*AQ0 = D es una matriz diagonal. Sea

2, 0 .- 0
0 A, --- 0
D e . . .
0 0 .- 2,
Dado que Ay, A, ..., X, son los eigenvalores de A, las condiciones (a)

y (b) muestran que A;/= 1 o bien | X; | < 1 para 1 <i < n. Por lo tanto

lim A’;’:{l si A =1

oo 0 en cualquier otro caso.
Pero como
'1’1" 0 e 0
0 Az --- O
Dm — . . . ,
0O 0 ... Am
la sucesion D, D?* D? ... converge a un limite L. Por lo tanto, por el

corolario del Teorema 5.15,

lim 4™ = lim (QDQO)" = QLQO". W

m-re m-rw
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La técnica para calcular lim A4™, utilizada en la demostracién del teore-
m-ow

ma anterior, es de gran utilidad. Utilizaremos este método para calcular
lim A™ para la matriz

7 -3 -4
a=[3 1 3
3 -3 -

Si
1 3 —1
Q={-3 -2 1)
2 3 -1
entonces
—1 0 1 1 -3 —1 1 00
D=Q'(40)=]—-1 1 2§-3 1 |=|0 —% O}
-5 3 7 2 —3 -1 0 0 %

Por lo tanto
lim A™ = lim (@DQ@*)™ = lim (QD™Q') = Q(lim D™)(Q~*

1 3 —1 1 o 0\]/—1 0 1
=[-3 =2 1)tim|o (ph~ o J|[-1 1 2

2 3 —t/[" Vo o @/I\-5 37

1 3 —I\/l 0 O\/—1 0 1 10 1
=[-3 —2 1}{o o o)f-1 1 2|=| 3 0o -3

2 3 —1/\o 0o o/\=5 37 \-20 2

Consideremos ahora un ejemplo sencillo en el que se presenta el limite
de las potencias de una matriz. Supéngase que la poblacion de cierta area
metropolitana se mantiene constante pero que hay un movimiento
continuo de gente entre la ciudad y los suburbios. Especificamente, sean
los elementos de la siguiente matriz 4 las posibilidades de que alguien
que vive en la ciudad o en los suburbios el primero de enero estard vivien-
do en cada region el primero de enero del afio siguiente.

Viven Viven
actualmente actualmente

en la en los
ciudad suburbios

Vivirdn el proximo afio en la ciudad 0.90 0.02 -4
Viviran el préximo afio en los suburbios ( 0.10 0.98
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Entonces, por ejemplo, la probabilidad de que alguien que vive en la
ciudad (el primero de enero) estari viviendo en los suburbios el préximo
afio (el primero de enero) es 0.10. Nétese que como los elementos de
cada columna de A representan las probabilidades de residencia en cada
uno de los dos sitios, los elementos de A son no negativos. Mds atin, la
suposicion de una poblacién constante en el drea metropolitana requiere
que la suma de los elementos de cada columna de A sea 1. Cualquier ma-
triz que tenga estas dos propiedades (que los elementos sean no negativos
y que la suma de los elementos de cada columna sea 1) se llama matriz
de transicion (o matriz estocdstica). Para una matriz de transicion M de
n X n arbitraria, los renglones y las columnas corresponden a n estados
y ¢l elemento M;; representa la probabilidad de pasar del estado j al esta-
do i en una etapa. En nuestro ejemplo, se tienen dos estados (residir en
la ciudad y residir en los suburbios), y A., representa la probabilidad
de emigrar de la ciudad a los suburbios en una etapa (afio).
Determinemos ahora la probabilidad de que un residente de la ciudad
esté residiendo en los suburbios después de dos afios. Obsérvese primero
que hay dos maneras diferentes en las que tal cambio puede haberse rea-
lizado —ya sea permaneciendo en la ciudad un afio y después mudandose
a los suburbios, o0 mudandose a los suburbios durante el primer afio y
permaneciendo en ellos en el segundo (véase Fig. 5.3). La probabilidad
de que un habitante de la ciudad permanezca en la ciudad el siguiente afio
es 0.90 yla probabilidad de que un habitante de la ciudad se mude a los
suburbios durante el préximo afio es de 0.10. Por lo tanto, la probabi-
lidad de que un residente de la ciudad permanezca en la ciudad durante
un afio y se mude a los suburbios durante el siguiente es 0.90 (0.10).
De la misma manera, la probabilidad de que un habitante de la ciudad
se mude a los suburbios durante el primer afio y permanezca ahi durante
el siguiente es 0.10(0.98). De este modo la probabilidad de que un resi-
dente de la ciudad esté viviendo en los suburbios después de 2 afios es
0.90(0.10) + 0.10(0.98) = 0.188. Obsérvese que este nimero se obtuvo

0.10 )
Ciudad ——— > Suburbios

0.90

Ciudad

0.10 Suburbi
i —— r
Suburbios 0.98 uburelos

figura 5.3
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mediante la misma operacién que la que produce (A42).,; por lo tanto
(A?).; representa la probabilidad de que un habitante de la ciudad esté
residiendo en los suburbios después de dos afios. En general, para cual-
quier matriz de transicion M (M™);; representa la probabilidad de pasar
del estado j al estado i en m etapas.

Supdngase ademas que 70% de la poblacién de 1970 del area metro-
politana vivia en la ciudad y 30% vivia en los suburbios. Registremos esta
informacién como un vector columna:

Proporciéon de habitantes de la ciudad 0.70\ _ p
Proporcién de residentes de los suburbios \ 0.30

Nétese que los renglones de P corresponden a los estados de residir en la
ciudad y de residir en los suburbios, respectivamente —el mismo orden
en que los estados estdn registrados en la matriz de transicién 4. Obsér-
vese también que P es un vector columna que contiene elementos no
negativos cuya suma es 1; tal vector se denomina vector de probabilidad.
En esta terminologia cada columna de una matriz de transicién es un
vector de probabilidad.

Consideremos ahora el significado del vector AP. La primera coorde-
nada de este vector estd formada por la operaciéon 0.90(0.70) + 0.02
(0.30). El término 0.90(0.70) representa la proporcién de la poblacién
metropolitana de 1970 que permanecié en la ciudad durante el siguiente
afio, y el término 0.02(0.30) representa la proporcién de la poblacién
metropolitana de 1970 que se mudé a la ciudad durante el afio siguiente.
Por lo tanto, la primera coordenada de AP representa la proporcién de
la poblacién metropolitana que vivia en la ciudad 1 afio después de 1970.
De la misma manera la segunda coordenada de

_ (0.636
AP = <0.364)

representa la proporcién de la poblacién metropolitana que vivia en los
suburbios en 1971. Este argumento puede extenderse facilmente para de-
mostrar que las coordenadas de

AP = A(AP) = (0.57968)

0.42032

representan las proporciones de la poblacion metropolitana que estaban
viviendo en cada uno de los sitios en 1972. En general, las coordenadas
de A™P representan la proporciéon de la poblacién metropolitana que vivi-
rd en la ciudad y en los suburbios, respectivamente, después de m etapas
(m afos después de 1970).

(Si esta tendencia continiia se vaciard la ciudad? En vista de lo antes
expuesto es natural definir la proporcién eventual de habitantes de la
ciudad y de los suburbios como la primera y segunda coordenadas, res-



Limites de matrices y cadenas de Markov 275

pectivamente, de lim A™P. Calculemos este limite. Utilizando la notacién
anterior moe

peerae= (i ) osells )= (o oss)

luego entonces

L = tim 4" = lim @00~ = 0 e - (g g)

Por lo tanto

lim A"P = LP = (%),
3
de manera que % de la poblacién vivird en la ciudad y % de la poblacién
vivird en los suburbios. Es facil demostrar que en este ejemplo

(]

para cualquier vector de probabilidad P. {Por lo tanto en este ejemplo las
proporciones eventuales de habitantes de la ciudad y de los suburbios son
independientes de las proporciones iniciales (dadas por el vector P)!

Al analizar el problema ciudad-suburbios dimos interpretaciones pro-
babilistas de 42 y de AP, demostrando que A4* es una matriz de transi-
cion y AP es un vector de probabilidad. Se pueden utilizar argumentos
semejantes para demostrar que el producto de dos matrices de transicién es
una matriz de transicién y que el producto de una matriz de transicién
por un vector de probabilidad es un vector de probabilidad. Una demostra-
cién alternativa de estos resultados puede basarse en el teorema siguiente,

que caracteriza a las matrices de transicién y a los vectores de proba-
bilidad.

Teorema 5.18. Sea M una matriz de n X n con elementos (reales) no negativos,
sea X un vector columna en R* de coordenadas no negativas y sea u € R®
el vector columna en el que todas las coordenadas son iguales a 1. En-
tonces:

(a) M es una matriz de transicion si y sdlo si Mtu = u.
(b) x es un vector de probabilidad si y sélo si utx = (1).

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Corolario.

(a) EI producto de dos matrices de transicion de n x n es una ma-
triz de transicion de n x n. En particular, cualquier potencia
de una matriz de transicién es una matriz de transicion.
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(b) El producto de una matriz de transicion por un vector de pro-
babilidad es un vector de probabilidad.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Un proceso estocdstico tiene como finalidad predecir el estado de un
objeto que esté restringido a estar exactamente en uno de ciertos posibles
estados en un instante dado cualquiera, pero que cambia de estado de
alguna manera aleatoria. Normalmente, la probabilidad de que el objeto
se encuentre en un estado particular en un instante dado dependeri de
factores tales como:

1. El estado en cuestién.
El instante en cuestion.

3. Algunos o todos los estados anteriores en los cuales estuvo el
objeto.

4. Los estados en los que se encuentran otros objetos o en los que
se hayan encontrado.

Por ejemplo, el objeto podria ser un votante americano y el estado
del objeto podria ser su preferencia por algin partido politico, o el objeto
podria ser una molécula de H.,O y los estados podrian ser los estados
fisicos en los cuales el H,O puede existir (los estados sélido, liquido y
gaseoso). En estos ejemplos los cuatro factores antes mencionados influen-
ciardn la probabilidad de que los objetos se encuentren en un estado par-
ticular en un instante particular.

Sin embargo, si la probabilidad de que un objeto que estd en un estado
cambie a otro estado diferente depende unicamente de los dos estados
(y no del tiempo, estados anteriores u otros factores), entonces el proceso
estocdstico se denomina proceso de Markov. Ademas, si el nimero de
estados posibles es finito, entonces el proceso de Markov se llama cadena
de Markov. El ejemplo anterior del movimiento de poblacién entre la
ciudad y los suburbios es ura cadena de Markov de dos estados.

Consideremos otra cadena de Markov. Un cierto plantel de bachillerato
desearia obtener informaci6n sobre la probabilidad de que se gradden las
distintas clases de estudiantes actualmente inscritos. La escuela clasifica a
un estudiante como de segundo o de primer grado dependiendo del nime-
ro de créditos que el estudiante haya contabilizado. Los datos con que
cuenta la escuela indican que de un semestre de otofio al siguiente se
graduara el 40% de los estudiantes de segundo aiio, el 30% continuara
en el mismo grado, y el 30% abandonar4 los estudios definitivamente.
Para los de primer afio, los datos muestran que el 10% se graduari para
el préximo otofio, 50% pasara al segundo grado, 20% permanecera en el
mismo grado y 20% abandonard definitivamente la carrera. En este afio
el 50% de los estudiantes de la escuela son de segundo grado y el 50%
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de primer grado. Suponiendo que la tendencia indicada por los datos se
prolonga indefinidamente, la escuela desearia saber

1. El porcentaje de los actuales estudiantes que se graduara, el por-
centaje de los que pasardn a segundo grado, el porcentaje de los
que estaran en el primer grado y el porcentaje de los que aban-
donaradn definitivamente para el préximo otoiio.

2. Los mismos porcentajes que en el inciso 1 para el semestre de
otofio de aqui a 2 afios.

3. El porcentaje de sus estudiantes actuales que eventualmente se
graduara.

El parrafo anterior describe a una cadena de Markov de cuatro esta-
dos que son:

Haberse graduado.

Estar en el segundo grado.

Estar en el primer grado.

Haber abandonado definitivamente.

PON -

Los datos antes mencionados nos proporcionan la matriz de tran-
sicién

1 04 0.1

0 03 05

0 0 02

0 03 0.2

- o © O

de la cadena de Markov. (Nétese que los estudiantes ya graduados o que
han abandonado de una manera definitiva se considera que permanecen
de una manera indefinida en sus estados respectivos, por lo que un estu-
diante del primer grado que abandona la escuela y que regresa semestres
después, no se considera que haya cambiado de estado, se supone que
el estudiante permanecid en el estado de ser de primer grado durante el
tiempo que no se inscribi6.) Ademds, se nos informa que la distribucién
actual de los estudiantes es tal que la mitad de ellos se encuentra respec-
tivamente en los estados 2 y 3 y ninguno en los estados 1 y 4. El vector

0
0.5

0.5
0

que describe la probabilidad inicial de estar en cualquier estado se llama
vector de probabilidad inicial para la cadena de Markov.
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Con el objeto de resolver la primera pregunta debemos determinar la
probabilidad de que un estudiante actual esté en cualquiera de los estados
para el préximo otofio. Como se vio anteriormente, estas probabilidades
estan dadas por las coordenadas del vector

0.25
0.40
0.10)
0.25

AP =

Por lo tanto, para el préximo otofio, el 25% de los estudiantes actuales
se graduard, el 40% estard en el segundo grado, el 10% estard en el
primer grado y el 25% abandonara la escuela. De la misma manera
0.42

0.17

0.02

0.39

AP = A(AP) =

proporciona la informacién requerida para resolver la pregunta 2: dentro
de dos afios el 42% de los estudiantes actuales se graduard, el 17% estara
en el segundo grado, 2% estara en el primer grado y el 39% abandonaré
la escuela.

Finalmente, la respuesta a la pregunta 3 la proporciona el vector LP,
donde L = lim A™. El lector deberd verificar que si

m o

1 —4 19 0
0 7 —40 O
2=lo o 8 o
0 —3 13 1
entonces

l$§%010.40.101—4 19 0
p—otap—|° 3 3 ollo 03 05 offo 7 —40 0O
00 4 oflo oo20/l0c 0o 80
\0 3 }% 1/\0 03 02 1/\0 -3 13 1

I
S o o =
=
o w o
ot
v oo
o o o
v
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De donde
L =1lim A™ = Q(lim D")Q!
1 —4 19 0\/1 0 0 O\/1 4 21 O 1 4 472 0
07—400000004,:}0_0000
0 0 8 0|0 0 0 0JI0 0 % O 00 0O
0 -3 13 1/\00o0 1/V0o 3 £ 1 0 3 £ 1
De este modo 58
LP—0
={ ol

11z

y por lo tanto la probabilidad de que uno de los actuales estudiantes se
gradie es de %i2.
En los dos ejemplos anteriores hemos visto que lim 4™P, donde A4

mox

es la matriz de transicién y P es el vector de probabilidad inicial de la
cadena de Markov, permite conocer las proporciones eventuales en cada
estado. En general, sin embargo, no es necesario que exista el limite de
las potencias de una matriz de transicién. Por ejemplo, si

_ {0 1
m=(1 o)
es evidente que lim M™ no existe. (Potencias impares de M son iguales

mm
a M, y potencias pares de M son iguales a I.) La razén por la cual el limite
no existe, es que la condicién (b) del Teorema 5.16 no se satisface para
M (—1 es un eigenvalor). De hecho, puede demostrarse (véase Ejercicio
20 de la Seccién 6.2) que las Unicas matrices de transicién A4 tales que
lim A™ no existe son precisamente aquellas matrices en las que la condi-

m- o

cién (b) del Teorema 5.16 no se cumple.

Pero aun cuando exista el limite de las potencias de la matriz de
transicion, el célculo de dicho limite puede llegar a ser muy dificil. (Se
sugiere al lector realizar el Ejercicio 6 para comprobar la verdad de la
ultima oracién.) Afortunadamente, existe una clase de matrices de tran-
sicion grande € importante para las cuales el limite existe y es facil de
calcular —esta es la clase de matrices “regulares” de transicién.

Definicion. Si alguna potencia de una matriz de transicion contiene iinicamente

elementos positivos, entonces la matriz se llama matriz regular de tran-
sicion.
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Eiemplo 18. La matriz de transicién

0.90 0.02)
0.10 0.98

de la cadena de Markov que describe el movimiento de poblacién entre
la ciudad y los suburbios es claramente regular puesto que todos los ele-
mentos son positivos. Por otra parte, la matriz de transiciéon

1 04 01 O

A_oo;3o.50
1o 0 02 0

0 03 02 1

de la cadena de Markov que describe las inscripciones del plantel de bachi-
llerato no es regular. (Es facil demostrar que !a primera columna de A™
es

1
0
0
0

para toda m; de donde (A™),;, por ejemplo, no es nunca positiva.)
Obsérvese que una matriz regular de transicién puede contener elemen-
tos nulos; por ejemplo,

09 05 O
M=| 0 05 04
01 0 06

es regular puesto que todos los elementos de M? son positivos.
En el resto de esta seccién nos dedicaremos principalmente a demos-
trar que si 4 es una matriz regular de transicién, entonces existe L = lim 4™

e
y las columnas de L son idénticas. (Recuérdese la forma de L en el
problema ciudad-suburbio.) Con este hecho serd facil calcular el limite.
Durante el transcurso de la demostracion de este resultado obtendremos
algunos teoremas interesantes sobre la magnitud de los eigenvalores de
cualquier matriz cuadrada. Estas cotas estardn dadas en términos de la
suma de los valores absolutos de los elementos de los renglones y de las
columnas de la matriz. La terminologia necesaria se introduce en la defini-
cién siguiente.

Definiciones. Sea A €M, . ,.(C). Definase a p;(A) como la suma de los valores

absolutos de los elementos del renglon i de A y v;(A) como la suma de
los valores absolutos de los elementos de la columna j de A. Entonces

pi(A) = 3| Ay parai=1,2,...,n
j1
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y
vi(A) = 3| Ayj | para j=1,2,...,n
j=1

La suma de renglones de A, denotada por p(A), y la suma de columnas
de A denotada por v(A), se definen como

p(A) = max {pi(A): 1 <i<n} y v(A) = max {v;(A): 1 <j<n}.

Ejemplo 19. Para la matriz

1 —1 5
A=|—4 0 6}
3 2 —1

p(A) =7, pa(A) = 10, py(4) = 6, 1i(A) = 8, vo(A) =3 y ws(A) =
= 12. Por lo tanto p(4) = 10y v(A4) = 12.

Nuestros siguientes resultados muestran que el menor de entre p(A4)
y v(A) es una cota superior para el valor absoluto de los eigenvalores
de A. En el ejemplo anterior, por ejemplo, 4 no tiene ningln eigenvalor
cuyo valor absoluto sea mayor de 10.

Teorema 5.19. Sea \ un eigenvalor de A € M,.(C). Entonces | )| < p(A).

DEMOSTRACION, Sea
Xy

Xn

un eigenvector de A para el que X es el eigenvalor correspondiente. Enton-
ces x satisface la ecuacién matricial Ax = Ax que puede ser escrita como
el sistema de ecuaciones lineales

Sdx; = (=1,2...,n). (4)

j=1

Supéngase que x; es la coordenada de x que tiene el mayor valor absoluto

y sea b = | x; |. De la k-ésima ecuacion de (4) tenemos
n l ”
[M[b= | Mlx| =% | =] 2 Awsx; | <3| Awix; |
j=1 j=1

()

= 3] Aullx] < S|y b= pla)b < p(4)b.

Pero como x que es un eigenvector no nulo, b ==0. Luego, dividiendo
ambos lados de la ecuacién (5) por b, se obtiene | A | < p(4). W
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Corolario 1. Sea A un eigenvalor de A €M, ,(C). Entonces | A | < min {p(A),
v(A4)}.

DEMOSTRACION. Como por el Teorema 5.19 |1 | < p(A), es suficiente
demostrar que [ A | < v(A4).

El Ejercicio 14 de la Seccién 5.1 muestra que A es un eigenvalor de
A*. Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 5.19 |A] < p(A?). Pero los
renglones de A’ son las columnas de 4. Por lo tanto p(A*) = v(A4), y
asi )\! <v(4). R

Como la suma de los elementos de las columnas de una matriz de tran-
sicién es 1, se obtiene de inmediato la siguiente conclusién a partir del
Corolario 1.

Corolario 2. Si A es un eigenvalor de una matriz de transicion, entonces
A <1
El siguiente resultado muestra que se ha alcanzado la cota superior
en el corolario anterior.

Teorema 5.20. Toda matriz de transicion tiene a 1 como eigenvalor.

DEMOSTRACION. Sea A4 una matriz de transicién de n x n y sea u €R®
el vector columna en donde cada coordenada es 1. Entonces, segin el
Teorema 5.18, A'u = u y por tanto u es un eigenvector de A* que corres-
ponde al eigenvalor 1. Pero como 4 y A! tienen los mismos eigenvalores
se tiene que 1 también es un eigenvalor de 4. 1

Supéngase ahora que A es una matriz de transicién para la que algin
eigenvector que corresponde al eigenvalor 1 tiene tinicamente coordenadas
no negativas. Entonces algin multiplo de este vector serd un vector de
probabilidad P, asi como un eigenvector de 4 que corresponde al eigen-
valor 1. Es interesante observar que si P es el vector de probabilidad
inicial de una cadena de Markov que tenga a 4 como matriz de transi-
cién, entonces la cadena de Markov es complétamente estitica, pues en
esta situacién A™P = P para cualquier entero positivo m y por lo tanto
la probabilidad de estar en cada estado nunca cambia. Considérese, por
ejemplo, el problema ciudad-suburbios con

P= (%)
3
Teorema 5.21. Sea A €M, .(C) una matriz en la que todos los elementos son

positivos 'y sea A un eigenvalor de A tal que || = p(A). Entonces
= p(A), y {u} es una base para E\, donde
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DEMOSTRACION. Como |A | = p(A) las tres desigualdades de la ecua-
cién (5) en la demostracion del Teorema 5.19 son realmente igualdades,
esto es

2 Ayjx;

j=1

() 3| Ay|lx] =34y b,

FED] ji=

(a)

=3 ’ Ayix; l,
i=1

(c) p(4) = p(4),

donde x, b y k son los mismos que se definieron en la demostracion del
Teorema 5.19.

Veremos en el Ejercicio 15(b) de 1a Seccién 7.1 que (a) se satisface
si y s6lo si todos los términos Ax;x;(j =1, 2, ..., n) son miltiplos no
negativos de algin nimero complejo no nulo z. Sin pérdida de generalidad,
supondremos que |z | = 1. Luego existen nimeros reales no negativos
Cy, ..., Cq tales que

Arix; = ¢jz. (6)
Evidentemente (b) se satisface si y sblo si para cada j tenemos que

Ai; = 0 0| x; | = b. Como se supone que cada elemento de A es positivo,
concluimos que (b) se satisface si y sélo si

lxj|=b para j=1,2,...,n (7)
Asi tenemos que la ecuacién (5), y por tanto el inciso (c) anterior, es
vilida parak = 1,2, ..., n.

De la ecuacién (6) vemos que

Cj .
xj:j‘;z (I=1’ 2""a n)’

y por lo tanto, de la ecuacién (7),

b=|x|= 74%2 :% G=1,2,...,n).
Por tanto x; = bz paraj= 1,2, ..., n. Asi
X4 bz 1
x=|- -1=1|-|=0bz| - |,
X, bz 1

y entonces {u} es una base para E.



284 Diagonalizacién

Claramente se ve que u es un eigenvector de A4 correspondiente al
eigenvalor p(A4) puesto que, de acuerdo con el inciso (c) anterior,

(B ey (e 1
au=al =l = = =] | = s
1 Z A, p(4) p(A) 1

Pero el parrafo anterior muestra que si A es cualquier valor de A4 tal que
| x| = p(A), entonces u es un eigenvector al que corresponde A. Por lo
tanto A = p(4). B

Corolario 1. Sea A € M, ,,(C) una matriz en la cual cada elemento es positivo,
y sea M un eigenvalor de A tal que | A | = v(A). Entonces A = v(A), y
la dimension de E, es 1.

DEMOSTRACION. Ejercicio.

Corolario 2. Sea A € M,..(C) una matriz de transicion en la que cada elemento
es positivo y sea ) un eigenvalor de A distinto de 1. Entonces |\ | < 1.
Ademds, la dimension del eigenespacio correspondiente al eigenvalor 1
es 1.

DEMOSTRACION,  Ejercicio.

Nuestro siguiente resultado generaliza el corolario anterior para matri-
ces regulares de transicién y, por tanto, demuestra que las matrices regu-
lares de transicién satisfacen las dos primeras condiciones de los Teore-
mas 5.16 y 5.17.

Teorema 5.22. Sea A una matriz regular de transicion.

(a) Si A es un eigenvalor de A, entonces | 1| < 1.
(b) Si A es un eigenvalor de A tal que | X | = 1, entonces X es el nii-
mero real 1 y dim(E,) = 1.

En otras palabras, A = 1 es el unico eigenvalor de A cuyo valor absoluto
es 1 y dim(Ex) = 1. Todos los demds eigenvalores de A tienen valores
absolutos menores que 1.

DEMOSTRACION. El inciso (a) ya fue demostrado como Corolario 2 del
Teorema 5.19.

Como A es regular, existe un entero positivo s tal que 4" tiene unica-
mente elementos positivos. Como 4 es una matriz de transicién y los
elementos de 4" son positivos, los elementos de 4" = A4“(A4) son positivos.
Sea A un eigenvalor de 4 cuyo valor absoluto es |. Entonces A* y A*"
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son eigenvalores de A* y A*, respectivamente, y tienen un valor absoluto
de 1, y de acuerdo con el Corolario 2 del Teorema 5.21, A* = A*" = 1.
Luego ) = 1. Sean E, y E] los eigenespacios de 4 y de A*, respectiva-
mente, correspondientes al eigenvalor A = 1. Entonces E, C E!, pero B
tiene dimensién 1 (Corolario 2 del Teorema 5.21). Por lo tanto E, = 34
ydim(E\) =1. W

Corolario. Sea A una matriz regular de transicion diagonalizable. Entonces exis-

te lim A™.

m-9

El corolario anterior, que se obtiene directamente de los Teoremas
5.22 y 5.17, no es el mejor resultado posible. De hecho, puede demostrarse
que si A es una matriz regular de transicién, entonces la multiplicidad
de 1 como eigenvalor de 4 es 1. Entonces, de acuerdo con el Teorema
5.12, se satisface la tercera condicion del Teorema 5.16. Asi, si 4 es
una matriz regular de transicién, existe lim 4™, sea 4 diagonalizable o

m- o .

no. Sin embargo, como ocurrié con el Teorema 5.16, el hecho de que
la multiplicidad de 1 como eigenvalor de 4 sea 1 no puede demostrarse
ahora. Sin embargo, enunciaremos este resultado aqui (dejando la demos-
tracion para el Ejercicio 20 de la Seccién 6.2) y deduciremos mas hechos
sobre el lim A™ cuando 4 es una matriz regular de transicién.

m2o

Teorema 5.23. Sea A una matriz regular de transicion de n x n. Entonces

(a) La multiplicidad de 1 como eigenvalor de A es 1.
(b) El lim A™ existe.

n-%

(¢) L =lim A™ es una matriz de transicion.

(d) AL=LA=1L.

(¢) Las columnas de L son idénticas. De hecho, cada columna de
L es igual al tinico vector de probabilidad v que es también un
eigenvector que corresponde al eigenvalor 1 de A.

(f)  Para cualquier vector de probabilidad x, lim(A"x) =v.

n—w

DEMOSTRACION.

(a) Véase el Ejercicio 20 de la Seccién 6.2.
(b) La demostracién de que lim 4™ existe se obtiene del inciso (a)

mor%

y de los Teoremas 5.22 y 5.16.

(¢c) Como A™ es una matriz de transicién de acuerdo con el coro-
lario del Teorema 5.18, cada elemento de A™ es no negativo (m =1, 2,
3, ...). Por tanto

L;=1lm(A4™);; >0 para 1 <i, j<n

m’®
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Ademas,

S Ly =3 [lim (4");;] = lim [i (A’"),-,-:I= lim (1) = 1

i=1m-w m->wo mow
para 1 <j<n.

Luego L es una matriz de transicién.

(d) De acuerdo con el Teorema 5.15,

AL = A(lim A™) = lim (AA™) = lim A™ = L,
De manera anédloga LA = L.

(e) Como AL=L, de acuerdo con el inciso (d), cada una de las
columnas de L es un eigenvector de A correspondiente al eigenvalor 1.
Ademds, de acuerdo con el inciso (c), cada columna de L es un vector de
probabilidad. Entonces de acuerdo con el inciso (a) cada columna de L
es igual al Unico vector de probabilidad v correspondiente al eigenvalor
1 de A4.

(f) Sea x cualquier vector de probabilidad y higase a y = Lx. Enton-
ces y es un vector de probabilidad (corolario del Teorema 5.18), y
segin el inciso (d) Ay = ALx = Lx = y. Por lo tanto y es también un
eigenvector que corresponde al eigenvalor 1 de 4. Entonces, de acuerdo
con el inciso (e),y=v. B

Definicién. El vector v del inciso (e) del teorema anterior se denomina vector

de probabilidad fija (o vector estacionario) de la matriz regular de tran-
sicion A.
Utilizaremos ahora el Teorema 5.23 para obtener informacién sobre

los porcentajes eventuales en cada estado de una cadena de Markov que
tiene una matriz regular de transicién.

Eiemplo 20. En una investigacién realizada en la antigua Persia se obtu-
vo como resultado que en un dia en particular el 50% de los persas preferia
una hogaza de pan, el 30% preferia una jarra de vino y el 20% restante
preferia un momento de holgorio. Una investigacién subsecuente realizada
un mes después arrojé los datos siguientes: De los que prefirieron una
hogaza de pan en la primera investigacién, el 40% siguieron prefiriendo
una hogaza de pan, el 10% ahora prefirieron una jarra de vino y el 50%
prefirieron irse de parranda; de los que prefirieron una jarra de vino en
la’primera investigacién, el 20% prefiri6 ahora una hogaza de pan, el
70% continuaron prefiriendo una jarra de vino y el 10% ahora prefirie-
ron la parranda; de los que prefirieron el holgorio en la primera investi-
gacion, el 20% prefiri6 ahora una hogaza de pan, el 20% prefirié ahora
una jarra de vino y el 60% continué prefiriendo lo mismo.

La situacién descrita en el parrafo anterior es una cadena de Markov
de tres estados en donde los estados son las tres posibles preferencias. Supo-
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niendo que la tendencia anterior continde, podemos predecir el porcentaje
de persas en cada uno de los estados para cada mes a partir de la
investigacién original. Haciendo que los estados uno, dos y tres sean
respectivamente las preferencias por el pan, el vino y el holgorio, vemos
que el vector de probabilidad que da la probabilidad inicial de estar en
cada uno de los estados es

0.50
P ={030}
0.20

y la matriz de transicién serd

040 020 0.20
A=[0.10 0.70 020}
0.50 0.10 0.60
Las probabilidades de estar en cada uno de los estados m meses después

de la encuesta original son las coordenadas del vector A™P. El lector po-
dra verificar que

0.30 0.26 0.252
AP =[0.30], A2P = A(4P) ={0.32), AP = A(4*P) =|0.334]|,
0.40 0.42 0.414
y
0.2504
A*P = A(A*P) =(0.3418 |-
0.4078

Nétese la convergencia progresiva de A™P.

Como A es regular, la prediccién a largo plazo relativa a las prefe-
rencias de los persas puede obtenerse calculando el vector de probabi-
lidad fija para A. Este vector es el vector de probabilidad unico v tal que
(A—Dv=20.Si

¥y
v=|v, ]
V3
vemos que la ecuacion matricial (4 — I)v = 0 arroja el siguiente sistema
de ecuaciones lineales:

—0.60v, + 0.20v, + 0.20v, =0
0.10v, — 0.30v, + 0.20v, =0
0.50v, + 0.10v, — 0.40v; = 0.
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Se puede demostrar facilmente que
5
7
8

es una base para el espacio de soluciones de este sistema. Por lo tanto el
unico vector de probabilidad fija para A es

5
SHTHE 005
7 |
5T78| {035
8 0.40
S+7+8

Entonces a largo plazo, el 25% de los persas preferira una hogaza de
pan, el 35% preferird una jarra de vino y el 40% preferira un rato de
holgorio.

Nétese que si

5 0 3
o={7 1 1)
entonces 8 —1 —4
1 0 o
0140 =0 05 0)
0 0 02
Y asi
1 0 o0\~ 1 00
lim 4" = Q|lim|[0 05 0 -1=90lo 0 0o
" "0 o o 000
0.25 025 0.25
:ﬁssa% 0.35]-
0.40 0.40 0.40

Eijemplo 21. Los granjeros de Lamron siembran un cultivo por afio —ya
sea maiz, soya o trigo. Como ellos creen en la necesidad de hacer una
rotacién de cultivos, estos agricultores no siembran el mismo cultivo en
afnos subsecuentes. De hecho, de la superficie total de cultivo en la cual
se siembra un determinado cultivo, exactamente la mitad serd sembrada
con los otros dos cultivos durante el afo siguiente. Este afio, 300 hectareas
fueron sembradas de maiz, 200 hectareas fueron sembradas de soya y 100
hectareas de trigo.
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La situacion descrita en el parrafo anterior es otra cadena de Markov
de tres estados en la que los tres estados corresponden respectivamente a
las areas sembradas de maiz, soya y trigo. Sin embargo, en este problema
se dio la cantidad de tierra destinada a cada cultivo en vez de los porcen-
tajes de la superficie total de cultivo (600 hectareas). Transformando estas
cantidades en fracciones de la superficie total, vemos que la matriz de
transicién 4 y el vector de probabilidad inicial de la cadena de Markov
son

300
A=14 0 } sz%(;:-g
\t 1o o]\
600

Entonces la fraccién de la superficie total de cultivo destinada a cada
uno de los cultivos en m afios estard dada por las coordenadas de A4™P
y las proporciones eventuales de la superficie total de cultivo destinadas
para cada cultivo son las coordenadas de lim A™P. Asi, las cantidades

m-ow
eventuales de tierra destinada a cada cultivo se obtienen al multiplicar este
limite por la superficie total de cultivo; esto es, las cantidades de tierra
para ser utilizadas eventualmente en cada cultivo son las coordenadas de
600(lim A™P).
moe

Como A es una matriz regular de transicién, el Teorema 5.23 demues-
tra que lim A™ es una matriz L en la cual cada columna es igual al

m-»

{inico vector de probabilidad fija para A. Puede verse facilmente que el
vector de probabilidad fija para 4 es

1
1
3
)
Entonces
1 1 1
3 3 3
L=} %+ %)
R |
y asi 200
600(lim A™P) = 600LP = 200 |-

m—oo

200

Luego, a largo plazo esperamos que 200 hectareas sean sembradas cada
afio con cada cultivo. (Para un calculo directo de 600(lim A™P), véase
el Ejercicio 14.) mee
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En esta seccion nos hemos concentrado fundamentalmente en la teoria
de las matrices regulares de transicion. Existe otra clase interesante de
matrices de transicion que puede representarse en la forma

I B
(0 ¢):

donde I es una matriz identidad y O es una matriz nula. (Tales matrices
de transicién no son regulares puesto que el bloque inferior izquierdo con-
tinda siendo O para cualquier potencia de la matriz.) Los estados corres-
pondientes a la submatriz identidad se denominan estados absorbentes
porque uno de tales estados no puede ser abandonado una vez que se ha
entrado en él. Una cadena de Markov se llama cadena de Markov absor-
bente si es posible pasar de un estado cualquiera a un estado absorbente
en un nimero finito de etapas. ,

Obsérvese que la cadena de Markov que describi6é las caracteristicas
de los registros en un plantel de bachillerato es una cadena de Markov
absorbente con los estados 1 y 4 como sus estados absorbentes. Los lec-
tores interesados en conocer més sobre las cadenas de Markov absorbentes
deben consultar Introduction to Finite Mathematics (tercera edicién),
por J. Kemeny, J. Snell y G. Thompson, Prentice-Hall, Inc., 1974 o bien
Discrete Mathematical Models por Fred S. Roberts, Prentice-Hall, Inc.,
1976.

Una aplicacién

En especies que se reproducen sexualmente, las caracteristicas de una pro-
genie con respecto a una caracteristica genética en particular estdn deter-
minadas por un par de genes, uno heredado de cada padre. Los genes
para una caracteristica determinada son de dos tipos, G y g. El gen G
representa la caracteristica dominante y g representa la caracteristica
recesiva. La descendencia con genotipos GG o Gg muestran las caracte-
risticas dominantes mientras que la progenie con caracteristicas gg tienen
caracteristicas recesivas. Por ejemplo, en los humanos, los ojos cafés son
una caracteristica dominante y los ojos azules son la caracteristica recesiva
correspondiente; por ello, cualquier descendencia con genotipos GG o
Gg tendran los ojos cafés mientras aquellos cuyo tipo sea gg tendran los
ojos azules.

Consideremos la probabilidad de tener descendencia de cada genotipo
para un progenitor macho de genotipo Gg. (Supondremos que la poblacién
bajo consideracién es grande, que el cruzamiento es aleatorio con res-
pecto al genotipo y que la distribucién de cada genotipo dentro de la
poblacién es independiente del sexo y de la esperanza de vida.)
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Sea
p
P=\|gqg
r

la proporcién de la poblacién adulta con genotipos GG, Gg y gg, respec-
tivamente, al principio del experimento. Este experimento describe una
cadena de Markov de tres estados con una matriz de transicién.

Genotipo del Progenitor

GG Gg gg
Genotipo GG P 1 0
del Gg |4 §+ 4=
Descendiente gg 0 1 3

Se puede verificar facilmente que B? contiene sblo elementos positivos;
luego, B es regular. Entonces, al permitir que sélo los machos del genotipo
Gg se reproduzcan, la proporcién de la descendencia en la poblacién que
tiene un cierto genotipo se estabilizard en el vector de probabilidad fija
para B, que es

%

3

1
4

Ahora supdngase que se deben realizar experimentos semejantes con
machos de genotipos GG y gg. Estos experimentos son cadenas de Markov
de tres estados con matrices de transicién

1 40 000
A=[0o } 1] y c=[1 % o}
000 0 4 1

respectivamente. Con el objeto de considerar el caso donde todos los
genotipos machos pueden reproducirse, debemos formar la matriz de tran-
sicion M = pA + ¢gB + rC, que es una combinacién lineal de A, By C
ponderada por la proporcién de machos de cada genotipo. Entonces

pt+ia dp+de 0
M=\%q+r tp+iqa+4 p+1igf
0 19 +4r g+

Para simplificar la notacién, sea a = p + 4q y b = 3g + r. (Los niimeros
a y b representan respectivamente las proporciones de los genes G y
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g en la poblacién.) Entonces
a ja 0

M=|b } al
0 b b

dondea+b=p+q+r=1.
Sean p/, ¢’ y ¥ la proporcién de la descendencia de primera genera-
cién que tiene respectivamente genotipos GG, Gg y gg. Entonces

P ap + }aq a?
g |=MP=|bp+4q + ar|=|[2ab|
r 1bq + br b?

Con objeto de considerar los efectos de cruzamientos no controlados
entre la progenie de primera generacién, se debe determinar una nueva
matriz de transicién M basada en la distribucién de los genotipos de pri-
mera generacién. Como antes, encontramos que

pl +%ql %p/ + _}qr 0 al %al 0
M — %ql_*_ rl %pl + %qr + %rl pl + %q: — br % al ,
0 %ql_‘*_%rr %qr+r1 0 2]_bl bl

donde @ = p’ + 3¢’ y b’ = 1¢' + r'. Pero
a =a*+ 3(2ab) =a(a+ b) =a

b' = 3(2ab) + b*> = b(a + b) = b.

Entonces M = M, y asi la distribucién de una progenie de segunda gene-
racion entre los tres genotipos es

a® + a* a*(a + b) a?
M(MP) = M*P = a% + ab + ab* | = [ab(a + 1 + b) | = | 2ab
ab* + b’ b*(a + b) b

s

que es la misma que la descendencia de primera generacién. En otras pala-
bras, MP es el vector de probabilidad fija para M, y el equilibrio genético
se alcanza en la poblacién después de s6lo una generacién. (Este resulta-
do se llama Ley de Hardy-Weinberg.) Nétese que en el caso especial
importante donde a = b (o de manera equivalente, donde p = r), la dis-
tribucién en el equilibrio es

a? a? I
MP =|2ab|=[2a*|=| 4
b? a? 3
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EJERCICIOS

1.

2.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
(a) SiAEM,(C) ylim A™ = L, entunces, para cualquier matriz inver-

tible © € My, n(C). lim QA™Q- = QLO.

(b) Si 2 es un eigenvalor de 4 € M,.,(C), entonces el lim A™ no existe.
(¢) Un vector mo®
X1
€ R"
Xn
tal que x, + ... + x, = 1 es un vector de probabilidad.
(d) La suma de los elementos de cada renglén de una matriz de transi-

cién es 1.

(e) El producto de una matriz de transicién por un vector de probabili-
dad es un vector de probabilidad.

(f) La matriz

1 0 —1
0 1 1
-1 1 0

no tiene a 3 por eigenvalor.
(g) Toda matriz de transicién tiene a 1 por eigenvalor.
(h) Ninguna matriz de transicién puede tener a —1 por eigenvalor.
(i) Si A es una matriz /de transicién, entonces lim A™ existe.

m-ox

/
(j) Si A es una matriz regular de transicién, entonces el lim A™ existe
y tiene rango 1. mze

Determinar si el lim A™ existe o no para las siguientes matrices 4. Si el

mo o

limite existe, calcularlo.

(a) /(0.1 0.7) (b) /0.50 2) (c) (0.4 0.7)
(0.7 0.1 (0.75 0 (0.6 0.3

(d) ( 2 1) (e) (—2 -1) (f) (—0.5 0.5)
-2 0 4 3 09 —0.1

(e /—18 0 —14 (hy [—25 45 15
56 1 —2.8 —1.5 —2.5 —1.5

28 O 24 —1.5 4.5 6.5
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0 /—+—2i 4 L1+5i
142 —3i —1—4i
—1 -2 4i 1+ 5

0 (=26, 1 =28 4

( yts 3 -3 0%

-7, 2 =5 i .

3ty 33 T2

—13 | . -5, . 35 10¢

A S T B
Demostrar que si 4,, A., A;, ... es una sucesién de matrices de n X p
con elementos complejos tal que lim A, = L, entonces lim A4¢ = L!

mow m- e

Demostrar que si 4 €M, ..(C) es diagonalizable y L = lim A™ existe, en-
tonces L = I, o bien rango(L) < n. moe

Encontrar las matrices 4 y B de 2 X 2 que tengan como elementos a
numeros reales tales que lim 4™, lim B™ y lim (AB)™ existen pero

lim (A4B)™ = (lim A™) (lim B™).

mowe m— o mow

m-ow m-ow

Una unidad de traumatologia de un hospital ha determinado que al momen-
to de llegar al hospital el 30% de sus pacientes es ambulatorio y el 70%
debe guardar cama. Un mes después de su llegada, el 60% de los pacientes
ambulatorios se ha recuperado, 20% permanece ambulatorio y 20% ahora
debe guardar cama. Después del mismo lapso, 10% de los pacientes enca-
mados se ha recuperado, 20% ahora es ambulatorio, 50% permanece en-
camado y el 20% ha muerto. Determinar el porcentaje de pacientes que se
recuperaron, son ambulatorios, estin encamados y han muerto un mes des-
pués de su llegada. También determinar el porcentaje eventual de pacientes
de cada tipo.

Un jugador principia un juego de azar colocando una ficha en el casillero 2
(marcada salida). (Véase Fig. 5.4.) Se lanza un dado y la ficha se mueve
un cuadro a la izquierda si se obtiene 1 o 2 y un cuadro a la derecha si se
obtiene 3, 4, 5 o 6. Este proceso continda hasta que la ficha llega al cua-
dro 1 (en cuyo caso el jugador gana el juego) o en el cuadro 4 (en cuyo

caso el jugador pierde el juego). (Cudl es la probabilidad de ganar este
juego?

Gana | Salida Pierde

1 2 3 4

figura 5.4
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11.
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(Cuiles de las matrices siguientes son matrices regulares de transicién?

(@ /02 03 05 (b) /05 0 1 () /05 0 0
03 02 05 05 0 0 05 0 1
05 05 0 010 010
(d /05 0 1 © /4 00 ¢ /1 0 0
05 1 0 110 0 07 0.2
000 101 0 03 08
@ (04 00 M 4 300
} 000 14300
P 310 1310
101 101

Calcular lim A™, si existe, en cada una de las matrices 4 'del Ejerci-
m-»0

cio 8.

Cada una de las matrices siguientes es una matriz regular de transicién
para una cadena de Markov de 3 estados. En todos los casos el vector de
probabilidad inicial es

0.3
P=|03]
0.4

Para cada matriz de transicién, calcular la proporcién de los objetos en
cada estado determinando el vector de probabilidad fija.

(@ /0.6 0.1 0.1\ (b) /08 0.1 02\ () /09 0.1 0.1

01 09 02 0.1 0.8 0.2 0.1 0.6 0.1
03 0 07 0.1 0.1 0.6 0 03 08
(d /04 0202\ () /0.5 03 02\ (f) /06 0 04
0.1 0.7 0.2 02 05 03 02 0.8 02
0.5 0.1 0.6 03 02 0.5 02 02 04

En 1940 una investigacién municipal del uso de la tierra mostré que el
10% de la tierra del municipio era urbana, el 50% no estaba utilizada y
el 40% estaba destinada a usos agricolas. Cinco afios después una investi-
gaciéon de actualizacién revelé que el 70% de la superficie urbana habia
permanecido urbana, 10% se habia convertido en no utilizada y el 20%
se habia transformado en superficie agricola. De la misma manera, 20% de
la superficie no utilizada se habia convertido en urbana, 60% habia per-
manecido no utilizada y 20% se habia convertido en superficie agricola.
Finalmente, la investigacién de 1945 mostré que el 20% de la superficie
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14.
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agricola se habia convertido en no utilizada, mientras que el 80% perma-
necié agricola. Suponiendo que las tendencias indicadas por la investigacion
de 1945 continuaran, calcular los porcentajes de las superficies urbanas, no
utilizadas y agricolas en el municipio en 1950 y los porcentajes eventuales
correspondientes.

Se coloca un protector de pafial en cada paiial utilizado por un bebé. Si
después de un cambio de pafial el protector esti sucio, entonces es dese-
chado; de lo contrario, el protector se lava con los paifiales y es reutilizado,
a menos que haya sido usado ya tres veces, en cuyo caso se desecha (aun
cuando nunca se haya ensuciado). La probabilidad de que un bebé ensucie
un protector de paiiales es de un tercio. Si al principio solo se tienen pafiales
nuevos, en un tiempo cualquiera ;qué proporcién de los protectores de
pafales serdn nuevos, con una utilizacién y con dos utilizaciones?

En 1965 la industria automotriz determiné que el 40% de los americanos
poseedores de autos conducia autos grandes, 20% conducia autos de tama-
fio mediano y el 40% conducia autos pequefios. Una segunda investigacion
en 1975 mostré que el 70% de los duefios de autos grandes de 1965 ain
poseia autos grandes en 1975, pero el 30% habia cambiado a autos de
tamaiio mediano. De aquellos que posefan automdviles de tamafio mediano
en 1965, 10% habia cambiado a autos grandes, el 70% seguia guiando
autos medianos y el 20% habia cambiado a autos pequefios en 1975.
Finalmente, de los duefios de autos pequefios de 1965, el 10% poseia autos
medianos y el 90% poseia autos pequefios en 1975. Suponiendo que esta
tendencia continie, determinar el porcentaje de americanos que poseeran
autos de cada uno de los tamafios en 1985 y los porcentajes eventuales
correspondientes.

Demostrar que si 4 es tal como en el Ejemplo 21, entonces

rm [ V1
A" = Frpstr Tm Tmer J?
Fm+1 Tm+r Im
donde
e
Deducir que

200 + S (100)

600(A™P) = A™{ 200 | = 200

100
200 + (<1 (100)
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16.

17.
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Demostrar el Teorema 5.18 y su corolario.
Demostrar los dos corolarios del Teorema 5.21.

Demostrar el corolario del Teorema 5.22.

Definicién. Si A€M, ,.(C), se define e* = lim B,, donde

18.

19.

20.

21.

22.

5.4*

Az m
B.=14+A+_—+ ... +é—.
2! m!
Luego, e* es la suma de la serie infinita
A Al
I+A+§+—3—!+ cees

y B, es la suma parcial m-ésima de esta serie. Nétese la analogia con la
serie de potencias

2 3
e=1l+ato +2

2 3—!+...,

vdlida para todo niimero complejo a.

Calcular e° y ¢, donde O e I son respectivamente las matrices nula e
identidad de n x n.

Supéngase que P-'AP es una matriz diagonal D. Demostrar que e* = P-'e”P.

Sea A €M,..(C) diagonalizable. Utilizar el resultado del Ejercicio 19 para
demostrar que e' existe. (El Ejercicio 21 de la Seccién 6.2 demostrara
que e” existe para toda B € M,,.(C).)

Encontrar 4, BE€M,,.(R) tal que e'e” -~ e'+2.

Demostrar que una funcién diferenciable X: R —R" es una solucion al
sistema de ecuaciones diferenciales definido en el Ejercicio 17 de la
Seccién 5.2, si y sélo si X es de la forma X (#) = e'!v para alguna v €R",
donde A es como se define en dicho ejercicio.

SUBESPACIOS INVARIANTES

En la Seccién 5.1 observamos que si x es un eigenvector de un operador
lineal T, entonces T mapea al subespacio generado por {x} en si mismo.

* Esta seccién no es necesaria en el Capitulo 7.
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Los subespacios que se mapean en si mismos son de una gran importancia
en el estudio de los operadores lineales.

Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Un subespacio
W de V se llama subespacio T-invariante de V si T(W) C W, esto es
T(x) €W para toda x €EW.

Para cualquier operador lineal T en V los subespacios {0} y V son T-in-
variantes. Estos dos subespacios se llaman subespacios T-invariantes impro-
pios; todos los demds se llaman subespacios T-invariantes propios.

Es deseable descomponer un espacio vectorial dimensionalmente finito
V en una suma directa de tantos espacios T-invariantes propios como sea
posible, puesto que el comportamiento de T puede ser inferido a través de
su comportamiento en cada uno de los sumandos directos. Si T es diago-
nalizable, entonces V puede descomponerse en una suma directa de sub-
espacios T-invariantes unidimensionales, que son los subespacios generados
por los vectores de la base formada por los eigenvectores de T. (Véase
Ejercicio 7.) En general no existe tal descomposicién. En el Capitulo 6
consideraremos algunas maneras para descomponer a V en una suma
directa de subespacios T-invariantes cuando T no sea diagonalizable. En
esta seccién estudiaremos dos propiedades basicas de las sumas directas
de subespacios T-invariantes,

Para un operador lineal T en un espacio vectorial V, la restriccién de
T a un subespacio T-invariante W es un mapeo de W en si mismo. (Véase
Apéndice B.) Es facil demostrar que este mapeo Tw es un operador lineal
en W. (Véase Ejercicio 4.) Nuestro primer resultado relaciona el polinomio
caracteristico de Tw con el de T.

Teorema 5.24. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V, y sea W un subespacio T-invariante de V. Entonces el
polinomio caracteristico de Tw divide al polinomio caracteristico de T.

DEMOSTRACION. Extiéndase una base y = {x,, ..., x} para W a una
base 8 ={x;, ..., X%, ..., X} para V. Sea A = [Tl y Bi.= [Twlg. En-
tonces por el Ejercicio 5 \

_ (B, B.
4= (0 B_,)’
donde O es una matriz nula de (» — k) x k. Si f(¢) es el polinomio ca-

racteristico de T y g(¢) es el polinomio caracteristico de Tyw, entonces,
de acuerdo con el Ejercicio 9 de la Seccién 4.3,

B, — 1, B,

f({) = dCt(A - tIn) = det( 0] B;, - tln—k

) = g(l) . det(B3 - tIn—k)-

Y tenemos que g(¢) divide a f(¢). W
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Eijemplo 22. Sea T: R*— R* definida mediante
T(a,b,c,d) = (a+b+2c—d,bt+d 2c—d, c+d)),

yseaW = {(t,5,0,0): ¢ s€R}. Obsérvese que W es un subespacio T-in-
variante de R*, ya que

T(a,b,0,0) = (a+ b, b,0,0) EW.

Sea y = {e,, e.} y nétese que y es una base para W. Extiéndase y a la
base estindar B para Rt. Entonces

1 1 2 —1
11 010 1
0 0 1 1

de acuerdo con la notacion del Teorema 5.24. Luego, si f(?) es el poli-
nomio caracteristico de T y g(z) es el polinomio caracteristico de Tw,

entonces
1—1t 1 2 —1
1—1¢ 0 1
1) = det(4 — tI,) = det
SO =ded—tdy=det|
0 0 1 1—1¢

(1 — 1 — —1 2—t —1
=det( ! )-det(2 ! )=g(t)-det( )
0 1 —1¢ 1 1—1t¢ 1 1—1t

El siguiente teorema muestra que si V es la suma directa de subespacios
T-invariantes, entonces el polinomio caracteristico de T estd completamente
determinado por los polinomios caracteristicos de las restricciones de T
para cada uno de los sumandos directos.

Teorema 5.25. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V, y supéngase que N =W, @ ... P Wy, donde W; es un
subespacio T-invariante de V para toda i(1 <i < k). Si f(t) es el polino-
mio caracteristico de T y £,(t) es el polinomio caracteristico de Tw, (1 <
< i < k), entonces

f(t) = £,(t) - f,(t) - ... - fi(t).

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién sobre k. Sup6n-
gase primeramente que k = 2. Sea 8, una base para W,, 8, una base para
W,y B = B; U B;. Entonces B es una base para V. Sean 4 = [Tlg, B: =
= [Tw,]s, ¥ B2 = [Tw.]s.- Se ve facilmente por el Ejercicio 5 que

_ (B, O
A'(o' 132)’
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donde O y ‘O’ son matrices nulas. Por lo tanto, por el Ejercicio 9 de la
Secci6n 4.3,

f(1) = det(A4 — ¢I) = det(B, — tI) - det(B. — tI) = f,(¢) - f.(1)

lo que demuestra el resultado si k = 2.

Ahora supdngase que el teorema es cierto para k — 1 sumandos, don-
de k — 1 es algiin entero mayor o igual a 1. Supéngase que V es una suma
directa de k& sumandos,

V:WI@W2® @Wk,
y definase W =W, + W, + ... + W;_,. Puede verificarse ficilmente que
V=W W;. Asi, por el caso para k = 2, f(1) = g(t) - f(¢), donde
g(?) es el polinomio caracteristico de Tw. Claramente se tiene que W =
W, OW,D--- P W,_,. Por tanto por la hipétesis de induccién tene-
mos que g(#) = fi(¢) “f.(8) - ... fra(2). Entonces f(1) = g(1) - fr(¢) =
=fH@ () ... f(). W

Si T es un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial n-di-
mensional V para el cual los eigenvalores distintos son A;, As, ..., A
entonces por el Teorema 5.14 V=E, @ E,,® --- D E,,. Se ve claramen-
te (véase Ejercicio 3) que cada E,, es T-invariante y la restriccion de T
a E), tiene como polinomio caracteristico a (x; — ¢)™¢, donde m; es la
multiplicidad de X;. Por tanto, dentro de este contexto, el teorema anterior
arroja la conclusién evidente de que el polinomio caracteristico de T es
A= D™ — D™ .. (M &1)”‘* = (="t — AM)™m{E— A)™ ...
coe (2= )™ N\

La siguiente aplicacién del Teorema 5.25 sugiere otro resultado sobre
las sumas directas.

Ejemplo 23. Sea T: R*— R* definida mediante

T(a,b,c,d) = 2a—b,a+b,c—d,c+ad),
ysean W; = {(5,1,0,0): 5, t€cR} yW, = {(0,0, 5, ): 5, 1ER}. NGtese
que W, y W, son ambos T-invariantes y que R* = W, () W,. Sean 8, = {e,
e}, B: = {e;, e} y B = {e), e, e, e,}. Entonces B, es una base para

Wi, B. es una base para W, y 8 es una base para R*. Si B, = [Ty,),, B: =
= [Tw.s y 4 = [T]s, entonces

/2 -1 (1 —1
B‘_(l 1)’ Bz“(1 1)’

y
2 -1 0 0
A_(B, 0)11 1o o
0 B, 0 01 —1
0 0 1 1
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Ademas, si f(2) es el polinomio caracteristico de T, f,(¢) es el polinomio

caracteristico de Tw, y f.(¢) el polinomio caracteristico de Ty, entonces
f(1) = det(A — ) = det(B, — tI) -det(B, — tI) = f,(1) - f.(¢).

La matriz 4 del ejemplo anterior puede obtenerse uniendo las matrices
B, y B, de la manera explicada en la definicién siguiente.

Definicion. Sean B, y B, matrices cuadradas (no necesariamente del mismo ta-

mario) que tengan elementos del mismo campo. Si B, es una matriz de
m X m y B, es una matriz de n x n, entonces la suma directa de B, y
B., representada por B, @ B., es la matriz A de (m + n) x (m + n) tal
que

(By) 1 para 1 <i, j<m

Ai; =< (B2) (i-m, (5-m) param+1<i, j<n+m
0 en cualquier otro caso.
Si By, B,, ..., By son matrices cuadradas con elementos del mismo cam-
po, entonces definimos la suma directa de B,, B,, ..., By recursivamente

mediante B, B. D ... PB.= (B,AB. D ... PB..) PB.. Si A =
=B, EB.P ... P B, escribiremos a menudo

B, O ... O
O B, --- O
A: . . .
O O ... B,

Ejemplo 24. Sean

1 2 1 21
Blz(1 1), B.=G3) y B,=(1 2 3).
1 1 1
Entonces

1 20000

110000

003000

B®B, @B, —

'@ B, ® B, 0001 21

0001 23

000T11 1

El resultado final de esta seccién relaciona las sumas directas de matri-
ces con las sumas directas de subespacios invariantes, y enuncia el caso
general de la relacion entre las matrices 4, B, y B, del Ejemplo 23.
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Teorema 5.26. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V, y sean Wi, W,, ..., Wy subespacios T-invariantes de V
tales queN =W, ® W, D --- @ W.. Para cada i, sea B, una base para
WiyB=BURU...UPB. Si A=[Tlg ¥y A, =[Twls, Para i=1,
2,...,k entonces A=A, PA:PD ... P A

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Existen operadores lineales T que no tienen subespacios T-invariantes.

(b) Si T es un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V y W es un subespacio T-invariante de V, entonces el polino-
mio caracteristico de Tw divide al polinomio caracteristico de T.

(c) Si T es un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V y si V es una suma directa de subespacios T-invariantes, en-
tonces existe una base B para V tal que [T]g es una suma directa de
matrices.

2. Para cada uno de los siguientes operadores lineales T, determinar si el sub-
espacio dado W es un subespacio T-invariante de V.

(a) Sea T el operador en V = P;(R) definido mediante T(f) = f, la deri-
vada de f, y W = P,(R).

(b) Sea T el operador en V = P(R) definido mediante T(f(x)) = xf(x)
y W = P,(R).

(c) Sea T el operador en V = R® definido mediante

T(ay, az,a;) = (@, + @ + as, a0 + a. + as, 4, + a. + as)
y
W = {(t, 1 1): tER).

(d) Sea, T el operador en el espacio vectorial V de funciones continuas de
valor real en [0, 1] definido mediante

() =U f(x)dx]t y W= {feV: f(1) =at+b para ak
Q
gunas a, bER y toda 0 < ¢t < 1}.
3. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente fini-
to V.

(a) Demostrar que {0} y V son subespacios T-invariantes de V.
(b) Demostrar que N(T) y R(T) son subespacios T-invariantes de V.
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(c) Demostrar que si A es un eigenvalor de T, entonces Ex es un subespa-
cio T-invariante de V y la restriccion de T a Ex es Al

(d) Si W;, Wa, ..., W, son subespacios T-invariantes de V, demostrar
que

k k

Z W, Yy ﬁ W,

=1 i=1
son subespacios T-invariantes de V.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito
V y sea W un subespacio T-invariante de V.

(a) Demostrar que Tw es un operador lineal en W.

(b) Demostrar que si A es un eigenvalor de Ty entonces A es un eigen-
valor de T,

(¢) Demostrar que si x es un eigenvector de Tw entonces x es un eigen-
vector de T.

Verificar que en la demostracién del Teorema 5.24
— Bl B2
4= (0 5)
y que en la demostracién del Teorema 5.25

_ Bx O
4=(o )

Demostrar el Teorema 5.26.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Demostrar que T es diagonalizable si y s6lo si V es una suma directa de
subespacios T-invariantes unidimensionales.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
y sean W,, W, ..., W; subespacios T-invariantes propios de V tales que
V=W, DW, D - -+ B W,. Demostrar que det(T) = det(Ty,)-det(Tw,)- -~ -

det(Tw,)-
Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V,
y supéngase que W;, W,, ..., Wy son subespacios T-invariantes de V tales

que V=W, ®W,D --- ®W,. Demostrar que si Tw, es diagonalizable
para cada i, entonces T es diagonalizable.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.

(a) Demostrar que si el polinomio caracteristico de T se descompone como
un producto de factores de grado 1, lo mismo ocurre con el polinomio
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(b)
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(d)

(a)

(b)
(a)

(b)
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caracteristico de la restriccion de T a cualquier subespacio T-inva-
riante de V.

Deducir que si el polinomio caracteristico de T se descompone en
un producto de factores de grado 1, entonces cualquier subespacio T-
invariante no nulo de V contiene un eigenvector de T.

Sea W cualquier subespacio T-invariante de V. Demostrar que si A
es un eigenvalor de Tw entonces el eigenespacio de Tw correspon-
diente a A es Ex N W, donde E, es el eigenespacio de T correspondien-
te a A,

Sea W cualquier subespacio T-invariante de V. Demostrar que si T
es diagonalizable, también lo es Tw. Sugerencia: Ultilizar los incisos
(a) y (c) y el Teorema 5.14.

Demostrar un reciproco del Ejercicio 19(a) de la Seccién 5.2: Si T
y U son operadores lineales diagonalizables en un espacio vectorial
dimensionalmente finito tales que UT = TU, entonces T y U son
simultdneamente diagonalizables. Sugerencia: Sean Ay, As, ..., Ax
los distintos eigenvalores de Ty sean Ex, (i =1, 2,..., k) los co-
rrespondientes eigenespacios de T. Demuéstrese que cada E,, es U-
invariante y utilicese el Ejercicio 10(d) para obtener una base para
Er, formada por eigenvectores de U.

Enunciar y demostrar la versién matricial del inciso (a).

El resultado del Ejercicio 11(a) puede ser generalizado de la mane-
ra siguiente: Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito.
Se dice que una coleccién € de operadores lineales diagonalizables
en V es simultineamente diagonalizable si existe una 8 para V tal
que [T]g es una matriz diagonal para cada T € .

Demostrar que una coleccién € de operadores lineales diagonali-
zables en un espacio vectorial dimensionalmente finito V es simulta-
neamente diagonalizable si y s6lo si UT = TU para toda T, U€eE.
Sugerencia: En el caso de que UT = TU para toda T, U€ @, esta-
blézcase primero el resultado cuando cada operador en € tenga Gnica-
mente un eigenvalor. Luego establézcase el resultado general mediante
induccién sobre dim(V) utilizando, el hecho de que V puede expresarse
como la suma directa de los eigenespacios para algin operador en €.

Enunciar y demostrar la versién matricial del inciso (a).

Los Ejercicios 13 y 14 requieren que el lector esté familiarizado con el
Ejercicio 29 de la Secci6n 1.3.

Sea T un operador lineal en V y sea W un subespacio T-invariante de V.
Definase

T: VVW—V/W por T+ W)=T®) + W.
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(d)
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Demostrar que T estd bien definido; esto es, demostrar que T(v +W)
es independiente de la seleccién de v en el coconjunto de v + W.
Demostrar que T es un operador lineal en V/W.

Definase

7. V>V/W por pn(v) =v+ W
Demostrar que » es una transformacién lineal con espacio nulo W
y rango V/W.

Demostrar que el diagrama de la Fig. 5.5 es conmutativo; esto es
T = Tny.

y——m—m—m—mmV

n n

T
V/IW——————>V/W

figura 5.5

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V, y sea W un subespacio T-invariante propio de V. Sean f(?),

g(t) y h(1) los polinomios caracteristicos de T, Tw ¥ T (tal como
se defini6 en el Ejercicio 13), respectivamente. Demostrar que f() =
= g(t)h(t). Sugerencia: Extender una base y = {x:, ..., xx} para
W a una base 8 = {x1, ..., X, ..., X} para V. Mostrar que [T]g

es de la forma
B, B.
0O B,)’

que B = {xem + W, ..., X, + W}, es una base para V/W, y que
[T]ﬁ = B;;.

Utilizar el Ejercicio 13 para demostrar que si T es diagonalizable,
también lo serd T.

EL TEOREMA DE CAYLEY HAMILTON

En la Seccién 5.4 mencionamos que si T es un operador lineal en un espacio
vectorial dimensionalmente finito V, entonces es deseable descomponer a V
en una suma directa de tantos subespacios T-invariantes como sea posible.
Cuando el polinomio caracteristico de T se descompone en un producto
de factores de grado 1, demostraremos en la Seccién 6.1 que V puede

El material de esta seccién es necesario para las Secciones 5.6 y 6.3, pero

no para las Secciones 6.1 y 6.2.
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descomponerse siempre en una suma directa de los “eigenespacios genera-
lizados” de T. De hecho, cuando T es diagonalizable, ésta es precisamente
la descomposicién dada en el Teorema 5.14. Sin embargo, si el polinomio
caracteristico de T no se descompone en un producto de factores de gra-
do 1, entonces T puede incluso no tener eigenvalores. En este caso no
podemos esperar descomponer a V en una suma directa como antes. No
obstante, una descomposicién de V en subespacios T-invariantes es adn
posible. En esta seccién definiremos el tipo especial de subespacios T-inva-
riantes necesarios para esta descomposicién y los emplearemos para demos-
trar uno de los mas famosos teoremas del dlgebra lineal, el teorema de
Cayley-Hamilton.

Definiciones. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Un subespacio
W de V se llama subespacio T-ciclico si existe un elemento x EW tal que
W es igual al subespacio generado por {x, T(x), T*(x), ...}. En este caso
decimos que W es generado por x. El subespacio T-ciclico generado por X
serd representado por C,.

Ejemplo 25. Sea T: R*— R* definido por
T(a,b,c) = (—=b +c,a+ c 3c).

Determinaremos el subespacio T-ciclico generado por e, = (1, 0, 0). Como
T(e) =T7(1,0,0) = (0,1,0) = e, y T2(e;) = T(T(e))) = T(e;) =
= (-1, 0, 0) = —e, entonces C,, = L({e;, T(es), T2(er),...}) =
= L({ey, e.}) = {(s, 1, 0): 5, tER}. Néitese que para esta transforma-
cion C,, = C,,.

Ejemplo 26. Sea T el operador lineal en P(R) definido mediante
T(f) = f'. Entonces C,: es igual al subespacio generado por {x?, 2x, 2} e
igual a P,(R).

Puede verse ficilmente que los subespacios T-ciclicos son T-invarian-
tes. Nuestro siguiente resultado establece algunas propiedades adicionales
de los subespacios T-ciclicos.

Teorema 5.27. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V, y sea W el subespacio T-ciclico de ' generado por x € V.
Supongase que dim(W) = k > 1 (y por tanto x =~ 0). Entonces

(a) {x, T(x), T*(x), ..., T“(x)} es una base para W.
(b) Si —a,, —a, ..., —ax, son los escalares dados por (a) tales
que TH(X) = —ax — a,T(x) — ... — a.,Tx(x) entonces

f(t) = (—1)¥*(a +ait + ... + a5 + t*) es el polinomio
caracteristico de Tw.
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DEMOSTRACION.  Sea j el entero mas pequefio para el que {x, T(x), ...,
Ti(x)} es linealmente independiente. (Tal j debe existir porque W es di-
mensionalmente finito.) Como x £ 0, j > I. Por tanto {x, T(x), ...,

Ti'(x)} es linealmente independiente y T/(x) € L({x, T(x), ... T""(x)})
de acuerdo con el lema del Teorema 1.10. Demostraremos por induccién
matematica que T*(x) estd dentro de este subespacio para cualquier entero
no negativo s. Esto es evidente para 0 < s < j. Supdngase que T"(x) per-

tenece al subespacio generado por {(x, T(x), ..., T"'(x)} para alguna
m > j. Entonces existen escalares b,, b,, ..., b; , tales que
Tr(x) = box + b, T(x) + ... b, T (x).

Aplicando T a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos

T x) - b,T(x) + b, T*(x) + ...+ bjT(x).
Luego T"''(x) es una combinacion lineal de T(x), T*(x). ..., Ti(x),
cada uno de los cuales pertenece al subespacio generado por {x, T(x), ...,

Ti1(x)}. Entonces T™''(x) pertenece a este subespacio completando la in-
duccién. Por tanto

W = L({x, T(x), T5(x), ... .} CLHxT). ..., T ().

Pero claramente se ve que la inclusion reciproca es también cierta y por
lo tanto {x, T(x), ..., T/ '(x)} genera a W. Como este conjunto es tam-
bién linealmente independiente, es una base para W. Pero dim(W) == k;
de manera que este conjunto debe contener k elementos. Por lo tanto j == k

y entonces {&x, T(x), ... . T"'(x)} es una base para W, lo que demuestra
el inciso (a).
Para demostrar (b), sea 8 — {x, T(x). ..., TF '(x)} la base del inci-
SO (a) y sean - d,, -4, . --a; , escalares tales que T+(x) =
— —ax - «T(x) — ... = a T '(x). Obsérvese que
00 0 —a, \
1 0 .- 0 —a,
0 1 0 —a,
M= 0
00 --- 0 —a,._,
\0 0 .-~ 1 —a,_,

y entonces ¢l polinomio caracteristico de [Tw]s es
() C DYoCaw © a4 000 b a5 )

por ¢l Ejercicio 10, por lo que f(7) es ¢l polinomio caracteristico de Tw
demostrando asi el inciso (b). IR
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Definicion. En la demostracion del Teorema 5.27, la matriz

(00 - 0 —a \
10 ... 0 —a,
o1 --- 0 —a,
(Mwle = o
00 --- 0 —a,_,
\0 0 ... 1 —ak_l)

se llama matriz compafiera del polinomio
f(t) = (_l)k(ao + alt + PR + ak-lt‘(‘l + tk).

Ahora podemos demostrar el célebre teorema de Cayley-Hamilton.
El lector debera consultar el Apéndice E para la definicién de f(T) cuan-
do T es un operador lineal y f(z) un polinomio.

Teorema 5.28. (Cayley-Hamilton.) Sea T un operador lineal en un espacio vec-
torial dimensionalmente finito V y sea f(t) el polinomio caracteristico de
T. Entonces £(T) = T, (la transformacion nula); o sea que T satisface a su

olinomio caracteristico.
p /\

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que f(T)(x) = 0 para toda x €V.
Si x = 0 entonces f(T)(x) = 0 puesto que f(T) es una transformacién
lineal. Supdngase entonces que x40 y sea W = C,. Si dim(W) = k, en-

tonces, de acuerdo con el Teorema 5.27, existen escalares —a,, —a,, ...,
—ay.-, tales que
TE(x) = —aex — a,T(x) — ... — @ T¥1(x).

Por lo tanto el Teorema 5.27 implica que
gt) = (—D¥ay + at+ ... + gy + )

es el polinomio caracteristico de Tw. Combinando estas dos ecuaciones te-
nemos

g(M(x) = (—DFapl + aT + ... + @, TF + T)(x) = 0.

De acuerdo con el Teorema 5.24, g(r) divide a f(z); por lo tanto existe
un polinomio q(¢) tal que f(¢) = g(¢)g(#), y entonces

HT)(x) = q(TMeg(M) (x) = q(M (g(M(x)) = q(T)(0) = 0. W

Eiemplo 27. Sea T: R*— R® definida mediante T(a, b) = (a + 2b,
—2a + b) y sea 8 = {e,, e.}. Entonces

/12
(2 1)
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donde 4 = [T]g. Por lo tanto el polinomio caracteristico de T es

1—1 2

f(t) = det(4 — 1) = det( R,

>:t2—2t+5.

Se puede verificar facilmente que T, = f(T) = 72 — 2T 4+ 5. Del mismo
modo

e (-3 4 -2 —4 50
f(A) = A 2A+51—(_4 _3)-!-( 4 _2)+<0 5)
_(0 O
0 0/
Ejemplo 28. Sea T el operador lineal en P,(R) definido mediante

T(f) = f + f. Se ve facilmente que el polinomio caracteristico de T es
g(t) = (1 — )*= —p + 3 — 3t + 1. Ahora bien,

T =TE +H = +2f +f
Td(f) — fl!/ + 3](!’ + 3f[ + f.
Por lo tanto e
g(M () = =T(f) + 312(f) — 3T(f) + I(f) = —f".
Pero para f€P,(R), f”" = 0. Por lo tanto g(T) = T,.

EJERCICIOS

1.

2.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Sean C, y C, subespacios T-ciclicos de un operador lineal T en un
espacio vectorial dimensionalmente finito V. Si C, = C,, entonces
X =y

(b) Si T es un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito, entonces C, = Cq,.

(c) Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional. Existe
un polinomio g(7) de grado n tal que g(T) = T,.

(d) El polinomio caracteristico de la matriz companera de g(1) =
=(—D*a, +at+ ... + a5+ ) es g(1).

(¢) Un polinomio de la forma (—1)%¥(a, + at+ ... + a0 + )
es el polinomio caracteristico de algin operador lineal.

Encontrar una base para el subespacio T-ciclico C. en cada uno de los inci-
sos siguientes.

(a) T: R*— R* definida mediante T(a,, a., a;, a,) = (a, + a., a. — a,,
a, tas,a ta)yz=e.
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(b) T: Py(R)— P,(R) definida mediante T(f) = " y z — x%
(c) T: Muye(R)— M...(R) definida mediante

way o (00),

(d) T: M..(R) > M,.(R) definida mediante

T(A):(; ;)A y zz(é (1’>

Para cada uno de los operadores lineales T del Ejercicio 2.

(i)  Calcular el polinomio caracteristico de T,..

(ii) Calcular el polinomio caracteristico de T.
(iii)  Verificar el teorema de Cayley-Hamilton para T.

Sea T: V— V un operador lineal, demostrar que para cualquier x €V, C,

es T-invariante. /

Demostrar el teorema de Cayley-Hamilton para matrices: Si A es una matriz
de n x n, de polinomio caracteristico f(#), entonces f(A) — ¢ es la matriz
nula de n x n.

Sea V un espacio vectorial bidimensional y sea T: V— V un operador li-
neal. Demostrar- que V es un subespacio T-ciclico de si mismo o bien
T = Al para algin escalar A.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V,
y sea f(£) = (—1)"" + q,., "' + ... + at + a, el polinomio caracteris-
tico de T. Demostrar que

(a) T es invertible si y sélo si a, £ 0.
(b) Si T es invertible, entonces
(Nl)”H [ a,

| SIS AR, L T )
ay a, a,

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V, y sea W un subespacio
T-invariante de V. Demostrar que para cualquier polinomio g(r), W es
g(T)-invariante.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Demostrar para cual-
quier x €V, que el subespacio T-ciclico C, es el subespacio T-invariante mas
pequefio de V que contiene a x; esto es, para cualquier subespacio T-inva-
riante W que contenga a x, C, C W.
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El polinomio minimo an

Sea A la matriz de k& x k

0 0 -+ 0 —a, \
rl 0O ««. 0 —gq,
o1 -+ 0 —a
00 -+ 0 —a,_,
\0 0 --- 1 —q, )
donde ay, ai, ..., &, son escalares cualesquiera. Demostrar que el poli-

nomio caracteristico de A es
(—=Day + ait + ... + ap . F + F).

Sugerencia: Utilizar induccién sobre k.

Utilizar el Ejercicio 22 de la Seccién 5.1 para obtener una demostracion
facil del teorema de Cayley-Hamilton para operadores diagonalizables.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional V. Demos-
trar que el subespacio generado por {I, T, T%, . ..} es un subespacio de L(V)
cuya dimensién no excede a n.

EL POLINOMIO MINIMO

Para un operador dado T en un espacio vectorial dimensionalmente finito
V, el teorema de Cayley-Hamilton muestra que existe un polinomio f(t)
para el cual f(T) = T,, que es el polinomio caracteristico de T. Existen
muchos otros polinomios que tienen esta propiedad. Uno de los mds im-

portantes, el polinomio minimo, proporciona otro medio para estudiar a
los operadores lineales.

Definicion. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Un polinomio

p(t) se llama polinomio minimo para T si p(t) es un polinomio monico de
grado positivo minimo para el cual p(T) = To. (Recuérdese del Apéndice E
que un polinomio manico es aquel en el cual el coeficiente principal es

1.)

Es facil ver que cualquier operador lineal T en un espacio vectorial
dimensionalmente finito tiene un polinomio minimo. Nétese que si g(2)
es un polinomio de grado k con coeficiente principal a tal que g(T) = T,
entonces h(¢) = (1/a)g(r) es un polinomio ménico de grado k para el
que A(T) = T,. Por lo tanto el teorema de Cayley-Hamilton muestra que

Esta seccién se requiere Gnicamente para la Seccién 6.3.
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el grado de un polinomio minimo para T es a lo mds igual a la dimensi6n
del espacio vectorial en el que T estd definido. El resultado siguiente mues-
tra que el requerimiento de que un polinomio minimo sea ménico garantiza
que sea unico.

Teorema 5.29. Sea p(t) un polinomio minimo para un operador lineal T en un
espacio vectorial dimensionalmente finito V.

(a) Si g(1) es un polinomio cualquiera para el cual g(T) = T,, en-
tonces p(t) divide a g(t). En particular, p(t) divide al polinomio
caracteristico de T.

(b) Existe unicamente un polinomio minimo para T; esto es, p(t)
es unico.

DEMOSTRACION.

(a) Sea g(r) un polinomio cualquiera para el cual g(T) ZIE}T;,. El al-
goritmo de la divisién para polinomios (véase Apéndice E) implica que
existen polinomios g(r) y r(t) tales que

g = q(typ(t) + r(v),

donde r(r) es de grado menor que p(r). Sustituyendo a T en la ecua-
cion (8) y usando el hecho de que g(T) = p(T) = T,, tenemos que r(T) =
=T,. Como r(z) es de grado menor que p(f) y p(z) es un polinomio
minimo, r(¢) debe ser el polinomio nulo. Luego la ecuacién (8) se con-
vierte en g(¢) = q(f)p(t) demostrando (a).

(b) Supéngase que p,(?) y p.(¢) son cada uno polinomios minimos
para T. Entonces de acuerdo con el inciso (a) p,(r) divide a p.(t). Pero
como p,(?) y p.(¢) tienen el mismo grado no negativo, debe de tenerse que
pi(2) 1= kp.(t) para algin escalar no nulo k. Ademas, como p, () y p:(1)
son ménicos, k'= 1, por lo que p,(¢) = p.(1). W’

Antes de continuar con nuestro estudio del polinomio minimo para un
operador, introduciremos el concepto de polinomio minimo para una
matriz.

Definicién. El polinomio minimo p(t) para A € M,..(F) es el polinomio mo-
nico de grado positivo minimo para el que p(A) es igual a la matriz nula.

A lo largo de este libro, los enunciados sobre transformaciones lineales
han sido traducidos en enunciados sobre matrices y viceversa. El siguiente
teorema y su corolario son de este tipo.

Teorema 5.30. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V y sea 3 una base para V. Entonces el polinomio minimo
para T es el mismo que el polinomio minimo para [T]s.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.
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Corolario. Para cualquier A € M,..(F), el polinomio minimo para A es el mis-
mo que el polinomio minimo para L,.

DEMOSTRACION. Ejercicio.

Como consecuencia del teorema anterior y su corolario, los teoremas
siguientes de esta seccién que se enuncien para operadores son también

validos para matrices.
En el resto de esta seccién estudiaremos principalmente polinomios

minimos para operadores cuyos polinomios caracteristicos se descomponen
en un producto de factores de grado 1. En la Seccién 6.3 se hard un
estudio mds detallado de los polinomios minimos.

Teorema 5.31. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V, y sea p(t) el polinomio minimo para T. Un escalar ) es
un cigenvalor de T si y soélo si p(\) = 0. Por lo tanto el polino%mcarac-
teristico y el polinomio minimo para T tienen los mismos ceros.

DEMOSTRACION. Sea f(f) el polinomio caracteristico de T. Como p(f)
divide a f(1), f(1) = q(¢t)p(r) para algin polinomio g(?). Sea A un cero
de p(1). Entonces

f(A) = q\)p) =q(r) - 0=0.
Por lo que A es también un cero para f(); esto es, A es un eigenvalor de T.

Reciprocamente, supéngase que A es un eigenvalor de Tysea x€V
un eigenvector correspondiente a A. Entonces, por el Ejercicio 22 de la
Seccién 5.1, tenemos que

0 = To(x) = p(T) (x) = p(M)x.

Como x =£ 0, p(x) == 0 y por lo tanto A es un cero para p). A

Como una consecuencia inmediata del resultado anterior tenemos el
corolario siguiente.

Corolario. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V con polinomio minimo p(t) y con polinomio caracteristico £(t).
Supongase que f(t) se factoriza como

£(1) = (A = D" — )™ (= O

donde M\, As, ..., A son los distintos eigenvalores de T. Entonces existen
enferos m,, m,, ..., my tales que 1 < m; < n; para toda iy

p(t) = (t— A)m(t—A)™ ... (= A=
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Ejemplo 29. Calcularemos el polinomio minimo para la matriz

3 -1 0O
A=10 2 0}
1 -1 2

Como el polinomio caracteristico de 4 es
3—r -1 0
@) =detf 0 2—1¢r 0 |=—(—22(—23),
1 -1 2—1
el polinomio minimo para A debe ser, de acuerdo con el corolario del
Teorema 5.31 (r - 2)(t ~ 3), o bien (r - 2)*(t 3). Al sustituir A

en p(t) (r  2)(¢ - 3) sc demuestra que p(A) es la matriz nula; lue-
8o, p(r) es el polinomio minimo de A.

Ejemplo 30. Sca T: R*— R definida mediante
T(a, b) (2a 4 5h, 6a 1+ b).

Si B es la basc estandar para R*, entonces

5
(g )

Asi el polinomio caracteristico de [T]s. y por tanto de T, es

21 5
f(e) du( 6 | 1) (r Tt 4).
Y entonces el polinomio minimo para T debe ser (1 T)(r 1 4).

Eiemplo 31. Sca D: P.(R) — P.(R) el operador de diferenciacion de-
finido mediante D(f)  f. Calcularemos el polinomio minimo para D. Para
la base g {1, r*} tenemos que

010

(D], =10 0 2}

0 00
Por lo tanto ¢l polinomio caracteristico de D es - r°, y ¢l corolario al
Teorema 5.31 muestra que el polinomio minimo para D ¢s 1. # 0 . Como
D*(#) 2.0, D* / T, por lo que el polinomio minimo para D debe
ser [,

En el ejemplo anterior es facil verificar que P.(R) cs un subespacio

D-ciclico (de si mismo). En este ejemplo vimos que los polinomios minimo
y caracteristico fueron del mismo grado y esto no es ninguna coincidencia.
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Teorema 5.32. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V. Si V es un subespacio T-ciclico, o sea, si V - C. para al-
guna x €V, entonces el polinomio caracteristico f(t) y el polinomio minimo
p(t) para T son del mismo grado. Por lo tanto f(t) = (- ) p(t).

DEMOSTRACION. Si V es un subespacio T-ciclico, entonces existe un ele-
mento v €V tal que

B {x. T(x), ..., T"HUx))
es una base para V (Teorema 5.27). Sea

ety  a ioar b0 adk,
donde a; -+ 0y 0 < &k < n. Entonces

(Tyx) a1 oa Ty oo aTH(x)

—
es una combinacion lineal de clementos de B que tienen al menos un

coeficiente no nulo, el cual supondremos que es a,. Como g es linealmente
independiente, g(T)(x) / 0y por lo tanto g(T) / T Y asi el polinomio
minimo para T es de grado n, que ¢s tambicn ¢l grado del polinomio carac-
teristico de 7. W

El Teorema 5.32 cnuncia una condicion bajo la cual el grado del poli-
nomio minimo para un operador ¢s tan grande como posible. Investigare-
mos ahora cudndo ¢l grado del polinomio minimo es tan pequeio como
posible. Se tiene del Teorema 5.31 que si el polinomio caracteristico de
un operador con k eigenvalores distintos s¢ descompone como el producto
de factores de grado 1, entonces ¢l polinomio minimo debe ser al menos de
grado k. El siguiente tcorema muestra que los operadores para los cuales
el grado del polinomio minimo es tan pequeiio como posible son precisa-
mente los operadores diagonalizables.

Teorema 5.33. Sca T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V. Entonces T es diagonalizable si v solo si el polinomio mini-
mo para T es de la forina

p(t)y (U A0t A (A,

donde X,. Mo, ... . A Son escalares distintos. (Notese que N, Moo .. 0 Ay
son necesariamente los distintos eigenvalores de T.)

DEMOSTRACION.  Supéngase que T es diagonalizable y sean A, A ooy A
los distintos eigenvalores de T con cigenespacios correspondientes  Ea,.
Er,..... Ex. Si dim(Ey) n, (i 1. 2..... k). entonces ¢l polinomio
caracteristico de T. f(r), es

f(r) (A TSI VU 3 LR O VAR B R
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Sea p(1) el polinomio minimo de T y definase
q(t) = (=)= X)) ... (1= M)

Demostraremos que ¢(T) = T,. Como de acuerdo con el Teorema 5.31
q(1) divide a p(1), se tendra que p(1) = q(t). Recuérdese que para cual-
quier i(1 <i < k)x€E,, siy sélosi (T — x;1)(x) = 0. Por lo tanto para
cualquier x €E,,

g () =T = AD((T—= 1D ... (T— ND(x) =0. 9)

Como T es diagonalizable, V=E, ®E,,® --- ®E, por el Teorema
5.14. Asi, de la ecuacién (9), g(T)(x) = 0 para toda x €V y por lo
tanto q(T) = T,.

Reciprocamente, supdngase que existen escalares Ay, A., ..., Ax (nece-
sariamente eigenvalores de T) tales que el polinomio minimo, p(t), para
T se factoriza en ;)

p(t) = (= X)(t— X)) ... (1= )\).
Si k = 1, entonces (T — X,1)(x) = 0 para toda x € V. Por lo tanto T = A,l,
que es claramente diagonalizable. Supéngase entonces que k > 1. Sean
{pj(): j=1,2,..., k} los polinomios de Lagrange asociados con A,,

Az ..oy A (tal como se definieron en la Seccién 1.6). La férmula de
interpolacién de Lagrange muestra que

k
Ep}(t) = 1’

donde el lado izquierdo de la igualdad es el polinomio constante 1. Por
lo tanto

é‘, Pi(M)(x) =1(x) =x (10)
J=1
para toda x € V. Ademds, la definicién de polinomio de Lagrange mues-
tra que (2 — \;)p;(t) = ¢p(r) donde ¢ es un escalar. Por lo tanto
(T = XDpi(T)(x) =ep(T)(x) =cTu(x) =0,
de modo que p;(T)(x) €E,,. Entonces por la ecuacién (10)
V==&, +E,+ ...+ E,,

y asi V estd generado por su conjunto de eigenvectores. Por lo tanto V
tiene una base de eigenvectores (Ejercicio 11 de la Seccién 1.6), y en-
tonces T, de acuerdo con el Teorema 5.4, es diagonalizable. [

Eiemplo 32. Determinaremos todas las matrices 4 €M...(R) para las
cuales A* — 34 + 21 = () donde O es la matriz nula de 2 x 2. Definase
gty =r —=3t+2=(—1)(t—2). Como g(A) =0, el polinomio
minimo p(t) para A divide a g(r). Por lo tanto los tnicos candidatos
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posibles para p(f) son t— 1, t—2 o (t— 1)(r —2). Notese que en
cualquiera de estos casos A es diagonalizable en virtud del Teorema 5.33.
Sin()=t—10 p(t) =t—2, entonces A =10 A=2lSi p(t) =
- (t - 2), entonces A es similar a

(0 2)

Ejemplo 33. Demostraremos que si A es una matriz real de n x n tal
que A* = A, entonces A es diagonalizable. Nétese que si g(h = —1=
=(t+ 1)(t— 1), entonces g(A) = O donde O es la matriz nula de
n % n. Por lo tanto el polinomio minimo p(7) para 4 divide a g(¢). Como
g(1) no tiene factores repetidos, tampoco los tiene p(¢). Luego, de acuer-
do con cl Teorema 5.33, A es diagonalizable.

Ejemplo 34. En el Ejemplo 31 vimos que ¢l polinomio minim} para el
operador de diferenciacién D: P.(R) — P.(R) es . Por tantd D no es
diagonizable (Teorema 5.33).

EJERCICIOS

1.

2.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Suponer en lo
que siguc que todos los espacios vectoriales son dimensionalmente finitos.

(a) Todo operador lineal T tiene un polinomio p(#) de grado miximo
para el cual p(T) = T,.

(b) Todo operador lineal tiene un polinomio minimo unico.

(¢) El polinomio caracteristico de un operador lineal divide al polinomio
minimo para ese operador.

(d) Los polinomios minimo y caracteristico de cualquier operador diago-
nalizable son idénticos.

(e) Scan T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional V,
p(t) ¢l polinomio minimo para T,y f(1) ¢l polinomio caracteristico
de T. Si (1) se descompone en un producto de factores de grado I,
entonces f(r) divide a [p(D]".

(f)  El polinomio minimo para un operador lincal siempre ticne el mismo
grado que ¢l polinomio caracteristico del operador.

(g) Un operador lineal es diagonalizable si su polinomio minimo se des-
compone ¢n un producto de factores de grado 1.

(h) Sea T un operador lineal en V. Si V es un subespacio T-ciclico, enton-
ces ¢l grado del polinomio minimo para T es igual a dim(V).

Calcular ¢l polinomio minimo para las siguientes matrices.

() (2 1 (b)Y (1 1 () [+ —145
(1 2) (0 1) (| —4 2).

1 -6 4
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3.

10.

11.

Diagonalizacién

Calcular el polinomio minimo para cada uno de los siguientes operadores
lineales.

(a) T: P.(R)—PAR), donde T(f) = f + 2f

(b T: R*— R, donde T(a, b) = (a+ b, a — b)

(¢) T M, (R)—> M, (R), donde T(A) = A'. Sugerencia: Nétese
que T¥ = [

Determinar cudles de las matrices y operadores de los Ejercicios 2 y 3 son
diagonalizables.

Describir todos los operadores lineales T en R* tales que T sea diagonali-
zable y T" — 2T- + T=T,.

Demostrar el Teorema 5.30 y su corolario. )
Demostrar el corolario del Teorema 5.31.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito.
Demostrar que si g(1) es el polinomio minimo de T, entonces

(a) T es invertible siy solo si g(0) == 0.

(b) Si T es invertible y g(6) ="+ a, '+ ... + af+ a, entonces
ay, ady a.,

Sca T un operador lineal diagonalizable en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V. Demostrar que V es un subespacio T-ciclico si y solo si cada
uno dc los eigenespacios de T es unidimensional.

Sca g(1) ¢l polinomio auxiliar de una ccuacion diferencial lincal homogénea
con cocficientes constantes (tal como se definié en la Seccién 2.7), y sea V
¢l espacio de soluciones de la ecuacion diferencial. Demostrar que

(a) 'V es un subespacio D-invariante, donde D: C* — C* es el operador
de diferenciacion.

(b)  EI polinomio minimo para Dy (la restriccion de D a V) es g(1).

(¢) Si cl grado de g(r) es n, entonces ¢l polinomio caracteristico de
D: Vo Ves (—1)g(r).
Sugerencia:  Para (b) y (c¢), utilizar ¢l Teorema 2.36.

Sea D: P(R) — P(R) ¢l operador de diferenciacion en el espacio de todos
los polinomios sobre R. Demostrar que no existe ningin polinomio g(r)
para ¢l que g(D) = T,. Por lo tanto D: P(R) — P(R) no tiene polinomio
mininio.
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12. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea T un operador li-
neal en V. Supéngase que W, y W. son subespacios T-invariantes de V
tales que V -~ W, @ W. y sean p, (1) y p.(t) los polinomios minimos para
Tw, ¥ Tw,. las restricciones de T a W, y W., respectivamente. Demostrar
positiva o negativamente que p,(7)p.(1) es el polinomio minimo para T.

13.* Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
y sea W, un subespacio T-invariante de V. Si x €V y x&W,, demostrar lo
siguiente:

(a) Existe un polinomio mdnico unico g, (1) de grado positivo minimo
tal que g,(T)(x) EW,.

(b) Si h(r) es un polinomio para el cual /1(T){(x) €W,, entonces g, (1)
divide a hi(1). .

(¢) Sea W. un subespacio T-invariante de V tal que W. C W,. Demostrar
que si g.(f) es el dnico polinomio ménico de grado positivo minimo
tal que g.(T)(x) €W.. entonces g,(r) divide a g.(¢). Deducir que
g (1) divide a los polinomios minimo y caracteristico de T.

Definicién. Sea T: V>V un operador lineal en un espacio vectorial dimen-
sionalmente finito V. Para cada x no nula en V el T-aniquilador de X es
el polinomio monico p(t) de menor grado positivo para el gue p(T)(x)
0. Obsérvese que por el Ejercicio 13(a) anterior (con W, - {0}) cual-
quier x no nula en NV tiene un T-aniquilador tnico.

14.* Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
y sea x un elemento de V no nulo.

(a) Mostrar que si g(1) es un polinomio cualquicra tal que g(T)(x) 0.
entonces p.(f), ¢l T-aniquilador de x, divide a ¢(1).

{b) Sea W C, cl subespacio T-ciclico de V generado por x. Demostrar
que ¢l polinomio minimo para Tw es p,(7) y por lo tanto la dimen-
sion de C, es igual, por el Teorema 5.32, al grado del T-aniquilador
de x.

(¢) Demostrar que p.(1) es de grado 1 sty solo si v oes un eigenvector
de T.

INDICE DE DEFINICIONES PARA EL CAPITULO 5

Aniquilador de un Determinante de un operador
vector, 319 lineal, 236

Cadena de Markov, 276 Eigenespacio de un operador

Cadena de Markov lineal o matriz, 25!
absorbente, 290 Eigenvalor de un operador

Convergencia de matrices. 268 lineal o matriz. 235
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Eigenvector de un operador
lineal o matriz, 235
Estado absorbente. 290
Generador de un subespacio
ciclico, 306
Limite de una sucesién
de matrices, 268
Matriz compaiera, 308
Matriz de transicion, 273
Matriz escalar, 247
Matriz regular de
transicién, 279
Multiplicidad de un
eigenvalor, 251
Operador lineal, 231
Operador lineal, o matriz,
diagonalizable, 233
Operadores lineales, o matrices,
simultaneamente
diagonalizables, 267
Polinomio caracteristico de un
operador lineal o matriz, 239

Polinomio minimo de un operador
lineal o matriz, 311-312
Proceso de Markov, 276
Proceso estocastico, 276
Subespacio ciclico, 306
Subespacio invariante, 298
Subespacio invariante
impropio, 298
Subespacio invariante
propio, 298
Suma de columnas de una
matriz, 28I
Suma de renglones de una
matriz, 28I
Suma directa de matricgs, 301
Suma directa de subespacios, 254
Vector de probabilidad, 274
Vector de probabilidad
fija, 286
Vector de probabilidad inicial
para una cadena de
Markov, 277



Capitulo S

Forrmas candonicas

6.1

Vimos en el Capitulo 5 que para un operador lineal T en un espacio vec-
torial dimensionalmente finito V, es benéfico descomponer a V en una
suma directa de tantos subespacios T-invariantes propios como sea posible.
El Ejercicio 7 de la Seccién 5.4 muestra que V puede descomponerse en
una suma directa de subespacios T-invariantes unidimensionales si y’ s6lo
si T es diagonalizable. En este capitulo estudiaremos especialmente la des-
composicién de V en subespacios T-invariantes propios cuando T no sea dia-
gonalizable. Las Secciones 6.1 y 6.2 estan destinadas al estudio de los
operadores cuyos polinomios caracteristicos se descomponen en un pro-
ducto de factores de grado 1 y la Seccién 6.3 estd dedicada a los opera-
dores lineales cuyos polinomios caracteristicos no pueden factorizarse de
esta manera. Estas descomposiciones conducirdn a representaciones sen-
cillas (canénicas) de tales operadores. )

EIGENVECTORES GENERALIZADOS

En las primeras dos secciones de este capitulo consideraremos operadores
lineales en espacios vectoriales dimensionalmente finitos para los que el
polinomio caracteristico se descompone en un producto de factores de
grado 1. (En particular, si V es un espacio vectorial dimensionalmente fi-
nito sobre un campo algebraicamente cerrado, todo operador lineal en V
satisface esta condicion.) Tales operadores tienen al menos un eigenvalor.
Si A, Asy .., A, son los eigenvalores de T: V — V (no necesariamente
diferentes), recuérdese del Teorema 5.4 que T es diagonalizable si y
s6lo si existe una base ordenada para V que esté formada por eigenvectores

de T. Si B8 = {x1, X2, ..., X»} €s dicha base en la cual x; es un eigenvec-
tor correspondiente al eigenvalor A;, entonces
A4, 0 -+ 0
0 A, --- 0
[T]p - ’

0 0 --- 4,
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Aun cuando no todo operador lineal T en V es diagonalizable, demos-
traremos que para cualquier operador lineal cuyo polinomio caracteristico
se descomponga en un producto de factores de grado 1 existe una base
ordenada B para V tal que

J, O .- O
oJ, --- 0
[T]p:-]x®-]z@ "'(_B‘Jk: )
o o --- J

donde J; es una matriz cuadrada de la forma (A;) o bien de la forma

A, 1.0 -« 0 0 \

0 A4, 1 -« 0 0
0 0 0 -+ A, 1
00 0 --- 0 4

para algin eigenvalor A; de T. A tal matriz J; se le llamard un blogue de
Jordan correspondiente a A; y la matriz [T],=J, ®J, D --- P J, serd
denominada forma canénica de Jordan de T. Diremos también que la base
ordenada B es una base candnica de Jordan para T. Obsérvese que cada
bloque de Jordan J; es “casi” una matriz diagonal —de hecho, [Tl es
una matriz diagonal si y solo si cada J; es de la forma ( A;).

Por ejemplo, la matriz de 8 x 8

2 1 0/0 00 00

0 2 1i0 00 00

002(000 00

000:2:00 00

I=L@L0L 0] = 0000371100
000 0{0 3{00

000 0O0O0!0 1

10 0

es una forma canénica de Jordan de un operador lineal T: C* — C%; esto
es, existe una base 8 = {x,, X, ..., xs} para C* tal que [T]; = J. Nétese
que el polinomio caracteristico de T y J es det(J — /) = (¢ — 2)*(t —
—3)*r y asi la multiplicidad de cada eigenvalor es el numero de veces
que el eigenvalor aparece en la diagonal de /. Obsérvese también que de
los vectores x,, xz, ..., Xy Unicamente x,, x,, x; y x: (los vectores de la
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base correspondientes a la primera columna de cada uno de los bloques
de Jordan J,, J,, J, y J,) son eigenvectores de T.

Aunque se demostrard que todo operador cuyo polinomio caracterfs-
tico se descompone en un producto de factores de grado 1 tiene una
forma canénica de Jordan tnica (de acuerdo con el orden de los bloques
de Jordan), no 'significa que la forma canénica de Jordan queda comple-
tamente determinada por el polinomio caracteristico de la transformacién.
Por ejemplo, el polinomio caracteristico de

/2 170000 00
02/000000
00/21{00 00
y_|o0io2i0 000 N
000 0{3{0 00
0000 0{3{00
000000071
00000 0i0 0f

es también (7 — 2)4(z — 3)2z.

Considérese de nuevo a la matriz anterior J. Hemos visto que x, y x,
son eigenvectores correspondientes al eigenvalor A, = 2, pero ni x, ni
X; son eigenvectores. Por lo tanto (T — 2I)(x,) = (T — 2D (x,) =0,
mientras que (T — 21) (x.) #%0 y (T = 21)(x;) 54 0. Pero como {Tlg = J,
T(x:) = x; + 2x, y T(x;) = x, + 2x,. Entonces

(T = 20)%(x:) = (T = 2D (T(x2) — 2x,) = (T~ 21) (x,) = 0,
y, de manera semejante, »
(T = 21)°(x:) = (T = 2D)%(T(xs) — 2x5) = (T — 21)%(x;) = 0.

Luego, aun cuando (T — 21)(x,) 520 y (T — 21) (x5) #0, (T — 21)?(x.)
= (T = 21)?(x;3) = 0 si p > 2. Esta observacién da lugar a la siguiente
definicién.

Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V. Un elemento no nulo x €V se llama eigenvector generalizado de T
si existe un escalar A tal que (T — M)*(x) = O para algun entero positivo
p. Diremos que x es un eigenvector generalizado correspondiente a .

Obsérvese que si x es un eigenvector generalizado de T correspondien-
te a A, entonces X es un eigenvalor de T. Ahora si p es el menor entero
positivo tal que (T — Al)?(x) = 0, entonces y= (T —al)?(x) es un
eigenvector de T correspondiente al eigenvalor A.

Se ve facilmente que si 8 es una base canénica de Jordan para un
operador T en un espacio vectorial dimensionalmente finito V, entonces
B esta formada de eigenvectores generalizados de T. El Teorema 6.4 mos-
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trard que una base canénica de Jordan existe para todo operador V cuyo
polinomio caracteristico se descompone en un producto de factores de
grado 1. La demostracién de este teorema requerird de terminologia adi-
cional que introduciremos a continuacién.

Definiciones. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial N 'y sea X un
eigenvecior generalizado de T correspondiente al eigenvalor \. Si p es el
entero positivo mds pequerio tal que (T — M)P(x) = 0, entonces el con-
junto ordenado

{((T = AP (x), (T — ADP2(x), ..., (T — AD)(x), XJ

se llama un ciclo de eigenvectores generalizados de T que corrgsponden a
X. Los clementos (T — AP (x) y x se llaman vector inicial y vector ter-
minal del ciclo, respectivamente. Diremos también que la longitud del
ciclo es p.

Recorlando la matriz J de la p. 322 vemos que 8, = {x,, X2, X3}, B: =
= {x,}, B+ = {xs %}y Bs = {x:, x5} son cicios de eigenvectores gene-
ralizadcs de T correspondientes respectivamente a los eigenvalores 2, 2,
3 y 0. Sea W, el subespacio generado por B; para 1 <i < 4. Como
T(x) = 2x;, T(x,) = x; + 2x, y T(xy) = x; + 2x,, W, es un subespacio
T-invariante. De la misma manera W., W, y W, son subespacios T-inva-
riantes. Se ve facilmente que [Tyl =J; (1 <i<4).

Nuestro primer resultado contiene varios resultados utiles sobre ciclos.

Teorema 6.1. Sea T un operador lineal en N 'y sea v un ciclo de eigenvectores
generalizados de T que corresponden al eigenvalor \.

(a) EIl vector inicial de y es un eigenvector de T correspondiente al
eigenvalor X y ningiin. otro miembro de y es un eigenvector de T.

(b) v es linealmente independiente.

(¢c) Sea B una base ordenada para V. Entonces ,8 es una base cano-
nica de Jordan para V si y solo si B es una union disjunta de
ciclos de eigenvectores generalizados de T.

DEMOSTRACION. Demostraremos unicamente a (b); las demostraciones
para (a) y (c) se dejardn como ejercicios. La demostracién se hard me-
diante induccién sobre la longitud del ciclo y. Si y tiene longitud 1, enton-
ces y = {x,} es linealmente independiente puesto que x,, que es un eigen-
vector generalizado, es un vector no nulo. Ahora supdngase que los ciclos
de longitud £ — 1 son linealmente independientes para algin entero k —
— 1 > 1. Supéngase que y = {x,, x., ..., X;} es un ciclo de eigenvectores
generalizados que corresponden al eigenvalor X y que

I
2 ax; — 0
i=1
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para algunos escalares a,, @., ..., a.. Aplicando T — Xl a la ecuacién an-
terior nos da

K

E axi-, = 0.

i=2

Pero la suma en la igualdad anterior es una combinacién lineal de elemen-
tos de un ciclo {x, x,, ..., x:,} de longitud kK — 1. Por lo tanto a; = )
parai =23, ..., k, por lo que

k
Zaix,- =0
i=1

se reduce a a,x, = 0. Pero como x, =0 se tiene que a, = 0, de manera
que a; = a: = ... = a; = 0, demostrando que y es linealment¢ indepen-
diente. Esto completa la induccién. [

Recuérdese que si T es un operador lineal diagonalizable en V, enton-
ces V es la suma directa de los eigenespacios de T (Teorema 5.14). Uno
de los principales resultados de esta secciéon (Teorema 6.5) demostrara
que si T es un operador lineal cualquiera en V cuyo polinomio caracteristi-
co se descompone en un producto de factores de grado 1, entonces V es
la suma directa de los “eigenespacios generalizados” de T (los que se
definen en seguida). Por lo tanto, como los eigenespacios de un operador
diagonalizable proporcionaron una base para V formada por eigenvecto-
res, los eigenespacios generalizados de un operador dardn una base candni-
ca de Jordan para V.

Definicién. Sea ) un eigenvalor de un operador lineal T en V. El eigenespacio
generalizado de T correspondiente a )\ y denotado por K, es el conjuntc

Ki={xeV: (T— Al x) = 0para algin entero positivo p}.

Luego, Ky consta del vector nulo y de todos los eigenvectores generalizados
correspondientes a .

Nuestro siguiente teorema contienc dos hechos simples sobre los eigen-
espacios generalizados.

Teorema 6.2. Sea \ un eigenvalor de un operador lineal T en V. Entonces K
es un subespacio de V' que contiene a E, (el eigenespacio de T correspondien-
te a \).

DEMOSTRACION. Es evidente que 0 € Ki. Supdngase que x, y € Ky; entonces
existen enteros positivos p y g tales que (T — A)?(x) = 0y (T — A)(y)
= 0. Ahora bien

(T — AD)Pi(x -+ ) = (T = AD™1(x) -+ (T — AD)ra(y)
= (T = ADT = AD#x) + (T — AT - AD(y)
= (T = AD7(0) + (T — AN"(0)
=0+0=0,
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y entonces x + y € K\. Finalmente, para cualquier escalar c,
(T —AD?(cx) = c(T — AN)?(x) = c0 = 0,

tal que cx €K,. Por lo tanto K, es un subespacio de V.
Es evidente que EA = N(T— Al) CK.. B

Veremos en ¢l Teorema 6.5 que Ky es de hecho un subespacio T-inva-
riante y que V es la suma directa de los eigenespacios generalizados de T.
El teorema siguiente demuestra parte de un resultado posterior.

Teorema 6.3. Sean A, A,, ..., A los distintos eigenvalores de un operador li-
neal T en V. Entonces

Ky, N Kx]) = {0} parai=1, 2,..., k.
i*1
DEMOSTRACION. Por conveniencia de notacién consideraremos sin pérdi-
da de generalidad que / = 1. Supéngase que

a2x2+...+aka:xl (1)

donde x; €Ky, para 1 <j < k. Sea p;(1 <j<k) el entero positivo mas
pequeiio tal que (T — A;1)?/(x;) = 0. Supdngase que x, =% 0; entonces
(T — M1)P(x;) es un eigenvector correspondiente al eigenvalor A,. Apli-
cando (T — A 1)P (T — AP ... (T — Al)™ a ambos lados de la ecua-
ciéon (1) se tiene

0= (T —AD2(T — )P oL (T — MD)Pe(xy)
= (T = 2:D% o (T = X4D)2((T = A D7 (xy))
= (A= AP (A — NPT — A)P ()

en virtud del Ejercicio 22 de la Seccién 5.1. Por lo tanto dado que
Ai, Az, ..., A son distintos, (T — A,1)?r(x;) = 0, contradiciendo el que
(T — MDP(x,) sea un eigenvector. Concluimos que x; = 0. [l

Corolario. Ningun vector puede ser un eigenvector generalizado correspondien-
te a eigenvalores diferentes del mismo operador.

Estamos ahora preparados para demostrar la existencia de una forma
canédnica de Jordan para cada operador lineal en un espacio vectorial dimen-
sionalmente-finito cuyo polinomio caracteristico se descomponga en un
producto de factores de grado 1.

Lema. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito
V. Sea Si(1 <i < k) un ciclo de eigenvectores generalizados de T corres-
pondientes al eigenvalor A y sean p; y y: la longitud y el vector inicial de
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S, respectivamente. Si {y,, Y2, . .. , Y} es un conjunto linealmente indepen-
diente que contiene k elementos, entonces

k

US

i=t

es un conjunto linealmente independiente que contiene
k
2p:
i=1

elementos.

DEMOSTRACION.  Supéngase sin pérdida de generalidad que p, > p. > . ..
... > pr. La demostracion se hard por induccién sobre p,. Si p, = 1, en-
tonces p, = ... = py = 1. Por lo tanto, cada ciclo S; contienejm solo
elemento, de modo que

k
Hslz{ylsyb-'-’yk}

es un conjunto linealmente independiente que por hipdtesis contiene

k
Xpi=k
i=1

elementos.

Ahora supéngase que el teorema es cierto siempre que p, < n 'y sea
Si(1 <i<k) un ciclo de eigenvectores generalizados de T correspon-
dientes al eigenvalor A con longitud p; y vector inicial y;. Supdngase que
n=p,>p.> ... 2>2p ysear(l <r<k) el subindice mis grande tal
que p, > 1. Sea

k
S=1S,
=1

y sea S;(1 <i<r) el ciclo obtenido al suprimir el vector terminal x;
de S;. Entonces S’ es un ciclo de eigenvectores generalizados que corres-
ponden al eigenvalor A con longitud p; — 1 y vector inicial y;. Como
{¥1 ..., ¥y} es linealmente independiente, se tiene por la hipétesis de

induccién que
, r
S'=1JS;
=1
es un conjunto linealmente independiente que contiene
T
2—1
i=1
elementos. Es evidente que

k
lkzle,:S'u{xl,...,xk}
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es una unién disjunta. Entonces

k
U S
=1
contiene -
T k k
Sei— 1) +k=2(pi—1) +k= Xp
i=1 i=1 i=1
elementos.
Necesitamos demostrar Unicamente que

k
S=JS, )
i=1

es un conjunto linealmente independiente. Supdngase que para algunos
escalares a.
3 a,z =0. (2)
Z€S
Como, de acuerdo con el Teorema 6.1(a), y; es un eigenvector de T
correspondiente al eigenvalor A, (T — Al)(y;) = 0 para 1 <i < k. Por lo
tanto, al aplicar T — Al a ambos lados de la ecuacién (2), obtenemos

0 =3 a(T — A)z) = X a(T — A)(2), 3)

zES z€Z

donde Z = {v€S: vy, para 1 <i < k}. Pero la suma final en la ecua-
ci6n (3) es una combinacion lineal de elementos de S’; luego como S’
es linealmente independiente, se tiene que a. = O si z€Z. Luego la ecua-
cién (2) se reduce a una combinacién lineal de {y;, ¥., ..., ¥}, la cual
es, por hipétesis, linealmente independiente. Por lo tanto, todos los coefi-
cientes @. de la ecuacién (2) son iguales a cero, demostrando que S es
linealmente independiente. [l

Ejemplo 1. Sea T: C' — C' un operador lineal cuyo polinomio caracte-
ristico se descompone en un producto de factores de grado 1. Este ejemplo
y el Ejercicio 8 ilustran la manera como una base candnica de Jordan y
para la restriccion de T a R(T) se extiende a una base candnica de Jor-
dan B para T en el Caso 1 del Teorema 6.4. Supdéngase que y = {yi, wi.

Vs, Vi, Va, V4} Y que

0 1:0 00 0O
0 0i0 000
0 0/0/i0 0 ©
T = (PN ’
M=ty o012 110
000020
0000 03
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donde T, denota la restriccién de T a R(T). Entonces {y,, wi}, {».}, {v,
v.} y {v:}, que son los ciclos que componen a y, corresponden respectiva-
mente a los eigenvalores 0, 0, 2 y 3. En la notacién del Teorema 6.4, y,,
la uni6n de los ciclos correspondientes a 0, es igual a {y, wi} U {y.}.
Entonces Y = {y,, y.} (el conjunto que contiene a los eigenvectores con-
tenidos en y que corresponden a cero) es un subconjunto linealmente
independiente de N(T) que puede ser extendido a una base Y U Z = {y,,
Vu, Z1, Zu, 2} para N(T). Finalmente, escéjase a x, y x. tales que T(x,) =
= w, y T(x,) = y.. Entonces {y,, w,, x.}, {», .}, {z:}, {z.} ¥ {z:} son
ciclos de eigenvectores generalizados de T correspondientes al eigenvalor
cero y B = {y\, Wi, X1, Yo, X2, Vi, Vo, Vi, Zy, 22, Z3) €S Una|base ordenada
para C!'. Obsérvese que

01 0{000000 00
001.00000O0UO0O
0 00{00000GO0O0O
00 0{01i{00 0000
0 00{00{000O0TO0O
[M,=[0 0 0 0072710 0 0 of
00000§02§0000
00000 00(3(00°0
00000000000
00000000000
00000 0O OO0 0:0

Teorema 6.4. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional V
tal que el polinomio caracteristico de T se descompone en un producto de
factores de grado 1. Entonces existe una base canonica de Jordan para T,
esto es, existe una base ordenada B para N que es una unién disjunta de
ciclos de eigenvectores generalizados de T.

DEMOSTRACION. La demostraciéon se realizard por induccién sobre n.
Es evidente que el resultado es cierto para n = 1 pues toda matriz de
1 x 1 es una forma candénica de Jordan. Supéngase que la conclusién
es cierta para espacios vectoriales de dimensiones menores que n y que
dim(V) = n. Consideraremos dos casos.

Caso 1. rango(T) < n. Puesto que R(T) es un subespacio T-invariante
de V podemos definir a T,: R(T) — R(T) como la restriccion de T a R(T).
La suposicion del Caso | nos permite utilizar Ja hipétesis de induccion a
T, para concluir que existc una base candnica de Jordan y para T, que



330

Formas canénicas

contiene r elementos (r < n). Por lo tanto, en virtud del Teorema 6.1(c),
v es una unié6n disjunta de ciclos de eigenvectores generalizados de T, (y
por tanto de T). Sean S, S., . .. , S todos aquellos ciclos en y que corres-
ponden al eigenvalor cero, y sean y; y w; respectivamente los vectores
inicial y terminal de S;. Como w;€y C R(T), existe x; €V tal que
T(x;) = w;. Ahora definase Y = {y,, y,, ..., y}, X = {x1, Xay oy i)
y

Yo =UJ S

=1

Supdngase que v, contiene p elementos (p < r). Recuérdese dr>lJ Teorema
6.1(a) que cada'y; es un eigenvector que corresponde al eigenvalor cero;
por tanto ¥ C N(T). Luego, como Y es linealmente independiente (es un
subconjunto de y), puede ser extendido hasta una base Y U Z para N(T).
Obsérvese que Z debe contener n — r — k elementos puesto que nuli-
dad(T) = n — rango(T) = n — r. Sea S; = Si U {xi); entonces §’ es
un ciclo de eigenvectores generalizados de T que corresponden al eigen-
valor cero y que tiene como vector inicial a y;. Ademas, si z € Z, entonces
{z} es un ciclo correspondiente al eigenvalor cero cuya longitud es 1.
Por lo tanto el lema implica que

(QS;)UZ:(}’,,UX)UZ

es un conjunto linealmente independiente que contiene p + k + (n — r —
— k) =n— (r — p) elementos por el hecho de ser Y U Z un conjunto
linealmente independiente de vectores iniciales para los ciclos que corres-
ponden al eigenvalor cero.

Demostraremos que 8 = y U X U Z es la base que se desea encontrar.
Primero, obsérvese que si y, = y (de manera que p = r), entonces B =
=7y U X UZ es un conjunto linealmente independiente que contiene
n — (r — p) = n elementos. Entonces 8 es una base para V. De lo con-
trario, si yo %y, entonces vy, = {v€y: Vv&y,} es una unién no vacia de
ciclos disjuntos de eigenvectores generalizados que corresponden a eigen-
valores no nulos A,, ..., A, de T. Supéngase que

0= 2’ av= 3 apv-+ Y aw.
veE

vEyoUXUZ vEN
Entonces

(—a)yy=73 apw.

VEYyUXUZ vEy;

Pero el lado izquierdo es un elemento de K,, donde A, = 0 y el lado
derecho es un elemento de Ky, + ... + Ki,. Por lo tanto de acuerdo
con el Teorema 6.3, ambos lados de la igualdad anterior son iguales a 0.
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Asi, como yo U X U Z y y, son conjuntos linealmente independientes, se
tiene que a, = 0 para toda v €B. Por lo tanto B es linealmente indepen-
diente, y como 8=y U X U Z contiene r + k + (n—r—k) =n ele-
mentos, B es una base para V. Pero es evidente que 8 es una unién disjunta
de ciclos de eigenvectores generalizados de T, de modo que B8 es una base
canénica de Jordan para T por el Teorema 6.1.

Caso 2. rango(T) = n. Como el polinomio caracteristico de T se des-
compone como un producto de factores de grado 1, T tiene un eigenvalor
A. Utilicese el Caso 1 para el operador no invertible T —\g en V para
obtener una base ordenada g8 para V tal que [T — Al]g = J sead una forma
canénica de Jordan para T — Al. Pero entonces [Tlg = J + Al, es una for-
ma canénica de Jordan para T. i

Habiendo establecido la existencia de una forma canénica de Jordan,
ya podemos obtener varias propiedades importantes de los eigenespacios
generalizados.

Teorema 6.5. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito V tal que el polinomio caracteristico de T se descomponga en un
producto de factores de grado 1. Supdngase que A,, X, ..., A son los
distintos eigenvalores de Ty que la multiplicidad de ), es m;(1 <i<k)
y sea B una base candnica de Jordan para T. Definase a B, = B N Ky, (1 <
<i < k). Entonces

(a) V=K, ®K, P --- @ K,,-

(b) Bi es una base para K,,. Reciprocamente, si para cada i \; es
una union de ciclos de eigenvectores generalizados correspondien-
tes a \; que constituye una base para K,,, entonces

k
Un
i=1
es una base candnica de Jordar para T.
(¢) Ky (1 <i<Kk) es un subespacio T-invariante de V.
(d) Para cada i(1 <i<k), dim(Ky,) = m,.
(e) Para cada i(1 <i<k), K, = N((T — x,1)m™),
(f) T es diagonalizable si y sélo si Ex, = Ky, para cada i(1 <i<
< k).

DEMOSTRACION.
(a) Es evidente que L(8;) C K),. Pero como
k
L(U ﬁl) =L({B) =V,

se tiene que Ki, + Ki, + ... + Ky, = V. El inciso (a) ahora puede de-
ducirse a partir de! Teorema 6.3.
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(b) Definase a W; como el subespacio generado por B8; para 1 <
< i < k. Entonces W; C Ky, y por lo tanto dim(W;) < dim(K,,). Pero
como B es Ja unién disjunta de B,, B2, ..., Bx Y L(B) =V, se tiene que
V=W ®OW, D --- ®W,. Luego del inciso (a) tenemos que

v K
dim(V) = é dim(W;) < ¥ dim(Ky,) = dim(V).
ix1 i=1
Por tanto dim(W,) = dim(K,,) para | <i < k. Dado que W; CKy, ¥
dim(W;) = dim(K,,), se tiene que L(8;) = W; = K,,. Como 8; es lineal-
mente independiente (es un subconjunto de 8), B; es una base para Kj,.

La reciproca se obtiene del inciso (a) y de los Teorem}s 513 y
6.1(c).

(c) Recuérdese que Kj, es un subespacio de V (Teorema 6.2). Ahora
bien, B; es una base para K., formada por ciclos de eigenvectores ge-
neralizados que corresponden a A;. Pero la imagen bajo T de cualquier
vector en un ciclo es claramente una combinacién lineal de vectores en
dicho ciclo y en consecuencia es un elemento de Ki,. Luego T(f) < K,,
demostrando asi que K, es T-invariante.

(d) Definase a T;(1 < i < k) como la restriccién de T a K,, Enton-
ces, de acuerdo con el inciso (b), A4, =[T]s es una forma candnica de
Jordanpara T,y [Tl;=A4, @ A4,P --- D A4,. Si n,=dim(K,), entonces
el polinomio caracteristico de T; es det(4;, — t1,) = (A, — )™ puesto que
A; — tl,, es una matriz triangular superior que tiene a A; — ¢t en cada
posicion diagonal. Si f(r) es el polinomio caracteristico de T, entonces

f(1) = det(A, — t,,) - det(A, — tl,.,) - ... - det(Ay — tl,,)
= =DM — D% (M — D

Por lo que la multiplicidad de A; es n;; o sea, m; = n; = dim(Ky,).

(e) Es evidente que N((T — 4,)™) = K,,. Supdngase que x € K;,.
Entonces el ciclo S con un vector terminal x, de acuerdo con el Teore-
ma 6.1, es un subconjunto de K,, linealmente independiente. Como dim
(Kx,) = my, se tiene que la longitud de S no puede exceder a m;; esto es,
(T — A D?(x) = 0 para algin entero positivo p < m;. Por lo tanto
X EN((T — A;1)™), demostrando asi que Kx, C N((T — A;l)™).

(f) Si Ex, = Ky, para 1 < i < k, entonces, de acuerdo con el inci-
so (a),

Elx®Elz®."®Elk:Kl|@Kl:®".@Klk:\/

y asi, por el Teorema 5.14, T es diagonalizable.

Reciprocamente, si T es diagonalizable entonces dim(E, ) = m; por
el Teorema 5.14. Pero como E,, es un subespacio de Ki, y dim(Ky,) =
= m;, porel inciso (d), se tiene que Ex, = Ky, para | < i < k. B
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Eiemplo 2. Sea T: C®— C?® definida mediante T = L,, donde

31 —2
={—1 o 5|
—1 —1 4

Encontraremos una base para cada eigenespacio y cada eigenespacio gene-
ralizado de T.
El polinomio caracteristico de T es

f(¢) =det(A —tI) = — (1 —3)(t — 2)2
Por lo tanto A, = 3 y A, = 2 son los eigenvalores de T con multiplicidades
1 y 2, respectivamente. De acuerdo con el Teorema 6.5, Ky, tiene dgnen—
sién 1, K,, tiene dimensién 2 ¥ también Ky, = N(T—31) y K, = N
((T — 21)?). Ahora bien E,, = N(T — 3I) y Ex, = N(T — 21). Por lo
tanto Ex, = Ki,. Como

0 1 =2 a
A—3I={—-1 -3 51, b|eE, =K,
—1 -1 1 c
si y sélo si
0 1 —2\/a 0
-1 -3 Sfb]=[0]
—1 —1 1/\ ¢ 0

o, de manera equivalente, si y solo si

a
b
¢
es una solucién del sistema
b—2¢c=0
{—a —3b+ 5 =0
—a— b+ ¢=0.

Por el hecho de que el conjunto de soluciones del sistema anterior tenga a
—1
2)
1
-1
V]

/

como base,

es una base para E,, - Ki,.
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Anélogamente, como

1 1 -2 a
A-2I=|-1 -2 5§} b ] eE,
-1 -1 2
si y solo si
1 1 —2\/a 0
-1 =2 s5fb|=}t0
-1 -1 2/\ ¢ 0

0, de manera equivalente, si y s6lo si

; )

Q

es una solucién del sistema ¢
a+ b—2c=0
—a—2b+5=0
—a— b+ 2c=0.
Una base para el conjunto de soluciones de este sistema, y por tanto para
Ex,, es
1
-3
—1
Como
2 1 —1 a
A4-2D0*=|—-4 =2 2} b | e K,
-2 -1 1 c
si y s6lo si
a
b
4

es una solucion del sistema
2a+ b— ¢=0
—4a —2b+2c=0
—2a— b+ ¢=0.

Una base para el conjunto de soluciones de este sistema, y por tanto para
Kx,, €s
1 —1
-3, 2
—1 0



Eigenvectores generalizados 335

Obsérvese que esta base es un ciclo de eigenvectores generalizados corres-
pondientes a A.. Por lo tanto de acuerdo con el Teorema 6.5(b)

~1 1\ /-1
=14 2)[-3)( 2
1/ \—1 0

es una base para C* y
300
[T]p == O 2 l
0 0 2

es una forma candnica de Jordan para T. \
Eiemplo 3. Sea T: P,(C) — P.(C) definida mediante T(f) = —f — f.
De nuevo encontraremos una base para cada eigenespacio y cada eigenes-
pacio generalizado de T. Si 8 = {1, x, x?}, entonces B es una base orde-
nada para P,(C) y

-1 —1 0
A=[T,=| 0 —1 -=2].
0o 0 -1
Por lo tanto el polinomio caracteristico de T es f(¢) = det(4 — 1) = —
— (¢ + 1)3. Entonces A = —1 es el unico eigenvalor de T y por lo tanto,

de acuerdo con el Teorema 6.5, Ky = P,(C) y asi cualquier base para
P,(C), por ejemplo B, es una base para Ki. Ahora bien, Ex = N(T —
— Al) = N(T + 1). Entonces si f(x) =a + bx + ¢cx* €P,(C), se tendra
que f(x) €E\ si y sblo si

0=T(f(x)) + f(x)
=[—(a+ bx + cx?) — (b + 2¢cx)] + (a + bx + cx?)
= — (b + 2cx).

Pero ~ (b + 2¢cx) =0 si y s6lo si b= c = 0. Por lo tanto f(x) €Ex si
y sblo si f(x) = a para alguna a €C y entonces {1} es una base para E,.

Como K, = P,(C), deben existir ciclos de eigenvectores generalizados
correspondientes a A que formen una base candnica de Jordan para T.
De hecho, se tiene del Ejercicio 4 que un ciclo tnico (de longitud 3), y
no la unién de dos ciclos (uno de longitud 2 y el otro de longitud 1)
ni la unién de tres ciclos (todos de longitud 1), formard una base para
P,(C). Tal ciclo es y = {2, —2x, x?} y

-1 1 0
m,=| o —1 1
0 0 —I

es una forma candnica de Jordan para T. Veremos en la seccion siguiente
cémo encontrar tal base candénica de Jordan.
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EJERCICIOS

1.

[
%

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

(t)

(g)

(h)

Los eigenvectores de un operador lineal T son también eigenvectores
generalizados de T. )

Es posible que un eigenvector generalizado de un operador lineal T
esté asociado con un escalar que no sea un eigenvalor de T.
Cualquier operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito tiene una forma canénica de Jordan.

Los ciclos de eigenvectores generalizados son linealmente indepen-
dientes. lﬁ

Existe exactamente un ciclo de eigenvectores generalizados corres-
pondientes a cada eigenvalor de un operador lineal en un espacio
vectorial dimensionalmente finito.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito cuyo polinomio caracteristico se descompone en un producto
de factores de grado 1, y sean A,, A., ..., Ay los distintos eigenvalo-
res de T. Si, para cada i, 8; es una base cualquiera para K, entonces
B U B, U ... UB: es una base candnica de Jordan para T.

Para cualquier bloque de Jordan J, L; tiene una forma candnica de
Jordan J.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional cuyo
polinomio caracteristico se descompone en un producto de factores
de grado I. Para cualquier eigenvalor A de T, Ky = N((T — Al)"»).

Para cada uno de los siguientes operadores lineales T, encontrar una base
para cada eigenespacio y para cada eigenespacio generalizado.

(a)

(b)

(¢)

T=1,, donde
_ I 1
(-1 3)
T =1L,, donde
11 —4 -5
A=121 —8 —11
3 —1 0

T: P.(C) - P.(C) definido mediante T(f) = 2f — '

“ Sea S un ciclo de eigenvectores generalizados de un operador lineal T en

V que corresponde al eigenvalor A. Demostrar que el subespacio generado
pee S es un subespacio T-invariante de V,
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Sea B8 una base candnica de Jordan para un operador lineal T en V y sea
My=JPJ, D --- DJy, donde cada J;(1 <i < k) es un bloque de
Jordan. Sea A un eigenvalor de T y sea m el nimero de bloques de Jordan
que tienen a A en cada una de las posiciones de la diagonal. Demostrar que
1 < m < dim(E,). Veremos méas adelante que m = dim(E,).

Sea T: V — W una transformacién lineal. Demostrar los incisos siguientes:

(a) N(T) = N(—T).

(b) N(TF) = N((—T)*) para cualquier entero positivo k.

(¢} Si W=V (tal que T es un operador lineal en V) y A es un eigen-
valor de T, entonces para cualquier entero positivo kK

N((T — 2y)*) = N(@Aly — T)). }

Sea U un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Demcsirar los siguientes incisos:

(a) N{U) CN(U?) C ... CN(U) CNU-) C ...

(by Si rango(U™) = rango(U”+') para algin entero positivo m, entonces
rango(U”) = rango(U*) para cualquier entero positivo k > m.

(c) Si rango(U™) = rango(U”*') para algin entero positivo m, entonces
N(Um™) = N(U¥) para cualquier entero positivo k > m.

{(d) Sea T un operador lineal y sea A un eigenvalor de T. Demostrar que
si rango((T — Al)™) = rango((T — Al)™*') para algun entero m, en-
tonces Ky = N((T — Al)™).

(¢) Segunda prueba para diagonalizabilidad. Sea T un operador lineal
cuyo polincinio caracteristico se descompone en un producto de fac-
tores de gradc 1. Supéngase que A, A ..., M son los distintos
eigenvalores de T. Entonces T es diagonalizable si y s6lo si rango(T —
— xih) = rango((T — \i1)%) para 1 < i< k.

(fy Utilizar el inciso (e) para obtener una demostracién mas sencilla del
Ejercicio 10(d) de la Seccién 5.4: Si T es un operador lineal diago-
nalizable ¢ un espacio vectorial dimensionalmente finito V. y W es
cualquier subespacic T-invariante de V, entonces Tw es diagona-
lizable.

Sez T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
tal que el polincmio caracteristico f(f) de T se descompone en un producto
de factores de grado 1. Demostrar que f(T) = To; esto es, demostrar que T
satisface a su polinomio caracteristico. (Este es un caso especial del Teo-
rema de Cayley-Hamilton.) Sugerencia: Demostrar que si 8 es una base
candnica de Jordan para T, entonces f(T)(x) = 0 para cada x €.

Este cjercicio tiene como finalidad ilustrar la demostracién del Caso 1 del
Teorema 6.4 para una transformacién lineal particular T: C'P— C7 (Ver

también el Ejemple 1))
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Sea T: C''— C definida mediante

T(u) = (@, + 2a. — a3, —a, — S5a, + 3a;, —2a, — 7a, + 4a,,

6a, — 9a;, 4a, — 6as, as + a;, —as + 3a;, 3a,, 0, 0, 0),

donde u = (a,, a., a, a,, as, as, a:, as, ay, a0, a,;).

(a)

(b)
(c)
(d)

(e)
()

(g)

(h)

()

- 2e1 - 362 - 583, yg = 3e4 + 285, Vi - € + ey, Vg — 3es +4e7 y
Vs = e;. Demostrar que y es una base ordenada para/R(T). Sugeren-
cia: Tomando a u como en el parrafo anterior

Sea 7 = {yla wl: .Y2, Vl.a VZ) V.’i}y donde y1 = el - 2ej - 363, Wl =

T(w) = (—a, + 4a, — 3a:)y, + (a, — a: + a;)w, + (2a, — 3as)y.
+ (7as — Sa;)v, + (—2a; + 2a;)v. + (3as)vs.

Deduzcase que r, el rango de T, es igual a 6 y que la nulidad de
TesS.

Sea T, la restriccién de T a R(T). Demostrar que y es una base
canénica de Jordan para T,.

Demostrar que S; = {y,, w1}, S: = {32}, Ss = {v1, v:} y S: = {v;}
son ciclos de eigenvectores generalizados de T, correspondientes res-
pectivamente a los eigenvalores 0, 0, 2 y 3. (Por lo cual, en la nota-
cién de la demostracion del Teorema 6.4, k = 2, v, = {y,, Wi, Y2}y
p=3.)

Sean x;, = —e,+ 5e, +7e; y x,= 8e, + Ses. Demostrar que
T(x;) = w; para i = 1, 2. Hagase X = {x,, x.}.

Obsérvese que en la notacién de la demostracién del Teorema 6.4
los vectores y, y w. son iguales, y hagase Y = {y,, y.}. Definanse
21 = €, 2> = €10 Y Z3 = €y, Demuéstrese que Z = {z,, z,, z;} €s un
conjunto (que contiene n — r — k elementos) tal que Y U Z es una
base para N(T).

Definanse §' = {y;, wy, x,} y S$, = {w., x.}. Demostrar que § y
S, son ciclos de eigenvectores generalizados de T correspondientes al
eigenvalor cero. Entonces, de acuerdo con el lema del Teorema 6.4,

(gs;)u2=(youX)uz

es un conjunto linealmente independiente que contiene a n — (r —
— p) = 8 elementos.

La demostracién del Teorema 6.4 muestra que 8 =y U X U Z es
un conjunto linealmente independiente. Considerando este hecho de-
dizcase que B es una base para C't,

Finalmente, demostrar que 8 es una base canénica de Jordan para T
mediante el célculo de [T]g.

9. Demostrar los incisos (a) y (¢) del Teorema 6.1,
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Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito.
Supdngase que X,, As, ..., A; son los eigenvalores distintos de T y que el
mayor bloque de Jordan correspondiente a A; en una forma canénica de
Jordan de T es de tamafo p; x p;. Demostrar que el polinomio minimo
de T es

(= APt — X)) (= M)

FORMA CANONICA DE JORDAN

Para los fines de esta seccién fijaremos un operador lineal T en un espacio
vectorial n-dimensional V tal que el polinomio caracteristico de T se des-
compone en un producto de factores de grado 1. Sean A;, A., ..., Az los
distintos eigenvalores de T.

El Teorema 6.4 asegura la existencia de una base candnica de Jordan
B para T; esto es, J = [T]g es una forma canénica de Jordan para T. Resu-
mamos brevemente los resultados de la Seccion 6.1. Para cada i =1,

2, ... k existe una base B; para K,, tal que B8; es una unién disjunta
de ciclos correspondientes al eigenvalor X; y
k
ﬂ = ¢L=J1 ﬂr-

Sea T, la restriccion de T a Ki,. Entonces A; = [T;]g, es una forma ca-
noénica de Jordan para T, y

J:[T]ﬁ:A1®Az®"'®Ak

es una forma canénica de Jordan para T.

En esta seccién calcularemos las matrices 4; y las bases g; calculan-
do también asi J y B. Mientras se desarrolla un método para encontrar a
J, se harad evidente que en cierto sentido las matrices 4; son unicas. Lo
que queremos decir por “en cierto sentido” se hard mas claro a medida que
avancemos.

Para ayudarnos en la formulacién de un teorema de unicidad para J
adoptaremos la siguiente convencién: La base B; para K,, se ordenard
en adelante de tal modo que los ciclos aparecerdn en orden de longitud
decreciente. Esto es, si 8; es una unioén disjunta de ciclos S,, S., ..., Sk,
y si la longitud del ciclo S, es p;, pondremos indices a los ciclos de modo
que p, > p. > ... > px,. Esta ordenacion de los ciclos determina una or-
denacién para f; y por lo tanto determina a la matriz 4;. Es en este sentido
que la matriz A; es unica. Se deduce entonces que la forma canénica de
Jordan para T es Unica para un ordenamiento de los eigenvalores de T.
Como también veremos, no existe ningin teorema de unicidad comparable
para las bases B8; o para 8. Especificamente, lo que se demostrard es que
el nimero k; de ciclos que forman a 8; y la longitud p;(ji= 1, 2, ..., k;)
de cada ciclo estd completamente determinada por T.

’
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Eiemplo 4. Para ilustrar que la matriz A; queda totalmente determinada
por los nimeros k,, pi, Ds,..., DPr, supdngase que k; = 4 (esto es, exis-
ten cuatro ciclos), p, = 3, p. = 3. p. = 2 y p, = 1. Entonces

A 1 010 0 0 0 0 O
0 4 110 0 0 0 0 o)
0 0 !0 0 0 0 0 O
6'"6“‘6"i‘)l]"'f'"d"i 0 0 0 )
4,=[0 0 0i0 2 10 0o of
0 0 00 0 A1i0 0 O
0 0 0 "‘6"'6"'6"@"/{,."'1' o
0 0 0 00 0:0 410
000 00 O0 0 014
esto es, 4; es una suma directa de la forma J, ®J, D J, D J,.

Como una ayuda para calcular 4; y B; introduciremos un arreglo de
puntos, llamado diagrama de puntos, para ayudarnos a visualizar la for-
ma de la matriz 4; y de la base 8;. Supdngase, como antes, que 8; es una
unién disjunta de ciclos S;, S, ..., S, con longitudes respectivas p, >
> P22 ... 2> pr,. El diagrama de puntos contiene un punto para cada
miembro de B; y se construye de acuerdo con las reglas siguientes.

1. El arreglo consta de k; columnas (una columna para cada ciclo).

2. Contando de izquierda a derecha, la columna j consta de p; pun-
tos que corresponden a los miembros de S; de la siguiente manera:
Si x; es el vector terminal de S; entonces el punto de arriba co-
rresponde a (T — A;1)7'(x;); el segundo punto, a (T — A;1)P2
(x;); etc. Por lo tanto, el punto final (el de mas abajo) de la
columna corresponde a x;.

Asi, el diagrama asociado con B; puede ser descritc como

(T = AD77 ) (T — A7 (xy) - (T — AP (xy)
(T — 4D 2(x) (T — AP %(x,) (T — AP 2(xy)
. (T — AD(xx)
: (T — AD(x3) * Xy
(T — AD(xy) "Xy
o X,

En el diagrama anterior hemos identificado cada punto con el miembro
de B; al que corresponde.



Forma canédnica de Jordan 341

Noétese que el diagrama de puntos para 8; tiene k; columnas (una
para cada ciclo) y p, renglones. Obsérvese también que como p, > p. >
> ... > Dx, las columnas del diagrama de puntos se hacen mas cortas
(o al menos no mas largas) a medida que nos movemos de izquierda a
derecha.

Puede observarse también que si r; es el nimero de puntos en la
columna j del arreglo, entonces r, > r, > ... > r,,. Como la demostra-
cion de este hecho es de naturaleza combinatoria, la dejarem;s para los
ejercicios.

Regresando al Ejemplo 4, donde k;, =4, p, =3, p.=3, pa=2y
p« = 1, vemos que el diagrama de puntos para B; es

Obtendremos un método para calcular el diagrama de puntos para B;
tinicamente en términos de T, por lo que el diagrama de puntos queda deter-
minado en forma tnica por 7. Es importante, sin embargo, entender que
cuando decimos que el diagrama de puntos queda unicamente determinado
por T no estamos haciendo aseveraciones sobre la unicidad de 8;. De he-
cho, como veremos, la base 8; no es tnica. Por la unicidad del diagrama
de puntos entendemos que si B; y B’ son dos bases canénicas de Jor-
dan para K,, entonces los diagramas de puntos para 8; y B’ son idénti-
cos. Luego, si B/ es una unién disjunta de K’ ciclos de longitudes
Py =py =+ =Dk, entonces K. = k. y Py =pi, Py = Pas -+ Py = P

Para establecer este resultado de unicidad, utilizaremos el siguiente he-
cho de caracter combinatorio: Cualquier diagrama de puntos queda comple-
tamente determinado por el nimero de sus renglones y por el nimero de
puntos en cada renglén. (Véase Ejercicio 7.) Asi, si estos numeros pudieran
obtenerse a partir de las propiedades intrinsecas de la transformacién T
(por ejemplo, como los rangos de (T — A;l)/ para distintos valores de j),
se podria construir el diagrama de puntos y se demostraria la unicidad de
dos numeros k;, p,, p,..., pr,. Los resultados siguientes proporcionan el
método deseado para calcular dichos nimeros.

Teorema 6.6. Para cualquier entero positivo r los vectores de la base en B,
que estén asociados con puntos en los primeros r renglones de un diagrama
de puntos para B, forman una base para N((T — X1)*). Por lo tanito, el
nuimero de puntos en los primeros r renglones de un diagrama de punios
para B; es la nulidad de (T — X\1)".

DEMOSTRACION. Los vectores de la base en 3; que estan asociados con
puntos en los primeros r renglones de un diagrama de puntos para (8; son
los primeros r elementos de los ciclos S;(j =1, 2, ..., k;) que forman
a B;. Por lo tanto, estos vectores de la base son elementos de N((T — A;1)7).
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Ademas, estos vectores son linealmente independientes puesto que forman
un subconjunto de B;, de manera que basta con demostrar que estos vecto-
res de la base generan a N((T — A;1)7).

Paracada j(j=1, 2, ..., k;), sea W; = L(S;). Como W, es T-inva-
riante por el Ejercicio 3 de la Seccién 6.1, es también (T — ;1) ’-invarian-
te. Ademas, de acuerdo con el Teorema 5.13, K, =W, ®@W,® --- @ W,
Si x EN((T — Xi1)7), entonces por definicién x €K,,. Luego existen ele-

mentos Unicos w; EW;(j = 1,2, ... ,k;) talesque x = w, + w, + ... +
+ wy,. Por lo tanto
0=(T— Ay )

=T = 4lyw) + @ = Alyw) + --- + (T — A1) (w).
Se tiene que
(T—=xD"(w)) =0 para j=1, 2,..., k;.
Supéngase para cada j que

Sy ={T = AP '(x), (T — A» 2x), ..., (T — A1)(x), x,}.
Entonces como

w;, = ap,—l(T - lll)p'—l(xj) + o+ a(T— AII)(X]) + agx,

Para algunos escalares 15 . .y Ay, Qo

0=(T-— lll)'(w}) =a, , (T — }'ll)h—l(xj) + e 4 a(T = lil)r(xj)'

Dado que S; es linealmente independiente, se tiene que A r1= ... =
= a, = 0. Por lo tanto

wy=a, (T — lt')p’_’(xj) + a, (T — ;Ltl)p'_z(xj)
+ ot a,, (T — AP (x).

Esto es que w; es una combinacién lineal de los vectores de la base en B
que estan asociados con puntos en los primeros r renglones de la colum-
na j de un diagrama de puntos para @;, y entonces x = w, + w, + ... +
+ wy, es una combinacién lineal de miembros de B asociados con puntos
en los primeros r renglones de un diagrama de puntos para B:. Conclui-
mos que estos vectores forman una base para N((T — x1)7).

En el caso en que r = 1, el Teorema 6.6 da origen al corolario si-
guiente.

Corolario. Sea B una base candnica de Jordan para la restriccion de T a Ky,
y supongase que B es la unién disjunta de k; ciclos de eigenvectores gene-
ralizados correspondientes a ;. Entonces la dimension de Ex, es igual a
ki. Por lo tanto, en una forma candnica de Jordan para T, el niimero de
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bloques de Jordan correspondientes al eigenvalor \; es igual a la dimen-
sion de E,,.

Ahora somos capaces de formular un procedimiento para calcular el
diagrama de puntos para 8; directamente a partir de T.

Teorema 6.7. Sea r; el nimero de puntos en el renglon j de un diagrama de
puntos para 3. Entonces
(a) r, =dim(V) — rango(T — \1).
(b) r1; = rango((T — A1)3-') — rango((T — X1)¥) si j> 1.
DEMOSTRACION. De acuerdo con el Teorema 6.6,

r, +r,+ ...+ r; = nulidad ((T — A1) 7)
= dim(V) — rango((T — A;1)7) para cualquier j > 1.
Por lo tanto
r, = dim(V) — rango((T — A;1)?)
y
ri=mTrt oottt
= (dim(V) — rango((T — X1)7)) — (dim(V) — rango((T — A;1)7-1))
= rango((T — A;1)7') — rango((T — A;1)/) para j>1.
Este teorema muestra que un diagrama de puntos para §; estd comple-

tamente determinado por T. Por lo tanto hemos demostrado el siguiente
resultado de unicidad.

Corolario. Para cualquier eigenvalor \; de T el diagrama de puntos para B; es
tinico. Por lo tanto, sujeta a la convencion de que los ciclos se encuentran
en orden de longitud decreciente, la forma canédnica de Jordan de un ope-
rador lineal es vinica hasta el ordenamiento de sus eigenvalores.

Antes de dar algunos ejemplos del uso del Teorema 6.7 definiremos
de la manera evidente la forma canénica de Jordan para una matriz.

Definicién. Sea A una matriz de n X n con elementos de F tal que el polinomio
caracteristico de A (y por lo tanto de L) se descompone en un producto
de factores de grado 1. Entonces la forma canénica de Jordan de A se defi-
ne como la forma candnica de Jordan del operador lineal L, en F».

Obsérvese que si J es la forma canénica de Jordan de una matriz A,
entonces J y 4 son similares. De hecho, si 8 = {z,, 2., ..., Z»} €s una
base canénica de Jordan para L, y Q es la matriz de n x n que tiene a
z; como su columna j, entonces J = Q-'AQ en virtud del Teorema 5.1.
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En los tres ejemplos siguientes calcularemos la forma canénica de Jor-

dan para dos matrices y un operador lineal.
Ejemplo 5. Sea )
2 —1 0 1
0 3 -1
A= 0 .
0 1 1 0
0 —1 0 3

Encontraremos la forma canénica de Jordan de 4 y una base candnica
de Jordan para la transformacién lineal L,. El polinomio caracteristico de
A es

det(A — ) = (t — 2)3(t — 3).

Luego, A tiene dos eigenvalores distintos, A; = 2 y A, = 3 con multiplici-
dades respectivas 3 y 1.

Sea B, una base canénica de Jordan para la restriccion de L, para K,,.
Como A, tiene multiplicidad 3, dim(K,,) = 3 en virtud del Teorema 6.5.
De modo que el diagrama de puntos para 8, contiene tres puntos. Como
antes, sea r; el numero de puntos en el renglén j del diagrama. Aplicando
el Teorema 6.7 tenemos

0 -1 1
ri = 4 — rango(A — 2I) = 4 — rango g :i 8 =4-2=2
o0 -1 0 1

r. = rango(A — 2I) — rango((A4 — 21)2') =2-—-1=1.

(En realidad, en este caso no es necesario calcular a r,. Hubiéramos podido
deducir que r. = 1 del hecho de que r; = 2 y que el diagrama tiene tres
puntos.) Por lo tanto, el diagrama de puntos asociado con 8, es

Asi, si T; es la restriccion de Ly a Ky, (i = 1, 2), debemos tener que
210
A, =[T], =10 2 0].
0 0 2

Como dim(K,,) = 1, cualquier 8. para K,, estard formada de un eigen-
vector Unico que corresponde a A, = 3. Entonces

4. = [T.Jg. = (3).
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Haciendo 8 = B8, U B., tenemos que

J:[LA]ﬁ:Axe‘)Az:

y por lo tanto J es la forma canénica de Jordan para 4.

Busquemos ahora una base canénica de Jordan para T = L4, para lo
cual debemos encontrar primero una base candnica de Jordan B, para T,.
Sabemos de los cilculos anteriores que el diagrama de puntos correspon-
diente a B, debe ser

(T — A:l)(xy) * X2
«X,

De este diagrama vemos que debemos seleccionar a x, tal que x, EN(T —
— M D2) pero que x, €N((T — A,)"). Como

0 —1 01 0 —2 1 1
0 1 —1 0 0
A—2I= 0, (A4 —2D* = 0 .
0 1 -1 0 0 00
0 —1 01 0 —2 11
Se puede ver ahora féacilmente que
1 0 0
0 1 1
o210
0 0 2
es una base para N((T — A,1)?) = Ki,. De estos vectores basicos,
0 0
1 1
21 Y o
0 2

satisfacen la condicién de no pertenecer a N((T — A,1)?). Por lo tanto
podemos seleccionar a x, de manera que sea cualquiera de los dos vecto-
res. Tomaremos

Xy =

0
1
2
0
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Entonces
0 —1 0 I /0 -1
0 1 —1 0}f]1 —
(T— A, D)x) =M = 2D(x,) = = .
D0, ] PO N B I
0 —1 0 1/\0 —1

Ahora simplemente témese a x. como un elemento de Ex, que sea lineal-
mente independiente de

—1

—1
(T — A4,D(x) = 1l
—1
por ejemplo, selecciénese
1
v 0
o
0
Asi, hemos asociado la base canénica de Jordan
—1 0 1
—1 1 0
B=sloif 2] o
-1 0 0

con el diagrama de puntos de la siguiente manera:
{—l 1

—1 0

-1/ o

—1 0

0

1

2
0

Al lector podria preocuparle que no se haya verificado la independen-
cia lineal de 8,. Sin embargo, debe estar seguro de que esta verificacién no
es necesaria en virtud del lema del Teorema 6.4. Dado que se seleccioné
a x. tal que fuera linealmente independiente del vector inicial (T — A,l1) (x,)
del ciclo {(T — X\1)(x,), x,}, se deduce de este lema que B, es lineal-
mente independiente.
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Cualquier eigenvector de L, que corresponda al eigenvalor A, = 3 for-
mara la base deseada B, para K., —por ejemplo,

‘ J

0

ﬂzz 0

1

Asi,
—1 0 1 1
—1 1 0 0
= U =

ﬂ ﬂl ﬁl 1 s 2 ’ 0 s 0
—1 0 0 1

es una base canodnica de Jordan para L,.
Nétese que si

-1 0 1 1
-1 1 00
2={_1 2 0 of
-1 0 0 1
entonces J = 0-1A4Q.
Ejemplo 6. Sea
2 —4 2 2
A= -2 013
-2 =2 3 3
-2 —6 3 7

De nuevo encontraremos una forma canénica de Jordan de J para A4 y
una matriz Q tal que J = Q'4Q.

El polinomio caracteristico de A es det(4 — tI) = (t— 2)2(1 — 4)2
Sean A, = 2, A, = 4 y B. la base canénica de Jordan para T;, la restric-
cién de L, a Ky, parai=1, 2.

Principiamos calculando el diagrama de puntos para B.. Sea r el
nimero de puntos en el primer renglén de este diagrama; entonces r, =
=4 — rango(4 — 2I) =4 — 2=2, de modo que el diagrama de pun-
tos para 8, es

Entonces

A, = [Tls, = (g g)

Calcularemos ahora el diagrama de puntos para .. Como rango(A4 —
— 4I) = 3, existe tnicamente 4 — 3 = 1 punto en el primer renglon del
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diagrama. Como K,, tiene dimensiéon 2 (Teorema 6.5), el diagrama de
puntos para 8, debe ser

[ ]

: )

o= (3 1)

Entonces si 8 = B, U B, la forma canénica de Jordan de L, es

Luego

2000 0
020 0
Fold =gt |
000 4

Con el objeto de encontrar una matriz Q tal que Q*AQ = J, primero
debemos encontrar una base canénica de Jordan g8 para T. El diagrama
de puntos para B, indica que B, se puede escoger como cualquier conjunto
linealmente independiente de eigenvalores de 4 correspondientes a A, = 2.
Por ejemplo,

2 0

1 1
ﬁl - 0 s 2
2 0
sera suficiente. Para B, debemos encontrar un elemento x, € K, =
= N((Ly — A21)?) tal que x;&€N((Ly — A;)?). Una manera para encon-
trar dicho elemento fue utilizada en el Ejemplo 5 para seleccionar al vector

x;. En este ejemplo ilustraremos otro método para obtener tal vector. Un
célculo sencillo muestra que una base para el espacio nulo de L, — Xl es

ol
|

(A4 —4h)(x,) = ok

Sea

V1
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y témese a x, tal que sea la preimagen de
0

1
1
1

Para realizar esta operacién debemos encontrar una solucién a la ecua-
cién matricial

a 0
(A —4I) b = : ;
c 1
d 1
esto es
—2 —4 2 2\/a 0
—2 —4 31 b 1
—2 —2 —1 3fle| |1
-2 —6 3 3/\d 1
Puede verificarse facilmente que
a 1
b —1
c - —1
d 0
es una solucién; de esta manera tenemos
1
—1
Xy = 1 .
0
Entonces
0 1
1 —1
B, ={(L,— A )(xy), X1} = 1 ), 1
1 0
Por lo tanto
2 0 0 1
1 1 1 —1
ﬁ = ﬂl U ﬂz = ol lal 1P =1
2 0 1/ 0

es una base candnica de Jordan para L,.
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Asi, si

N O =N

S N = O

—_— = O
—_

entonces J = Q*A4Q.

Eiemplo 7. Sea V el espacio vectorial de las funciones polinémicas sobre
R en dos variables x e y de grado a lo mas 2. (Una base para V es
a= {1, x, y, x3, y%, xy}.) Considérese el mapeo T: V — V definido por

0
T(f) = — 1.
() axf
Por ejemplo, si f(x, y) = x + 2x2 — 3xy + y, entonces
)
T(f) = —f(x, y) =1+ 4x — 3y.
ox

Encontraremos una base canénica de Jordan para T.
Primero, obsérvese que si A = [T]., entonces

/01 0000
000 200
4= 0 00O0O0 1 .
00 0O0O0OO
00 0O0O0OO
\O 0 0 0 0O
Asi, el polinomio caracteristico de T es
—t 1 0 0 0 O
0O —t 0 2 0 O
det(A — tI) = det 0 0 =0 0 ! =
0O 0 0 -t o0 O
0o 0 0 O —t o
0o o0

0 0 0 —t

Por lo tanto T tiene Unicamente un eigenvalor (A = 0) y Kx = V. Sea B
cualquier base candnica de Jordan para T. Si r; es el nimero de puntos
en el rengldn i del diagrama de puntos para 8 entonces r; = 6 — rango(A4)
(A) =6 —3 =23,
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Como

A=

o O O O © O
o © O o © O
o O o © © O
o O o o onN
c o 0 O o O

o o © o C

0

r. = rango(A) — rango(4*) = 3 — 1 = 2. Entonces dado que r, =3,
r. = 2 y como existen seis puntos en el diagrama, se tiene que r; = 1, por
lo que el diagrama de puntos para 8 €s

Concluimos que la forma canénica de Jordan J de T es

010000
00100 0
y=|0. 00000
000i0 1;0f
000000
000000

Buscaremos ahora una base canénica de Jordan para T. Como la pri-
mera columna del diagrama de puntos para 8 estd formada por tres puntos,
debemos encontrar un vector x, tal que

a'l
'a_x‘;(xl) #0.

Examinando la base « = {1, x, y, x*, %, xy} para K), vemos que x* es un
candidato para x,. Haciendo x, = x? encontramos que

_ 9 ) =
(T— M) (x) = T(x) = z=(n) =2x Y

J2
(T = A)(x) =T (x) = -a—x';(xl) = 2.

De la misma manera, dado que la segunda columna del diagrama de pun-
tos para 8 estd formada por dos puntos, debemos encontrar un vector x.
tal que

0
5‘;()‘2) # 0.
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Examinando a « con I, x y x* no consideradas (porque estan dentro del
subespacio generado por el ciclo {2, 2x, x2}), vemos que podemos escoger
X: = xy. Asi

-~

(T — A (x) = T(x,) = %(xy) =y.

Finalmente, selecciénese x, = y*. Asi habremos identificado la siguiente
base con el diagrama de puntos

.2 oy .yZ
<2x <Xy
.x2

Luego entonces, B = {2, 2x, x%, y, xy, y*} es una base canénica de Jordan
para T.

En los tres ejemplos anteriores aprovechamos nuestro ingenio, asi como
el contexto del problema para encontrar una base canénica de Jordan.
El lector serd capaz de realizar lo mismo en los ejercicios. Tuvimos éxito
en estos casos por el hecho de que las dimensiones de los eigenespacios
considerados eran pequefias. No trataremos, sin embargo, de desarrollar
un algoritmo general para calcular una base canénica de Jordan aun cuan-
do se podria formular uno siguiendo los pasos de la demostracién de la
existencia de tal base (Teorema 6.4).

El siguiente resultado puede ser considerado como un corolario del
Teorema 6.7.

Teorema 6.8. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo tamaro, cada una
con formas canodnicas de Jordan calculadas de acuerdo con las convencio-
nes de esta seccion. Entonces A y B son similares si y solo si tienen la
misma forma candnica de Jordan (hasta una permutacion de sus eigen-
valores).

DEMOSTRACION. Si 4 y B tienen la misma forma canénica de Jordan J,
entonces A y B son ambas similares a J y por lo tanto son similares en-
tre si.

Reciprocamente, supéngase que 4 y B son similares. Entonces 4 y
B deben tener los mismos eigenvalores con las mismas multiplicidades.
Sean J, y J,. respectivamente las formas canénicas de Jordan de 4 y B
para algin orden fijo de sus eigenvalores. Entonces como A4 es similar a
Ji.y B es similar a J,, la hipétesis implica que J, y J, son similares.
Por lo tanto, de acuerdo con el Ejercicio 19 de la Seccién 5.1, existe un
operador lineal T en un espacio vectorial dimensionalmente finito V, asi
como bases 8y y para V tales que [T]z =J, y [T)}, = J,. Entonces J,
y J» son formas canénicas de Jordan para el mismo operador lineal. Por
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lo tanto, como los eigenvalores de 4 y B estin ordenados en la misma
forma, el corolario al Teorema 6.7 implica que J, = J,. W

Determinaremos cuales de las siguientes matrices son simi-
-3 3 =2 01 -1
A=\|-—-7 6 —3]), B=|—-4 4 -2,
1 -1 2 -2 1 1
0 -1 -1 01 2
c={-3 -1 =2), y D={0 1 1]}
7 5 6 0 0 2

Obsérvese que 4, B y C tienen el mismo polinomio caracteristico — (z—
— 1)(¢ — 2)?, mientras que D tiene a —1(f — 1)(z — 2) como polinomio
caracteristico. Entonces, como matrices similares tienen los mismos poli-
nomios caracteristicos, D no puede ser semejante a A, B o C. Ahora bien,
cada una de las matrices A4, B y C tiene los mismos eigenvalores A, = 1
y A. = 2 con multiplicidades respectivas de 1 y 2. Si J4, Jp y J¢ son res-
pectivamente las formas candnicas de Jordan de 4, By C, con respecto
a este orden de sus eigenvalores, entonces

1 0 1 00 1 00
J.=10 2 1], J,={0 2 0]), v Jo=|0 2 1).
6 0 2 0 0 2 6 0 2
A

Ejemplo 8.
lares.

[

Como J, = J., A es similar a C, mientras que B no es similar ni a 4

ni a C.

El lector deberia observar que cualquier matriz diagonal es una forma
candnica de Jordan, de manera que T es diagonalizable si y solo si su
forma canénica de Jordan es una matriz diagonal. Por lo tanto, si T es
un operador diagonalizable en V, cualquier base candnica de Jordan para
T es una base para V formada por eigenvectores de T.

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) La forma canénica de Jordan de una matriz diagonal es la matriz
misma.

(b) Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente fi-
nito V que tiene una forma canénica de Jordan J. Si B es cualquier
base para V, entonces la forma canénica de Jordan para [T]g es J.

(c) Operadores lineales con el mismo polinomio caracteristico son simi-
lares.
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(d) Matrices con la misma forma canénica de Jordan son similares.

(e) Toda matriz es similar a su forma canénica de Jordan.

(f) Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente fi-
nito con polinomio caracteristico (—1)"(¢ — A)". T tiene una forma
candnica de Jordan Unica, sujeto a la convencién de que los bloques
de Jordan estén ordenados por tamafios decrecientes.

(g) Si un operador tiene una forma canénica de Jordan, entonces existe
una base canénica de Jordan unica para ese operador.

(h) El diagrama de puntos de cualquier operador lineal que tenga una
forma canénica de Jordan es unico.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
tal que el polinomio caracteristico de T se descompone en un producto de
factores de grado 1. Sean A, =2, A, =4 y Ay, = —3 los distintos eigen-
valores de Ty supéngase que los diagramas de puntos para la restriccién de
T—xla Ky, (i =1, 2, 3) son los siguientes:

Encontrar la forma canénica de Jordan de T.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
tal que la forma canénica de Jordan de T es

2 1.0/00 00
02100 00
002{00 00
0002 1:00
000i02{00
000 00:30
0000003

(a) Encontrar el polinomio caracteristico de T.
(b) Encontrar €l diagrama de puntos correspondiente a cada eigenvalor

de T.
(c) ¢Para cudles eigenvalores A;, si es que hay alguno, se tiene que
Ex, = Ki,?

(d) Para cada eigenvalor A; encontrar el entero positivo mds pequefio p;
para el cual Ky, = N((T — x;1)#).
(e) SeaU; larestriccion de T — A;l a Ky, para cada i. Calcular para cada i:
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(i) rango(U;)
(i) rango(U?)
(iii) nulidad(U;)
(iv) nulidad(Uﬁ)

4. Para cada una de las siguientes matrices A, encontrar una forma candnica
de Jordan J y una matriz Q tal que J = Q-'4Q.

(a) -3 3 -2 (b) 01 —1
A=[-7 6 -3 A=[—-4 4 —2
S -2 1 1
© B C) 0 -3 12
A=[-3 -1 =2 PR I B
7 5 6 ~2 1 —1 2
-2 =3 1 4

Nétese que las matrices de los incisos (a), (b) y (c) son matrices utili-
zadas en el Ejemplo 8.

5. Sea A una matriz de n X n cuyo polinomio caracteristico se descompone en
un producto de factores de grado 1. Demostrar que 4 y A* tienen la mis-
ma forma canénica de Jordan y concluir que 4 y A* son similares. Suge-
rencia: Para cualquier eigenvalor A de A y A y cualquier entero positivo
r, demostrar que rango((A4 — Al)") = rango((A! — Al)").

6. Sea V el espacio vectorial de las funciones que son combinaciones lineales
de e, xe’, x*¢" y e. Definase T: V — V mediante T(f) = ' (la derivada de
f). Encontrar una forma canénica de Jordan asi como una base candnica
de Jordan para T.

7. Supéngase que un arreglo de puntos (tales como un diagrama de puntos)
tiene k columnas y m renglones y que la columna i del arreglo contiene p;
puntos y el renglon i del arreglo contiene r; puntos. Si p, > p, > ... > ps,
demostrar las siguientes proposiciones:

(a) m=p,yk=r,.

(b) pi=max{j: r;>1i} para 1 <i<k y r; =max{j: p; > i} para
1 <i < m. Sugerencia: Utilizar induccién sobre m.

c) n>rn>...2> "I

(d) Concluyase que el nimero de puntos en cada columna de un dia-
grama de puntos queda completamente determinado si se conoce el
nimero de puntos en cada renglén.

Definicién. Un operador lineal T en V se llama nilpotente si T°P = T, para algiin
entero positivo p.



356

10.

Formas canénicas

Demostrar que si T es un operador nilpotente en un espacio vectorial n-di-
mensional V, entonces el polinomio caracteristico de T es (—1)"#*. Por lo
tanto, el polinomio caracteristico de T se descompone en un producto de
factores de grado 1 y T tiene tnicamente un eigenvalor (cero) de multipli-
cidad n. Sugerencia: Utilizar induccién sobre n. En el paso general, supon-
gase que la conclusién es verdadera para todos los espacios vectoriales de
dimensién menor que n y siganse los pasos siguientes.

(a) Demostrar que T tiene al menos un eigenvector correspondiente a
A= 0. Luego dim(R(T)) < dim(V) = n.

(b) Aplicar la hipétesis de induccién al subespacio T-invariante R(T).

(¢) Extiéndase una base {x,, X, .., xx} para R(T) hasta una base g =
= {Xy, X2y - -+ 5 Xk Xka1, . - - , Xn} para V.

(d) Demostrar que
(B, B.
[T]B - (0 0!) ’

donde O y O’ son, respectivamente, matrices nulas de (n — k) x k
y (n—k) x (n— k).
(e¢) Dedizcase que det(T — 7)) = (—1)"r".

Demostrar la reciproca del Ejercicio 8: Si T es un operador lineal en V
que tenga a (—1)"", como polinomio caracteristico, entonces T es nil-
potente.

Dar un ejemplo de un operador lineal T tal que T no sea nilpotente pero
que el cero sea el tnico eigenvalor de T. Caracterizar a todas estas trans-
formaciones.

Definicién. Una matriz A de n x n se llama nilpotente si A® es igual a la matriz

11.

12,

13.

cero de n X n para.algiin entero positivo p.

Sea A €M,..(F). Demostrar que A7 = O, donde O es la matriz nula de
nxn siy sélosi (L,)” =T, Concliyase que A es nilpotente si y sélo
si L, es nilpotente.

Demostrar que cualquier matriz triangular cuadrada con todos los elemen-
tos de la diagonal iguales a cero es nilpotente.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
tal que el polinomio caracteristico de T se descomponga en un producto de
factores de grado 1. Sean Ay, X, ..., Ay los distintos eigenvalores de T.
Como V=K, ®K,® -+ DK, podemos definir un mapeo U: V—>V
de la siguiente manera: Para x €V, donde x = x, +x,+ ...+ x; con
Xx; €Ky, definase

Ux) = (T—A0D () + (T— D) + o0+ (T = D ().
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Demostrar que

(a) U es un operador lineal.
(b) U es nilpotente.
(c) UT=TuU.

Sean Ty U como en el Ejercicio 13. Supdngase que B3; es una base canénica
de Jordan de la restriccion de T a Ki,, y sea J; la forma canénica e
Jordan para esta restriccién. Entonces 8 = 8, U 8. U ... U B es una base
canénica de Jordan para T. Sean J = [T]g y S = T — U. Demostrar los si-
guientes incisos:

(a) [Sls es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son idén-
ticos a los elementos de la diagonal de J; esto es, si D = [S]g, entonces
_ Ji,' si = ]
DU - .
0 en cualquier otro caso.
(b) Si M = [U]g, entonces

Y 0 en cualquier otro caso.
(¢c) J=D+M.
(d) MD = DM.
(e) Como consecuencia de los incisos (c) y (d) existe una expansién bino-
mial para J. Sea p el entero positivo mas pequefio para el cual M?
es igual a la matriz nula. Entonces

J'= D+ DM + —__-'(’2_, Dprame 4.+

+ rDM™t + M" si r<p,
y
J =D+ DM + ___'('2_, Dprome + ...+

!
" r!
(r—p+ Dl(p— 1)
(f) Si T =1, entonces existe una matriz Q tal que A = QJO.
(g) Para la matriz anterior Q y para cualquier entero positivo r, A" =

— Q]rQ—l.

DM sir>p.

Sea T un operador lineal nilpotente en un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito V. Recuérdese del Ejercicio 8 que A = 0 es el tnico eigenvalor
de T; por lo tanto V = K). Sea 8 una base canénica de Jordan para T.
Demostrar que para cualquier entero positivo i, si suprimimos de 8 los vec-
tores correspondientes a los ultimos / puntos en cada columna de un
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diagrama de puntos para g, el conjunto resultante es una base para R(T*).
(Si una columna del diagrama de puntos contiene menos de i puntos, todos
los vectores asociados con esa columna serdn eliminados de 8.)

Encontrar un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente fi-
nito que tenga dos bases candnicas de Jordan distintas.

Sea T un operador lineal y sea X un eigenvalor de T.

(a)
(b)

(a)

(b)

Demostrar que dim(K)) es la suma de las longitudes de todos los
bloques correspondientes a A en la forma canénica de Jordan de T.
Deducir que Ex = K, si y sélo si todos los bloques de Jordan corres-
pondientes a A son de 1 x 1.

Sea J el bloque de Jordan correspondiente al eigenvalor A de una ma-
triz; entonces

A1 0 -+ 0

o121 --- 0

0041 --- 0
J =

000 -1

000 --- 4

Supéngase que J es de m x m y sea N = J — Al,,. Demostrar que
N™ es la matriz nula.
Obsérvese, como en el Ejercicio 14, que para cualquier r > m

Jr= My + ;AN + ____—’(’2_' Doyvene 40 4
+ rir—1) ... (r—m-+2) g
(m— 1)!
r r—1 r(r—]) r-2 . r(r_ ])(r_m+2) r-m+
a1y T qromes
r r-1 . r(r— l)(r——m"F 3) r-m+2
0 1 r )] A
0 0 0 e Ar

Demostrar que existe lim J” si y sélo si una de las siguientes condi-
ciones se cumple: r

i) |Irl<l
(1)) A=1ym=1.
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Ademas, demostrar que lim J* es la matriz nula si se cumple (i) y
que es la matriz (I) si se cumple (i1).

(c) Demostrar el Teorema 5.16.

Para cualquier 4 €M, (C) definase || A || = max{| 4;; [: 1 <i, j<n}.
Demostrar los siguientes resultados para cualesquiera 4, B¢ My (C) ¥
c€eC.

(a) ||A![>0y]||A] =0siysblosiA esla matriz nula.
(b) fledl[=|c|[[A].

() |A+B[<[lAl+][B]

(d) j|4aB[[<n|A]-[[B]

Sean 4 € M,..(R) una matriz de transicion y P"'"AP = J la forma candnica
de Jordan de A4. Sea || || como se definié en el Ejercicio 19.

(a) Demostrar que para todo entero positivo m, || A™ || < 1.

(b) Deducir que {||J"|]: m=1,2,...} estd acotada.

(c) Utilizando el inciso (b) anterior y el Ejercicio 18(b), demostrar que
cada bloque de Jordan correspondiente al eigenvalor A =1 de A
es de 1 x 1.

(d) Utilizando el inciso (c), el Teorema 5.16 y el Ejercicio 18(b), demos-
trar que lim A™ existe si y sOlo si A tiene la propiedad de que

mo%

siempre que A sea un eigenvalor de 4 con | A | = 1, entonces A = 1.
(e) Demostrar el Teorema 5.23(a) utilizando al inciso (c) y el Teore-
ma 5.22.

(Este ejercicio requiere de conocimientos acerca de series absolutamente
convergentes.) Recuérdese de la p. 297 que si 4 € M,,,(C), entonces et
se define como lim B,,, donde

A‘.Z m
B,=1+A4+—+ ... +—4——.
2! m!
Utilizar el Ejercicio 19(d) para demostrar que e'! existe para cada
AEM,,(C).

FORMA CANONICA RACIONAL

A lo largo de los Capitulos 5 y 6 hemos estado utilizando los eigenvalores
y los eigenvectores en nuestro andlisis sobre operadores lineales en un
espacio vectorial dimensionalmente infinito y, como hemos visto, son
herramientas ltiles siempre y cuando el polinomio caracteristico del ope-
rador lineal se descomponga en un producto de factores de grado 1. Exis-



360

Formas canénicas

ten, sin embargo, operadores lineales donde éste no es el caso. En efecto,
existen operadores lineales sin eigenvalores. Lo que debe hacerse en estos
casos es generalizar los conceptos de eigenvalor y de eigenvector con el
objeto de obtener teoremas estructurales para reemplazar a los que encon-
tramos en las secciones anteriores.

Dado un operador lineal T en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V con un polinomio caracteristico f(¢), podemos siempre descompo-
ner a f(¢) de manera tinica como un producto de potencias de distintos
polinomios ménicos irreducibles multiplicados por (—1)", donde n =
= dim(V). Entonces

(D) = (= D™D (p2())™ ... (u())™,

donde ¢;(7) es un polinomio ménico irreducible de grado positivo, n; es
un entero positivo (i =1, 2, ..., k) y ¢:i(?) = ¢;(¢) para i #%j. Esto
se obtiene directamente del teorema de factorizacién unica del Apéndice E.
En caso de que f(¢) se descomponga en un producto de factores de grado
1, ¢:(¢) = t — A; para algln eigenvalor A;(i = 1, 2,..., k). En este caso
existe una correspondencia uno-a-uno entre el conjunto de los distintos
eigenvalores y el conjunto de los distintos factores ménicos irreducibles
del polinomio caracteristico. En el caso general pueden no existir eigen-
valores, pero los factores moénicos irreducibles siempre existen. Por esto,
es razonable buscar teoremas estructurales basados en los factores ménicos
irreducibles del polinomio caracteristico en vez de en los eigenvalores y
los eigenvectores.

En esta seccién consideraremos algunos teoremas estructurales que per-
tenezcan a esta situacién mas general. Para cualquier operador lineal T
en un espacio vectorial dimensionalmente finito V, veremos que V puede
descomponerse como una suma directa de subespacios T-ciclicos. Ademas,
imponiendo ciertos requerimientos adicionales que relacionen a los sub-
espacios T-ciclicos en la suma con los factores moénicos irreducibles del
polinomio caracteristico de T, obtendremos un teorema de unicidad que
involucra a algunas propiedades de estos subespacios T-ciclicos. Consecuen-
temente, serd posible escoger una base 8 para V con el objeto de obtener
una matriz [T]g que sea Unica para T de la misma manera en que la forma
canénica de Jordan de un operador es unica para ese operador. Esta
matriz serd denominada “forma canénica racional” de T. Esta forma
podra utilizarse en lugar de la forma canénica de Jordan en caso de que
el polinomio caracteristico de T no se descomponga en un producto de
factores de grado 1.

En este punto, seria de mucha ayuda para el lector repasar las defini-
ciones y las técnicas utilizadas en las Secciones 5.4 y 5.5. En particular, el
lector deberia estudiar los subespacios ciclicos y las matrices compaferas
y observar la relacién existente entre ellos. Esta relacién es tan importante
para nuestro desarrollo que deseamos recalcarla en este momento: Dado
un operador lineal T en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
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y un vector no nulo x €V, supbngase que el subespacio T-ciclico de V
generado por x, C, tiene dimensién d > 0. Se tiene de la Seccion 5.4

que B = {x, T(x), ..., T%'(x)} es una base ordenada para C, Luego
T?(x) es una combinacién de B, digamos

THx) = —awx — a,T(x) — ... — @, T4 (x)
para escalares Unicos —ao, —a, ..., —as:. (Hemos utilizado —a; en

vez de a; por conveniencia en la notacién.) Como C, es un subespacic
T-invariante de V, podemos considerar la restriccién de T a C,, Tc,. Como
ya hemos visto,

00 0 —a,

1 0 0 —a

0 1 0 —a
[TC,]p - :

o0 -+ 1 —a,

Esta matriz tiene el polinomio caracteristico
f(1) = (—Day + art + ... + ag. 7 + 19)

y se denomina matriz comparnera de f(t). Como consecuencia del Teore-
ma 5.32, el polinomio

p(t) =ay +ait+ ...+ a2

es €l polinomio minimo de T.,. Ademds, de acuerdo con el Ejercicio 14
de la Seccién 5.6, el polinomio p(t) es el T-aniquilador de x. (A propési-
to, es esencial para el lector realizar los Ejercicios 13 y 14 de la Seccion
5.6 porque serdn necesarios para establecer algunos de los resultados de
esta seccion.)

Considérese de nuevo el operador lineal anterior T. Supdngase que V
se descompone en una suma directa de subespacios T-ciclicos

V:Cxl@cm@”'eacn

para algunos vectores no nulos x,, Xx., ..., X en V, donde dim(C,,) = d;

paracadai. Si 8 = {x;, T(x;), ..., T (x)}yyRP=B U B U ... UB;
entonces 8 es una base para V y

(Tl = [T, )o @ [T, Js @ - - DTl

en virtud del Teorema 5.26. Noétese que [T]s es una suma directa’ de
matrices compaferas. Podemos resumir lo anterior de la manera siguiente.

Teorema 6.9. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmen-
te finito V. Si V se puede descomponer como una suma directa de subes-
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pacios T-ciclicos, entonces existe una base B para V tal que [T); es una
suma directa de matrices compaiieras.

Como enunciamos anteriormente, el objeto de esta seccién es demos-
trar que siempre se puede descomponer a V en una suma directa de sub-
espacios T-ciclicos. Ademas, se demostrard que siempre es posible escoger
cada subespacio T-ciclico C, tal que el aniquilador de x sea de la forma
(¢(1))™, donde ¢(¢) es un factor ménico irreducible del polinomio carac-
teristico de T 'y m es un entero positivo. La ventaja de esta descomposicion
es que la matriz correspondiente a una base seleccionada tal como en el
Teorema 6.9 es esencialmente unica (sujeta a ciertas convenciones que
implican el orden de los subespacios ciclicos).

La exposicién anterior nos conduce a la definicion siguiente.

Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V' y sea B una base ordenada para V. La matriz [Tlg se llamard forma
canédnica racional de T si

[T]ﬂ:CI®C2®"'®Cka

donde cada C, es la matriz companera de un polinomio de la forma
(=)™ (p(t))™, $(t) es un factor monico irreducible del polinomio carac-
teristico de T, d es el grado de ¢(t) y m es un entero positivo.

El siguiente resultado es simplemente otra forma de enunciar el Teore-
ma 6.9 con la terminologia anterior.

Corolario. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V. Si V puede descomponerse como una suma directa de subespacios
T-ciclicos

V=C,®C,® - DC,

tales que para cada i, X, tiene un aniquilador (¢;(t) )™, donde o (t) es
un factor monico irreducible del polinomio caracteristico de T y m; es un
entero positivo, entonces T tiene una forma candnica racional.

En el Teorema 6.5 vimos que si el polinomio caracteristico de un
operador lineal T en un espacio vectorial dimensionalmente finito V se
descompone en un producto de factores de grado 1, entonces

V:le@Kh@”'@KMN

donde A,, A, ..., A; son los distintos eigenvalores de T. Nuestro siguiente
resultado serd semejante al del Teorema 6.5 en el caso de que el polinomio
caracteristico de T no se descomponga en factores de grado 1. Primero,
sin embargo, introduciremos el andlogo de los eigenespacios generaliza-
dos de T.
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Definicién. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V con polinomio caracleristico

f(1) = (= 1)" (g (1)) (o))" ... (S (1)),
donde ¢.(t), ¢:(1), ..., ¢, (1) son distintos polinomios monicos irredu-
cibles y n, n,, n,, ..., N, son enteros positivos. Paracadai= 1,2, ...,T1,

definase
Ko, = N((¢:i(T))").

Obsérvese que para cualquier polinomio g(¢), T conmuta con g(T).
Por lo tanto, cada K4 es T-invariante. Ademas, si p(1) es el polinomio
minimo de T, entonces de acuerdo con el Teorema 5.29

p(1) = (¢ (1))™ (o))" ... ($,(1))™"

para algunos enteros m; tales que 0 < m; < n; para 1 <i < r. Veremos
mas adelante que, de hecho, m; > 1 para cada i.

Teorema 6.10. (Teorema de la descomposicion primaria.) Sea T un operador
lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito NV con un polinomio
minimo p(t) = (¢, ())™ ... ($. ()™, donde ¢,(t), ..., ¢.(t) son los

distintos factores monicos irreducibles de p(t). Entonces

(a) V=K4 P ... DKy,
(b) Para 1 <i<r el polinomio minimo de la restriccion de T a
Ko, es (¢i(1))™.

DEMOSTRACION. La demostracién la haremos por induccién sobre r. Si
r = 1, la conclusién es inmediata. Asi, supéngase que el teorema ha sido
demostrado para operadores con polinomios minimos que tienen r — 1
distintos factores ménicos irreducibles para algun entero r > 1.

Sean g(1) = (¢ ())™ y h(1) = (D)™ ... (P, (1)) Entonces
g(1) y h(t) son primos relativos. Demostraremos que vV =W, P W., don-
de W, = N(g(T)) y W. = N(h(T)). Como g(1) y h(1) son primos rela-
tivos existen polinomios q(7) y r(1) tales que gq(r)g(1) + r(t)h(t) =1
donde 1 es el polinomio constante. (Véase Apéndice E.) Al sustituir T
en la ecuacidén se tiene

g(TYh(T) + r(T)g(T) = L (4)
Entonces v = q(T)h(T)(v) + r(T)g(T)(v) para cada veV. Pero
2(Mg(MAT)(@) = g(MAME(M(@) = g(Mp(M)(w) = ¢(MT,(v) = 0;

esto es, q(TYA(T)(v) €W,. Del mismo modo, r(T)g(T)(v) € W.. Luego
V = W, + W.. Finalmente, si w €W, N W., entonces por la ecuacion (4)

w=l(w) = g(A(T)(w) + r(Tg(T)(w) = 0 + 0 =0;
y asi V= W, HW..
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Obsérvese que como T conmuta con g(T) y A(T), W, y W, son T-inva-
riantes. Sean p, (1) y p.(t) los polinomios minimos de T, y T,, las restric-
cionesde T a W, y W,, respectivamente. Ahora demostraremos que p, (1) =
= g(t) y p.(1) = h(1). Las definiciones de W, y W. muestran que g(T,)
y h(T.) son ambos operadores nulos. Entonces

p.(t) divide a g(¢) 'y p.(t) divide a h(1). (5)

Entonces p, (1) p.(t) divide a g(1)h(?) = p(t). Pero para cualquier v€V,
v = w, + w, para algunos w, €W, y w. € W,. Por lo tanto

Pi(Mp2(T)(@) = po(Tp(M)(wy) + pi(Tpo(T)w,) =0 + 0 = 0.

Luego p(1), el polinomio minimo de T, también divide a p,(7)p.(1). Como
p(1), p:(1) y p.(t) son todos ménicos, se tiene que p(7) = p,(1)p.(1).
Finalmente la ecuacion g(#)h(t) = p,(¢)p.(1), la ecuacién (5) y el hecho
de que los cuatro polinomios sean ménicos implica que p,(1) = g(¢) y
p(1) = h(1).

Aplicando la hipdtesis de induccién a T. y W, tenemos que

W, =K, @ --- @K, donde K = N(($(T;)™),

y que (¢;(7))™ es el polinomio minimo de la restriccion de T, a K4,. Pero
como N((¢;(T))™) C W,, se tiene que

Ko = N(@T)™) = N($(T))™) = Kj, para i =2, ..., r.

Ademas, la restriccion de T a Ky, es la misma que la restricciéon de T,
a Ky (i=2,...,r),y en consecuencia (¢;(f))™ es el polinomio minimo
de la restriccion de T a Ky,. Luego entonces, como

V:W1®W2:K¢|@K,2®”’@Kfﬁr:Km@K&ﬁz@”.@K%s

la demostracién estd completa. [l

Principiaremos ahora el proceso de demostrar que todo operador li-
neal T en un espacio vectorial dimensionalmente finito V tiene, sujeto a
ciertas convenciones, una forma canénica racional Wunica. Principiaremos
con el caso especial en que el polinomio caracteristico de T sea de Ia
forma =+ (¢(7))", donde ¢(7) es irreducible y n es un entero positivo.
En este caso el polinomio minimo de T es de la forma (¢(r) )™ para algin
entero positivo m < n y podemos demostrar que V puede descomponerse
en una suma directa de subespacios T-ciclicos.

Teorema 6.11. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-

mente finito V con polinomio minimo p(t) = (¢(t))", donde ¢(t) es un
polinomio monico irreducible y m es un entero positivo. Entonces existen
vectores no nulos X,, X., ..., X, en V y enteros positivos n,, n., ..., n,
con n; < m para cada i tales que
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(@) V=C,PC,P - ---PC,, donde C,, es el subespacio T-ci-
clico generado por Xx;.
(b) (¢(t))" es el T-aniquilador de x; parai=1,2,..., k.

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién sobre la dimen-
sion de V. Si dim(V) = 1, el resultado es trivial. Supdngase entonces que
el teorema se cumple para todos los espacios vectoriales de dimension
menor que n, donde » > 1 es un entero, y sea dim(V) = n.

Como el polinomio minimo de T es p(r) = (¢(2))™, existe un vector
no nulo x; en V tal que (¢(T))™'(x,) ~0. Y asi el T-aniquilador de
x; es p(t). Sea W = C,, y recuérdese que W es T-invariante. Sea

T: V/W—> V/W

el operador lineal inducido por T en el espacio cociente V/W. (Véase Ejer-
cicio 13 de la Seccién 5.4.) Se puede ver facilmente que para cualquier
polinomio g(t¢) el operador inducido por g(T) en V/W es g(T). Por lo
tanto, si g(T) = T,, entonces g(T) = T,. Asi el polinomio minimo de T
divide a p(1) y por lo tanto la hipétesis de induccién se aplica a Ty a
V/W. En consecuencia existen subespacios T-ciclicos C., ..., C; de V/W
tales que

VIW=C.P ... HGC

y tales que para 2 < i < k el T-aniquilador del generador de C; es (4 (1) )™
para alglin entero positivo n; < m.

Demostraremos que para 2 < i < k existe un vector x; en ¢l generador
de C; tal que el T-aniquilador de x; es (¢(£))". Sea y un elemento del
generador de C;; entonces (¢(T))"(y) € W = C,,. Luego entonces existe
un polinomio A(?) tal que

(¢(M)H™(y) = h(T) (x). (6)

Por el hecho de que ($(z))™ es el polinomio minimo de T, se tiene de la
ecuacién (6) que

= (¢(T))™(y) = ($(T))"™"h(T) (x,).

Ahora bien, (¢(7))™ es el T-aniquilador de x,. Por lo tanto (¢(f))™ divi-
de a (¢(r))™™h(t) y en consecuencia (¢(r))" divide a h(t). Entonces
(¢(2))"q(t) = h(r) para algin polinomio ¢(t). Definase a x; =y —
— q(T)(x,). Entonces y — x; = q(T)(x,) €C,, = W, y asi tenemos que
x; se encuentra en el generador de C;. Se tiene de aqui que el T-aniqui-
lador del generador de C; divide al T-aniquilador de x;. Pero también,
por la ecuacién (6),

(M) (x;) = (p(T))"(y — q(T)(x,))
= (¢(T)"(y) — h(T)(x,) = 0.

Luego el T-aniquilador de x; es igual a (¢(1))™.
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Si el grado de ¢(r) es d, entonces (¢(7))" tiene grado dn;. Luego,

como (¢(f))" es tanto el T-aniquilador de x; como el T-aniquilador del
generador de C;, el Teorema 5.27 y el Ejercicio 14 de la Secciéon 5.6 mues-
tran que

B,‘ - {X;, T(X;), ey T"""‘(x,»)}

Y = {x; + W, T(xi +W),..., Td"ﬁl(xi + W)}

son, respectivamente, bases para C, y C;,. Pero como V/W=C. P ...

... ®C, y: U'... Uy es una base para V/W. Se tiene entonces que
B8, UB.U ... U B es una base para V. Por lo tanto V= C, @ C,, D
b...0C,. 1

El resultado siguiente se obtiene de manera inmediata a partir del
teorema anterior y del corolario al Teorema 6.9.

Corolario 1. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito. Si el polinomio caracteristico o minimo de T es de la forma (¢ (1))
para algun polinomio ménico irreducible ¢ (t) y para algiin entero positivo
m, entonces T tiene una forma candnica racional.

Corolario 2. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V con polinomio caracteristico

f(1) = (=1)"(¢: (1)) (u(t)) ... (Pu(1))™,

donde ¢,(t), ¢.(t), ..., ¢u(t) son los distintos factores monicos irredu-
cibles de f(t). Entonces, para cada i, ($;(t) )" es el polinomio caracteris-
tico de T,, la restriccion de T a K¢,. Por lo tanto, para cada i, Ky, es
no nulo y ¢,(t) es un factor del polinomio minimo de T.

DEMOSTRACION. Renumerando a ¢,(1), ¢.(¢), ..., ¢x(#) si fuera nece-
sario, podemos suponer que el polinomio minimo de T es

p(1) = (¢:(1))™ (g (1)) ... (P (1)),
donde r < ky 1 <m; <n;paracadai= 1,2, ..., r. Sea f (1) el poli-

nomio caracteristico de T;,. Como de acuerdo con el teorema de descompo-
sicion primaria V == K, @ K,,® --- @ K,, , entonces por el Teorema 5.25
se tiene que f(¢) = fi()f.(1) ... f.(1).

Considérese cualquier i, 1 <i < r, y sea d el grado de ¢;(r). Como
el polinomio minimo de T; es (¢;(f))™ en virtud del teorema de descom-
posicién primaria, podemos concluir a partir del Corolario 1 del Teorema
6.11 que existe una base B8 para Ky tal que

[Ti]ﬂ:CI@C2®“'®Cn
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donde C; es la matriz compaiera de (—1)"“(¢,(f))? para algunos ente-
ros positivos q,. ., ..., q.. Luego, si dr = q, + ¢. + ... + (.. tenemos
que

f{t) = det(C, — tI)-det(C, — tI). .- -det(C, — 1]) = (— D)3 (e))*.
Entonces

) = £, f2(0) - 1) = €@, () (@) -+ - (S ()™,

donde € = 1. Por lo tanto. el teorema de factorizacién unica implica
que r=k y d;, = n; para toda i. En particular. fi(£) = =($:(1))",
Ko, # {0} v ¢:(1) es un factor del polinomio minimo de T para i = |,

2,....k B

Continuando con el caso especial en que el polinomio minimo de T
tiene la forma (¢$(¢))" para algunos polinomios monicos irreducibles ¢(¢)
de grado d, formularemos ahora un teorema de unicidad para la forma
candnica racional de T. Con el objeto de formular este resultado adopta-
remos de aqui en adelante la convencidn de que los vectores x,, X, ... .. v
del Teorema 6.11 tendran siempre sus indices de tal modo que n, > n. >
> ... > n, Sujetos a esta convencién, demostraremos que los enteros
n,, M., ..., n, son unicos. De hecho, proporcionaremos un método para
calcular estos enteros. En este momento el lector debera observar que la
unicidad de los enteros n,, n., ..., n, implicard la unicidad de la forma
canénica racional de T. De hecho, se tiene que la forma canonica racio-
nal de T es

C1®C2®“'®Ck,

donde C; es la matriz companera de (— 1) ($(£))".

Para ayudarnos en el calculo de los enteros ny, n., ..., m; en el Teo-
rema 6.11 (y por lo tanto, estableciendo su unicidad), introduciremos un
nuevo diagrama de puntos correspondiente a la descomposicion de V como
una suma directa de subespacios ciclicos. A diferencia de los diagramas
de puntos de la Seccion 6.2, los diagramas que ahora consideraremos no
corresponden a las bases para V. Sea T un operador lineal en un espacio
vectorial dimensionalmente finito V que tiene a (¢(f))™ como polinomio
minimo para algin polinomio moénico irreducible ¢(¢) y algin entero
positivo m. Supdngase también, al igual que en el Teorema 6.11. que

=C,, P ... PC. para algunos vectores no nulos x,, x....., x, en V
y que, para cada i, x; tiene al aniquilador (¢(r))" para algun entero
positivo n;. Consideremos que los indices de las x; son tales que n, > n. >
> ... > n,. El diagrama de puntos asociado con la descomposicion ante-
rior se define como el arreglo de puntos que consta de k columnas con n,
puntos en la columna / y ordenadas de manera que la columna i principie
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en la parte superior y termine después de n; puntos. Luego, si k = 3.
n, =4, n,=2yn, = 2, el diagrama de puntos se veria como

Si definimos a r; como el nimero de puntos en el renglén i del diagrama
de puntos, vemos que los nimeros r; quedan determinados por la férmula
dada en el Ejercicio 7 de la Seccién 6.2. Ademas, el conocimiento de
los nimeros r; para toda i nos permite calcular los enteros ny, N, ..., n.

El siguiente teorema nos dice que los r; pueden expresarse en términos
de los rangos de algunos operadores, de donde se deduce que los n; son
Unicos y por ello el Teorema proporciona un algoritmo para calcularlas.

Teorema 6.12. Sean T y r; como anteriormente. Entonces

r= L ldimi(V) — rango((T))]
-\'
1
rp = g lrango((¢(T)) 1) ~ rango(($(T))")]  para i > I,

donde d es el grado de ¢(t).

DEMOSTRACION. A continuacién se da un bosquejo de la demostracion;
el lector debera justificar cada paso.

Podemos establecer ambas situaciones simultineamente adoptando Ia
convencién de que

(p(T)) =1 si i = 0.
Entonces para cualquier i > 0
RBM)) = Coanizo D Ciomicen @ + -+ @ Campicans
y por lo tanto (aplicando el Ejercicio 14 de la Seccidn 5.6 a "-i(e))

dim(R((¢(7))")) = Zd(n; — i).
Asi para i > I, por el Ejercicio 7 de la Seccion 6.2,
rango((¢(T))"") — rango(($(T))) =d[ 3 (n, — (i — 1)) — >(n; — )]

n,ri- n, v

=d3[(n;~ (i— 1)) — (n, = 0)]

=d3 1 =dmax{j: n; >i}) =dr,., B

n,o
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Corolario 1. Los enteros ny, n., . .., n, del Teorema 6.11 son tnicos. Esto es,
con la notacién del Teorema 6.11, si existen vectores no nulos x', x',,. . .,
x! en V y enteros positivos ', n’ ..., n tales que
V=Ci®Cu® -+ D Cy,
donde X' tiene como aniquilador a () para i=1,2,..., Ty n >
>n! > ... >n!, entonces k=r,n, =nj,n,=nj...,n =n,.

Corolario 2. Sea T como en el Teorema 6.11. Suponiendo que se escoge una
base B para NV como en el Teorema 6.9, entonces la forma candnica racio-
nal de T, [Tlg, es tinica. De hecho

[T]azcx@cz@ "‘@Ck,
donde C. es la matriz compariera de (—1)™(¢())™({ =1, 2, ..., k).

Ahora definamos la forma canénica racional de una matriz de la ma-
nera natural.

Definicién. La forma canénica racional de A € M,,,(F) se define como la for-
ma candnica racional del operador lireal L,: F*— F".

Eiemplo 9. Considérese la matriz real 4 de 4 x 4 definida mediante

0 —1 5§ =3
1 —
q— 00 1 .
0 0 3 -2
0 05 =3

Calcularemos la forma canénica racional de A. El polinomio caracte-
ristico de A4 es

—t -1 5 -3
1 —t 0 —1
1) = det = (t* + )2
10! o 0 3_s o |T@rD
o 0 5 -3

Asi, en nuestra notacion anterior, ¢(z) = * + 1 y d = 2. En el diagrama
de puntos para 4 tenemos

r. = 3[dim(R*) — rango(¢(4))] =134 —0) =2

r. = Hrango(($(4)) ") ~ rango(($(4))")] = (0 = 0) =0

para i > 1. Luego, el diagrama de puntos para 4 es
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Concluimos que n, = 1y n, = 1. Obsérvese que el nimero de puntos
en el diagrama de puntos es (1/d)dim(V). (En este caso dim(V) = 4 y
d == 2.) Por lo tanto existen vectores x, y x, en R! tales que R* = C., 6 C,
y X, y x. tienen ambas a ¢(z) = # + | como aniquilador. Dado que la
matriz compafiera correspondiente a 1 + | es

(i o)

concluimos que la forma canénica racional de A4 es

0 —1{0 0
1 0jo o
0 00 —I
0 o0i1 o0

Ejemplo 10. Sea A la matriz real de 4 » 4
2100
0210
0020
0 0 0 2

Nuevamente calcularemos la forma canénica racional de A. Nétese que A4
es una forma canénica de Jordan. Como veremos mas adelante, la forma
candnica racional de 4 difiere de su forma canénica de Jordan. Puede verse
facilmente que el polinomio caracteristico f(f) de 4 es f(1) = (1 — 2)*.
Asi, ¢(1) =~ t = 2 y d - 1. Ahora bien,

A=

ri=4 —rango(¢(A)) = 4 - 2 =2,
r. =-rango(¢(A4)) — rango((p(A))*) =2 — 1 = |,

r, = rango((¢(A4))*) — rango((¢(A))*) =1 — 0= 1.

Dado que hay 4 -- dim(V)/d puntos en el diagrama de puntos, podemos
terminar el cdlculo con ry, y el diagrama de puntos para A4 es

Concluimos que n, == 3 y n. = 1. Asi tenemos que existen elementos x,
y x: en R' tales que R*=C,, b C,., x, tiene como aniquilador a (¢ — 2)* y
x, tiene como aniquilador a ¢ -- 2. Como la matriz companera de (—
= 1)%(t —~ 2)*
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€S
00 8
C,=[10 —12
0 1 6

y la matriz compafiera de (-1)(¢ — 2) es C, = (2), la forma canénica
racional de A es

0 0 810
1 0 —12:0

C=0C C, = i .
A P 610
00 02

Ejemplo 11. Para las matrices A y C del Ejemplo 10, encontraremos
una matriz Q tal que Q'4AQ = C.

Obsérvese que A y C son similares por el corolario del Teorema 2.27.
Por lo tanto, unicamente tenemos que encontrar una base ordenada @8
para R* tal que [L,]g = C y luego tomar a Q como la matriz cuyas colum-
nas son los miembros de 8. Para encontrar tal base B8, necesitamos encon-
trar vectores no nulos x, y x, en R* tales que x, tiene a (f — 2)° como
aniquilador, x, tiene a (¢ — 2) como aniquilador y {x,, La(x1), Le(xy),
x.} es linealmente independiente. Para empezar, encontremos un elemento
de R* con aniquilador (¢ — 2)%, esto es, un elemento x, tal que (L. —
—21)3(x;) = 0 pero (L, — 21)2(x,) # 0. Si consideramos metédicamente
a los miembros de la base estandar {e,, e., €;, e,}, vemos que e; tiene esta
propiedad. Haciendo

xl=e3= ’

0
0
1
0
encontramos que

Li(x)) = y Le(x) =

SN = O
S pHh-=

A continuacién escogemos un elemento x. € R* linealmente independiente
de {x;, Ly(x:), Lz(x;)} y con aniquilador 7 — 2. Es evidente que e, satis-
face esta condicién. Asi,

0 0 1 0
0 1 4 0
112714510
0 0 0 1
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es una base para R* tal que [L]g = C. Por lo tanto, si
001 0
01 40
=11 2 4 of
0 0 01

entonces 040 = C.

Consideraremos ahora el caso general de un operador lineal T en un
espacio vectorial dimensionalmente finito para el que el polinomio carac-
teristico contiene mas de un factor irreducible. Combinando los Teoremas
6.11 y 5.26 podemos demostrar ficilmente que T tiene una forma canénica
racional.

Teorema 6.13. Sea T cualquier operador lineal en un espacio vectorial dimen-

sionalmente finito V. Entonces T tiene una forma candnica racional.

DEMOSTRACION. Supdngase que el polinomio caracteristico de T es

(=D"(po (D)™ ($2(D))" ... (pr())™,

donde m; > 1y los ¢;()’s son polinomios ménicos irreducibles distintos.
Si r =1 el resultado se sigue del Corolario 1 del Teorema 6.11. De lo
contrario, para cada i = 1, 2, ..., r, T;, la restriccién de T a K, tiene,
de acuerdo con el Corolario 2 del Teorema 6.11, el polinomio caracteristico
+(¢:())™. Por lo tanto, de acuerdo con el Corolarioc 1 del Teorema
6.11, existe una base B; tal que [T;]lg, = D; es una forma candnica ra-
cional para T;. Haciendo 8= 8, U 8. U ... U B,, es evidente por el Teo-
rema 6.10 que B es una base para V, de modo que por el Teorema 5.26

[T]ﬁ:D1®Dz@"'@D,-

Asi tenemos que [T]g es una forma candnica racional para T. [l

La demostracién del teorema anterior implica la seleccién de una
base para V que garantice una forma candnica racional para T. Dentro del
contexto de este resultado podemos enunciar lo siguiente: Si D = [T]; es
la forma candnica racional arriba construida, entonces D = D, P D. D
& ...6D, yparacadai =1, 2, ..., r existe una sucesién de enteros
Ry >y > o0 >, > 1 tales que

Di = Cn @ Ci2® @ Cik«’

donde C;; es la matriz compafera de (—1)“*(¢(r))" y d; es el grado
de ¢j(t)‘

El teorema siguiente garantiza la unicidad de la forma candnica racio-
nal de un operador, siempre que éste satisfaga la descripcién anterior,



Forma canénica racional 373

Teorema 6.14. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensional-
mente finito V con polinomio caracteristico

F(O) == (= 1)" (¢ (D)™ (. ()™ ... (S (1)),

donde los ¢,(t) son polinomios monicos irreducibles distintos y m; > 1
para foda i. Supongase que D es una forma canédnica racional para T tal
que D= D, PD, P ---@D, y para cada i == 1, 2, ..., r existe una
sucesion de enterosn; >mn;; > --- >ny >1 tales que D, =~ C,, G Ci- D
@D ... DCiw, donde Ci; es la matriz compariera de (—1)(g,(t)"s y d;
es el grado de ¢;(t). Entonces D es tinica en el sentido de que si D' es
cualquier otra forma candnica racional para T que satisfaga la descripcion
anterior para sucesiones de enteros ni; > nj, > --- > nj, = 1, entonces
D = D"

DEMOSTRACION. Dado D=D, @& D,® ---@ D,, sea B una base para
V tal que [T]z == D. Supdngase para cada i-: 1,2, ..., r que D; es una
matriz de p; x p;. Sean B, el conjunto ordenado consistente de los prime-
ros p, miembros de 8, B. el conjunto ordenado formado por los siguieates
p. miembros de B, y asi sucesivamente. Para cadai -= 1, 2, ..., r definase
W, como el subespacio generado por ;. En virtud del hecho de que D
es una suma directa de las D;, W, es-un subespacio T-invariante de V y
[Twls = D,. Como el polinomio caracteristico de D; es un producto de
polinomios caracteristicos de las matrices companeras C;;, D; debe tener
un polinomio caracteristico = (¢;(7))™. Por lo tanto también lo debe
tener Tw,. Asi, por el teorema de Cayley-Hamilton, (¢;(T))™i(x) = 0
para toda x €W;, de manera que W; C K4, y por lo tanto

dim(W,;) < dim(Ky,) para i — 1, 2,..., r. (7)
Como
B=UB:y Bnp=0c  paraiz)
tenemos que V=W, G W,D --- @ W,. Por lo tanto
dim(V) = ¥ dim(W;). (8)
[
Pero por el teorema de descomposicién primaria tenemos también que
dim(V) = 3 dim(Ky,). 9)
it

Luego, por las ecuaciones (7), (8) y (9), concluimos que dim(W;) =
-- dim(Ky,) para toda i. Asi W; = Ky, para cada i/ y por lo tanto f3;
es una base para K¢, (i = I, 2,..., r). De aqui que

D; = [T.]g,
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es una forma candnica racional para T;, la restriccion de T a Kg,. Pero,
de acuerdo con el Corolario 2 del Teorema 6.12, D; es Unica y se tiene
la unicidad de D =D, ® D, ® --- @ D,. ]

Eijemplo 12. Encontraremos la forma candnica racional de la matriz
real

2 0 —6 2

1 =20 0 2
A=11 01 =3 2}f.

1 -2 1 -1 2

I -4 3 -3 4

Si f(t) es el polinomio caracteristico de A4, entonces puede demostrarse
que (1) = — (£ + 2)2(¢t — 2).

Asi, ¢, (1) = 2+ 2y ¢.(2) =t — 2 son los distintos factores ménicos
irreducibles de f(7). Sean T =L, y T, la restriccién de T a Ky,. Entonces
los polinomios caracteristicos respectivos de T, y T. son, por el Corola-
rio 2 del Teorema 6.11 (2 +- 2)* y — (¢t — 2), respectivamente. Por tanto
dim(Kg,) = 4 y dim(K¢,) = 1. Como la forma candnica racional de T
es la suma directa de las formas canénicas racionales de T, y T., es nece-
sario calcular cada una de éstas.

Para encontrar la forma candnica racional de T,, debemos aplicar el
Teorema 6.12 a T,. Pero de acuerdo con el Ejercicio 13 podemos, en vez
de ello, aplicar el Teorema 6.12 directamente a T: R®— R®. Primero, sin
embargo, obsérvese que el nimero de puntos en el diagrama de puntos
para T, es (1/d)dim(Ky,) = $(4) = 2, donde d es el grado de ¢,(?).
Denotando por-r, al nimero de puntos en el primer renglon del diagrama
de puntos para T,, el Ejercicio 13 nos muestra que

r, = $[dim(R*) — rango(4,(T))]
= 3[5 — rango(A? + 2I)]

00 O 0 0
0O 0 6 —12 6
=4 S—{rango |0 O 6 —12 6 =3(5—-1) = 2.
0 0 6 —12 6
0 0 12 —24 12

Tenemos entonces que el primer renglén contiene todos los puntos del dia-
grama de puntos para T,; esto es, el diagrama de puntos para T, es

Concluimos que n, = n. = 1. Asi, si D, es la forma canénica racional de
T,, entonces
D, = Cy, @ C,,
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donde

Por lo tanto

0 —2i0 0
1 !
p—|l..010 0
0 0!0 —2
0 0!1 0O

La situacion para T. es trivial. Como dim(Kg,) = 1, el diagrama de
puntos contiene Unicamente un punto. Asi si D, es la forma canénica
racional para T., entonces D, = (2) y la forma canénica racional de
A es

0 —210 0 0
1 0i0 0 0
D=D,®D,=[0 0[0 —2}0
0 0i1 0}0
0 00 02

El lector deberd darse cuenta de que si hubiéramos escrito f(7) = —
—(t—2)(#+2)2 y hecho a ¢, (1) = —(t—2) y a ¢.(¢) = £+ 2,
entonces nuestro cilculo de la forma canénica racional de 4 hubiera dado

210 00 0

010 —210 0
D=[0!1 0i0 0
00 o§o )

0 o 01:1 v

Cualquiera de las formas de D es aceptable. Nétese que, excepto por la
permutacién de ¢,(7) y ¢.(¢), D es unica.

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) La forma canénica racional de un operador lineal es la suma directa
de matrices compaiieras.

(b) Si T es un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V y B es una base para V tal que [T]s sea la suma directa de
matrices compaiieras, entonces [T]g es una forma canénica racional
para T.
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(c) Existen matrices cuadradas que no tienen forma canénica racional.

(d) Una matriz cuadrada es similar a su forma canénica racional.

(e) La forma canénica de Jordan y la forma canénica racional de cual-
quier operador lineal son las mismas.

(f)  Para cualquier operador lineal T en un espacio vectorial dimensio-
nalmente finito V, cualquier factor irreducible del polinomio caracte-
ristico de T divide al polinomio minimo de T.

(g) Sea ¢(#) un divisor ménico irreducible del polinomio caracteristico de
un operador lineal T. Los puntos del diagrama de puntos utilizado para
calcular la forma candnica racional de Ty, corresponden uno-a-uno
con los vectores de una base para K.

Para cada una de las siguientes matrices encontrar la forma canénica ra-
cional.
(a) La matriz real

[ R
W - O

(b) La matriz real

(¢) La matriz compleja

(d) l.a matriz real

0 —7 14 —6

1 -4 6 -3
A =

0 —4 9 —4

0 —4 11 -5

(e) La matriz real

0 —4 12 —7

I -1 3 =3
A=

0 -1 6 —4

0 —1 8 -5

Demostrar que si T es un operador lineal en un espacio vectorial dimensio-
nalmente finito V de polinomio minimo (¢(1))™ para algin entero positivo
m, entonces N((4(T))™ ') es un subespacio T-invariante propio de V.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
de polinomio caracteristico f(r) =: ( D) (P (1)) (D))" oL (p(2))™,
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11.

12.
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donde los ¢;()’s son polinomios ménicos distintos irreducibles, m; es un
entero positivo para cada i y n = dim(V). Demostrar que para cualquier
i=1,2,...,rsid esel grado de ¢:(1), entonces dim(Kg,) = mid,.

Sea T como en el Ejercicio 4. Considérese cualesquiera iy j tales que i = j.
Demostrar que la restriccién de ¢;(T) a Ky, €s uno-a-uno y sobreyectiva.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
de polinomio minimo (¢(?) )™ para algln polinomio ménico irreducible ¢ (1)
y para algin entero positivo m. Demostrar que la restriccién de T a R(¢(T))
tiene como polinomio minimo a (¢(¢))™ .

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Demostrar que la forma canénica racional de T es una matriz diagonal si
y s6lo si T es diagonalizable.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V
de polinomio caracteristico f(#) = (—1)"¢, (1) $.(2), donde ¢ (1) y ¢2(2)
son polinomios ménicos irreducibles distintos y n = dim(V).

(a) Demostrar que existen elementos x, y x. en V tales que x; tiene
como T-aniquilador a ¢,(?), x. tiene como T-aniquilador a ¢.(#) ¥y

V=06, PHC,.

(b) Demostrar que existe un elemento x; en V con T-aniquilador ¢, (?) ¢2(?)
para el que V = C,,.

Asi, para asegurarnos que la descomposicion de V en una suma directa
de subespacios ciclicos es unica, debemos exigir que los generadores de los
subespacios ciclicos en la suma tengan las potencias de los factores ménicos
irreducibles del polinomio caracteristico iguales a las de sus T-aniquiladores.

En la notacién del Teorema 6.11, demostrar que los indices de las x; son
tales que n, > n, > ... > n;, entonces n, = m.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Suponiendo que la notacién es la misma del enunciado del Teorema 6.14,
demostrar que el polinomio minimo de T es

p(t) = (¢, (1)) (p2(D)™ ... ($-(D)"

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Demostrar que para cualquier polinomio irreducible ¢(2), si ¢(T) no es
uno-a-uno en V, entonces ¢() divide al polinomio caracteristico de T.
Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 14 de la Seccibén 5.6.

Justificar la siguiente observacion hecha en el Ejemplo 9: Si T es un opera-
dor lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V de polinomio
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minimo (¢$(7))™, donde ¢(z) es irreducible, ménico y de grado d, entonces
el nimero de puntos del diagrama de puntos para T es dim(V)/d.

13. Justificar la aplicacién del Teorema 6.12 en el Ejemplo 12; esto es, demos-
trar el siguiente resultado: Sea T un operador lineal en un espacio vectorial
dimensionalmente finito V de polinomio caracteristico

H) = (=)™ (0))™($2())™ ... (¢,(0))",

donde los ¢;(7) son los distintos factores ménicos irreducibles de (), m;
es un entero positivo (i = 1,2, ..., r) y n = dim(V). Entonces para cual-
quieri=1,2,...,r

dim(V) — rango (¢(T)) = dim(K,,) — rango (@(Txy)),
y para cualquier entero j > 1

rango (($(T)y'~*) — rango (($(T))’) = rango (($(Tk,)’"*) — rango ($(Tk,))).

Luego si r; es el nimero de elementos del renglén j del diagrama de puntos
para Tk, entonces

"= —;—[dim(V) — rango(:(T))],
y
r= —fi—[rango(w,-(n)f*l) — rango((¢:(T))/)]  para j> 1,

en donde d es el grado de ¢;(7).

INDICE DE DEFINICIONES PARA EL CAPITULO 6
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Capitulo 7

Espacios con producto
iNnterior

7.1

Muchas de las aplicaciones de las matematicas estdn involucradas con el
concepto de medicion y, por lo tanto, con el de magnitud o tamaiio rela-
tivo de diversas cantidades. Luego, no es sorprendente de que los campos
de los nimeros reales y los complejos que contienen una nocién intrinse-
ca de distancia jueguen un papel especial. En este capitulo, considerare-
mos que todos nuestros espacios vectoriales se encuentran sobre el campo
F, donde F representa a R o a C.

Introduciremos la idea de distancia o longitud en los espacios vecto-
riales obteniendo una estructura mucho mds rica, la famosa “estructura
de espacio con producto interior”. Esta estructura adicional proporcionaré
aplicaciones a la geometria (Seccién 7.8), a la fisica (Seccién 7.4), condi-
cionamiento en los sistemas de ecuaciones (Seccién 7.6), aplicaciones a
los minimos cuadrados (Seccién 7.10) y formas cuadraticas (Seccién
7.11).

PRODUCTOS INTERIORES Y NORMAS

Muchas de las nociones geométricas tales como angulo, longitud y perpen-
dicularidad en R? y R® pueden extenderse a espacios vectoriales reales y
complejos mas generales. Todas estas ideas estdn relacionadas con el con-
cepto de “producto interior”.

Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre F. Un producto interior en V es

una funcion que asigna a cada par ordenado de vectores X y y en V un esca-
lar en F, representado como (X, y), tal que para toda x, vy z en V y toda
¢ en F se tiene que:

(a) (x+2zy) =Ky +(zy).
(b) (cx,y) =c(x,y).

(c) (x,y) = (y, x), donde la barra indica conjugacion compleja.
(d) (x,x) >0six%0.
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Notese que (c) se reduce a (x, y) = (y, x) si F = R. Las condiciones
(a) y (b) simplemente requieren que el producto interior sea lineal en la
primera componente.

Se puede comprobar ficilmente que sia,, ..., a, €EFy y, xi, Xo ...,
xn, €V, entonces

( > ax, }') =dai(x;, y).

i1 i=1
Ejemplo 1. SeaV=F'. Parax= (a,, ..., a,) yy = (b, ..., b,) de-
finase

(x9 y) = EaiBi-
i=1

(., .) satisface las condiciones de la (a) a la (d) y se denomina producto
interior ordinario en F*. (En cursos elementales de algebra lineal, éste se
denomina producto punto.)

La verificacién de (a) hasta (d) es sencilla. Por ejemplo, si z = (c,,. . .,
¢,), tenemos para (a)

(x+2z,9) =23 (a;i + c)b; = EaiBi + ECiEa
1 i1

=1 iz

= (x, ¥) + (z, ¥).

Asi para x = (1 +1i, 4) y y= (2— 3i, 4+ 5i) en C* tenemos que
(x,y) =1 +iQ2+3i) +4(4 — 5 =15 - 15i.

Ejemplo 2. Si (x, y) es un producto interior cualquiera en un espacio
vectorial V y r > 0, podemos definir otro producto interior mediante la
regla (x, y)' = r(x, y). Si se tuviera que r < O entonces (d) no se
satisfaria.

Ejemplo 3. Sea V = C([0, 1]) el espacio vectorial de funciones continuas

de valor real en [0, 1]. Para f, g €V, definase (f, g) = J'lf(t)g(t) dt. Como
0

la integral anterior es lineal en f, (a) y (b) son inmediatas y (c) es trivial.
Si f =~ 0, entonces la grafica de f* estd ubicada sobre el eje x en algin
subintervalo de [0, 1] (aqui se utiliza la continuidad), y por lo tanto

) = [ @ di>o.

Definicién. Sea A una matriz de m x n con elementos de F. Definimos la

transpuesta conjugada (o adjunta) de A como la matriz A* de n x m tal
que (A*);; = A;..

Ejempio 4. Sea

_ (i 142i
A'“(z 3+4i)'
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e i 2
4 (1—21’3—4[)'

La transpuesta conjugada de una matriz jugard un papel muy impor-
tante en el resto de este capitulo. Nitese que si 4 tiene elementos reales,
entonces A* es sencillamente la transpuesta de A.

Entonces

Eiemplo 5. Sea V == M,,,(F) y definase (A4, B) == tr(B*A) para A,
BEV. (Recuérdese que la traza de una matriz A se define también como

tr(4A) = 2 A;;.) Verificaremos que los incisos (a) y (d) de la definicién

de producto interior se satisfacen y dejaremos los incisos (b) y (c¢) al
lector. Para ello, sea A B, C¢V. Entonces (utilizando el Ejercicio 6 de
la Secciéon 1.3) (4 + B, C) = tr(C*(A + B)) == tr(C*4 + C*B) ==
= tr(C*4) + tr(C*B) = (A, C) + (B, C). También

(A, A) = tr(A*A4) = 3 (A*4);, = S 3 (A%) udu

i=1 i 1k o1

n n

=3 S A [

=1 ik

M 3

=3

EST

o
i

Por lo tanto, si A -~ O, entonces A,; /- 0 para algunas k e i. Asi (4, A) >0.

Un espacio vectorial V sobre F dotado con un producto interior espe-
cifico se llama espacio con producto interior. Si F: C, llamamos a V'
espacio complejo con producto interior, mientras que si F == R, llamamos
a V espacio real con producto interior.

Asi, los Ejemplos 1, 3 y 5 también proporcionan ejemplos de espacios
con producto interior. Para el resto de este capitulo, F* serd el espacio con
producto interior con el producto interior dado en el Ejemplo 1.

El lector deberd tener la precaucién de que dos distintos productos inte-
riores en un espacio vectorial dado, arrojan dos distintos espacios del
producto interior.

Un espacio del producto interior muy importante que se parece a
C(10, 1]) es el espacio H de funciones continuas de valor complejo defini-
das en el intervalo [0, 2=] con el producto interior

i, ),__f (3@t

. 1 L. . .
La razén de la constante P sera evidente posteriormente. Este espacio

oy

del producto interior, que surge a menudo dentro del contexto de situa-
ciones de tipo fisico, serd examinado mas detenidamente en secciones pos-
teriores.
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En este momento mencionaremos algunas cuestiones sobre la integra-
cién de funciones de valor complejo. Primero, el nimero imaginario i
puede ser considerado como una constante bajo el signo de integracién.
Segundo, toda funcién de valor complejo f puede escribirse como f = f, +
+ if., donde f, y f, son funciones de valor real.

Entonces tenemos que

ff=ffl+iff._. y ]7=ff.

De estas propiedades, asi como de la suposicion de continuidad, se
tiene que H es un espacio con producto interior.

Algunas propiedades que se derivan de inmediato de la definicion de
un producto interior estin contenidas en el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Sea V un espacio con producto interior. Entonces para X, y, Z€V

y c€F

(a) (x,y+2)=(x,y) + (x 2).

(b) (x,cy) =T(x, y).

(¢) (x,x) =0siysolosix=0.

(d) Si (x,y) = (x, z) para toda x €V, entonces y = z.

DEMOSTRACION.
@ xyt+ta=0GB+zx)=( x)+ (z x)
=y, %)+ (z,x) = (x,¥) + (x, 2).

Las demostraciones de (b), (c) y (d) se dejan como ejercicios. [l

El lector debera observar que los incisos (a) y (b) del Teorema 7.1
muestran que el producto interior es lineal conjugado en la segunda com-
ponente.

Con el objeto de generalizar la nocién de longitud en R® para espacios
con producto interior cualesquiera, necesitamos observar tnicamente que
la longitud de x = (a, b, ¢) €R* estd dada por Va* + b* + & = V (x, x).
Por lo tanto, damos la siguiente definicion.

Definicién. Sea V un espacio con producto interior. Para x €V definimos la

norma (o longitud) de x mediante || x || = V (x, x).
Ejemplo 6. Sea V = F". Entonces

s, ..., an]| = [éf . l2:|.,i

es la definicién Euclidiana de longitud. Nétese que si n = 1, tenemos que
lall=la].
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Como seria de esperarse, las conocidas propiedades de la longitud en
R® se satisfacen en general, como se demostrard mds adelante.

Teorema 7.2. Sea V un espacio con producto interior. Entonces para toda X,
Y€V y c€F tenemos

(a) - Jlex|| = || - [|x]].

(b) ||| = 0 si y sélo si x = 0. En cualquier caso ||x|| > 0.
(c)  (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) |(x, y)| < [|x]| - |ly]|-
(d) (Desigualdad del tridngulo) ||x + y|| < ||x|| + ||yll.

DEMOSTRACION. Dejaremos la demostracién de (a) y (b) como ejerci-
cios.

(c) Siy = 0, entonces el resultado es inmediato. Asi, supéngase que
¥ # 0. Entonces, para cualquier ¢ € F, tenemos que

O<|x~—off=(x—cy,x—cy) = (x, x — ¢cy) — c(y, x — cy)
= (x, x) —2(x, y) — c(y, x) + c2(y, y).
Haciendo
(x, ¥)
c=—=
>, ¥
la desigualdad anterior sera
0< (x, x) — [ Y 1x]]? _ yz)l_~’
(>, ¥) (¥l

de donde se obtiene (c).

(d) lx+ylP=G&+ryx+»)=0xx+ 02+ 1)+ ()
=|lx|[* + 2 Re(x, y) + [y |12
<Ix[]* 4+ 2[C, |+ Iy 12
<X IP -+ 20 x|yl + Ny 12
=(lx|l +lyh2

donde Re(x, y) es la parte real del nimero complejo (x, y). Nétese que
utilizamos al inciso (c) para demostrar (d). [

El caso en que se da la igualdad en (c) y (d) se considera en el
Ejercicio 15.

Eiemplo 7. Para V = F" podemos emplear (c) y (d) en el producto inte-
rior ordinario para obtener las siguientes muy conocidas desigualdades

2 ab; ’ <1 2 ’ailz] = lbilz:‘
i-1 i=1 i=1
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n Y n L n 1%
[E }a; + b; 2:, S [Z [a;[z:l + [2 ,b, 2] .
i i i=1
El lector podrd recordar de cursos anteriores que para V = R® o R?
tenemos que (x, y) = |lx||-|'y!/| cos § donde 0 es el dngulo (0 < ¢ < =)
entre x e y. Esta ecuacién implica a (c) de un modo inmediato pyesto
que jcos #] < 1. Nétese igualmente que x e y son perpendiculares si y solo
si cos 0 = 0, esto es, si y s6lo si (x, y) = 0.
Estamos en el momento de poder generalizar la nocién de perpendicu-
laridad para espacios con producto interior cualesquiera.

Definiciones. Sea V un espacio con producto interior. Un vector x en V es un

vector unitario si |!x|| = 1. Los vectores x y y son ortogonales (perpen-
diculares) si (x, y) = 0. Un subconjunto S de V es ortogonal si cualquier
par de elementos distintos de S es ortogonal. Finalmente un subconjunto
S de V es ortonormal si S es ortogonal v estd formado tinicamente de
vectores unitarios.

Notese que si §:° {x,, x,, ..., X,}, entonces S es ortonormal si y
solo si (x;, x;) - 8;;, donde &;; es la delta de Kronecker. Obsérvese tam-
bién que para cualquier vector no nulo x, (1//|x/|)x es un vector unitario.

Eiemplo 8. EI conjunto § == {(1, 1), (I, —1)} en F* es ortogonal pero
no ortonormal; sin embargo

=1z 73 (35 )|

Ejemplo 9. Recuérdese a H (ver la pdg. 381). Proporcionaremos un
ejemplo muy importante de un subconjunto ortonormal de H al cual regre-
saremos en ejemplos posteriores. Definase a § = {e’/": j es un entero},
donde i es el nimero imaginario vV —I. Claramente S es un subconjunto
de H. (Recuérdese que e’/ = cosjx + isenjx.) Utilizando la propie-
dad de que e'' = ¢! para cualquier nimero real 7, tenemos para j £ k
que

es ortonormal.

2r 2n
ey [Tenew L[ e
T
[ 0

[2n
- 0.

] oj-kot

T 2mi(G — k)

1}
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bién tenemos que

o |
ijx ijxy
(77, ') = QnJ

o

2n

2n
et dt = I—f dar = 1.
2n J,

otras palabras (e'/”, e'**) = §.

- Si consideramos a los espacios R* y R?, es geométricamente evidente que
conjuntos ortogonales de vectores no nulos son linealmente indepen-
tes. El teorema siguiente nos dice que esto es cierto en cualquier espacio
producto interior.

7.3. Sea V un espacio con producto interior, y sea S un conjunto orto-
al formado por vectores no nulos. Entonces S es linealmente indepen-
fe.

OSTRACION. Sean x,, ..., x, clementos distintos en S y supdngase

n
0 -- }:CI;.X;.
i1

onces para cualquier j, 1 <j <an,
n n
0= (0, x;) = (Z aixi, Xi) = Bailxi, X)) = af|x|)
i1 i1
sto que (x;, x;) == O para i £ j. Como x; /0, tenemos que a; = 0.
lo tanto, S es linealmente independiente. [

Este teorema nos dice, por ejemplo, que el espacio vectorial H del Ejem-
9 contiene un conjunto independiente infinito y por lo tanto no es un
cio vectorial dimensionalmente finito.

S

si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

Un producto interior es una funcién de valor escalar dentro del con-
junto de pares ordenados de vectores.

Un espacio con producto interior debe estar sobre el campo de los
nimeros reales o complejos.

Un producto interior es lineal en ambas componentes.

Existe exactamente un producto interior en el espacio vectorial R".

La desigualdad del tridngulo sélo se cumple para espacios con pro-
ducto interior dimensionalmente finitos.

Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.

Todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.
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(h)  Unicamente las matrices cuadradas tienen una transpuesta conjugada.
(i)  Si (x, y) = 0 para toda x en un espacio con producto interior, enton-
ces v = 0.

Sea V =- C* con el producto interior ordinario. Sean x = (2, 1 -+ i, i) y
Y= (2 —14,2, 1+ 2i). Calcular (x, y), ||x||, |[¥]] y ||x + »!l2. Luego veri-
ficar tanto la desigualdad de Cauchy como la del tridangulo.

En C([0, 1]) sea f(¢) = ty g(t) = e'. Calcular (f, g) (tal como se definié
en el Ejemplo 3), [[f|l, |lg!| y [If + gll. Luego verificar la desigualdad de
Cauchy y la del tridngulo.

Sea V = M,.,,(F) con (A4, B) = tr(B*A4). Completar la demostracién del
Ejemplo 5 de que (., .) es un producto interior. Si n == 2 y

(1 2+ _(1+i 0
A”(3 i)yB (i —i)’

calcular |'4}l, |IB|| y (A, B).

Demostrar que (x, y) == xAy* es un producto interior en C*, donde

{1 i
A= (_i 3)
Calcular (x, y) para x — (1 — i, 2+ 3i) yy= (2414, 3 - 2i).
Completar la demostracién del Teorema 7.1.

Completar la demostracion del Teorema 7.2.

Dar razones por las cuales cada uno de los siguientes incisos no son pro-
ductos interiores en los espacios vectoriales dados.

(a) ((a, b), (¢, d)) = ac — bd en R*
(b) (A, B) = [['(A + B) en M:x:(R)

1
© ((f,g) = fo f'(g(t)dr en P(R), donde ' denota diferenciacion.
Sea 8 una base para un espacio con producto interior dimensionalmente fi-
nito. Demostrar que si (x, ¥) = 0 para toda x € 8, entonces y = 0.

Sea V un espacio con producto interior, supéngase que x y y son elementos
ortogonales de V. Demostrar que ||x + y|'* = ||x|[* + liy|Iz. Deducir el teo-
rema de Pitadgoras para R:.

Demostrar la ley del paralelogramo en un espacio con producto interior V;
esto es, demostrar que

I + I + llx — I = 2{Ix][* + 2||y|* para toda x, y€V.

¢Qué expresa esta ecuacién con respecto a paralelogramos en R2?
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12.* Sea {x,, ..., x;} un conjunto ortogonal en V y sean a,, ..., ax €F. De-

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

mostrar que

| Saw" =3 okt

Supéngase que (., .); y (., .). son dos productos interiores en un espacio
vectorial V. Demostrar que (., .) = (., .), + (., .). es otro producto inte-
rior en V.

Sean A4 y B matrices de n x y sea ¢ € F. Demostrar que (A + cB)* =
= A* + ¢B*.

(a) Demostrar que si V es In espacio con producto interior, entonces

[(x, )| = ||x]| - ||y]| siy 5lo siuno de los vectores x o y es miltiplo
del otro. Sugerencia: Si ‘(9& 0, sea
a= (= ) Y)
|vl[*

Entonces x = ay + z, donde (y, z) = 0. Por suposicién

LIl
al = 1
=
Aplicar el Ejercicio 10 a ||x||> = ||lay + z||* y obténgase ||z|| = O.
(b) Obtener un resultado semejante para la igualdad |lx + y|| = ||x|| +

+ ||y|| y generalizarla para el caso de n vectores.

Sea V = C([0, 1]), y definase

(, &) = f f(Hg(ndt.
0
(Es éste un producto interior sobre V?

Sea V un espacio con producto interior, y supongase que T: V—V es
lineal y que [[T(x)|| = ||x|| para toda x. Demostrar que T es uno-a-uno.

Sea V un espacio vectorial sobre F, donde F = R o C, y sea W un espacio
con producto interior sobre F con un producto interior (., .). Si T: V—>W
es lineal, demostrar que (x, y)’ = (T(x), T(»)) define un producto interior
en V si y sélo si T es uno-a-uno.

Sea V un espacio con producto interior; demostrar que

|

(a) |lx =y[]> = lIx]]* =2 Re(x, y) + |ly|l* para toda x, y€V, donde
Re(x, y) es la parte real del nimero complejo (x, y).
() [llxll—=1liyll|<llx — »Il para toda x, y€V.
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20.

21.

22.

23.
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Sea V un espacio sobre F con producto interior. Verificar las identidades
polares. Para toda x, y€V

(a) (x, y) = d|lx +yl}f — 3l —¥il*si F=R.
4
() (x, y) = 33 Fllx + HFyll2 si F= C.

k=1

Donde i+: vV — 1
Sea A una matriz de n . n. Definase
1 1
=_—(4+ A* L= (A — A*).
A=A+ A% y A= (4 A%

(a) Demostrar que A* = A, A* — A, y A= A, + iA.. ;Seria razona-
ble definir a A, y A. como las partes real e imaginaria, respectiva-
mente, de la matriz A?

(b) Sea A una matriz de n X n. Demostrar que si A = B, + iB. donde
BY = B y B* = B,, entonces B, = A4, y B. = A..

Sea V un espacio vectorial sobre F, donde F es R o C. Sea o no V un
espacio con producto interior, podemos atn definir una “norma” ||:|| como
una funcién de valor real en V que satisface las siguientes condiciones para
toda x, y€EV y acF.

@) x| >0y |lx]l =0siy sélosix=0.
(i) ||ax|| = |a| - ||x]].
Gl Ayl < A Iyl

Demostrar que las siguientes son normas en los espacios vectoriales da-
dos V.

(a) V = Mp.o(F); [|[ 4]l = max|4,;;| para toda A CV
(B)V = C(O0.1);  [If]l= max [/()] Para toda fEV
@V =C(o.1D; 1171l = ['1/0d: para toda fCV

(d)V = R?; [|(a, b)|| = max {|a|,|b|} para toda (a, b) en V

Utilizar al Ejercicio 20 para demostrar que no hay ningin producto inte-
rior (., .) en R* tal que ||x||* = (x, x) para toda x €R* si (., .) se define
como el inciso (d).

Sea V un espacio con producto interior y definase para cada par ordenado
de vectores el escalar d(x, y) = ||x — y|| llamado la distancia entre x e y.
Demostrar, para toda x, y, z€V, que

(a) d(x, y) > 0.
(b) d(x, y)=d(y, x).
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(¢) dx, y) <d(x, 2) +d(z, y).
(d) d(x, x) =0.
(e) d(x, ) 40 si x=£y.

Sea V un espacio vectorial real o complejo (posiblemente dimensionalmente
infinito), y sea 8 una base para V. Para x, y €V existen x,, ..., x, €@ tales
que

x:}ja;.x,' y _V:Zb;x,‘.
i=1 i=1
Definase
(x, ) = X ab..

i=1

Demostrar que (., .) es un producto interior en V. Asi pues, todo espacio
vectorial real o complejo puede ser considerado como un espacio con pro-
ducto interior.

Demostrar que si V = R* 0 C" y @ es la base ordenada estindar, enton-
ces el producto interior definido anteriormente es el producto interior
ordinario.

EL PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT
Y COMPLEMENTOS ORTOGONALES

En capitulos anteriores vimos el papel especial que las bases ordenadas
estandar juegan en R". Las propiedades de estas bases se derivan del hecho
de que los vectores de la base forman un conjunto ortonormal. Asi como
las bases son los “tabiques” con los que se construyen los espacios vecto-
riales, las bases que son también conjuntos ortonormales son los “tabiques”
de los espacios con producto interior. Ahora daremos nombre a estas
bases.

Definicién. Sea V un espacio con producto interior. Un subconjunto B de V es

una base ortonormal para V si 8 es una base ordenada ortonormal.

Ejemplo 10. Si V = F", entonces la base ordenada estindar es una base
ortonormal para V.

Ejemplo 11,

CRNGESE

es una base ortonormal para R®.
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Por supuesto, ain no hemos demostrado que todo espacio del producto
interior dimensionalmente finito posee una base ortonormal. El siguiente
teorema nos lleva la mayor parte del camino para la obtencién de este
resultado. Nos dice como construir un conjunto ortogonal a partir de un
conjunto linealmente independiente de vectores, de tal modo que ambos
conjuntos generan el mismo subespacio.

Antes de enunciar este teorema consideremos un caso sencillo. Supén-
gase que {y,, y.} es un subconjunto linealmente independiente de- un
espacio con producto interior (y, por lo tanto, una base para alglin sub-
espacio bidimensional). Nos gustaria construir un conjunto ortogonal a
partir de {y:, ¥.} que genere al mismo subespacio. La figura 7.1 siguiente
sugiere que el conjunto {x,, x.} donde x, =y, y x. =y, — cy, daran
resultado si se escoge adecuadamente a c.

Y32 Xy Y1 =x

cyy

figura 7.1

Para encontrar a ¢ necesitamos unicamente resolver la ecuacién siguiente.

0= (x2, 1) = (¥: — ¥y, Y1) = (¥2, ¥1) — c(¥1, ¥1)

Luego
_ (¥, yl)_
LAtk
Y entonces
Xo =y — (2 yrl‘) .
Al
Este proceso puede extenderse a cualquier subconjunto finito linealmente
independiente.
Teorema 7.4. Sea V un espacio con producto interior, y sea S = {y., ... ,Yu}

un subconjurto de V linealmente independiente. Definase S’ = {x,, ...,
X,}, donde X, =y, y

k-1
xd‘:yk_z——()”r;( {X!_’)_ ; para 2 <k <n. @8]
ot i

Entonces S' es un conjunto ortogonal de vectores no nulos tales que
L(S') = L(S).

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién sobre n. Sea
Sy = {», ..., ¥a}. Si n =1 entonces el teorema se demuestra haciendo
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§' =38 esto es, x; =y, #0. Supéngase luego que el conjunto S| =

= {x,, ..., x) ha sido construido mediante el uso de la ecuaciéon (1)
con las propiedades necesarias. Demostraremos que el conjunto S, =
= {x, ..., X, Xpa} tiene también las propiedades deseadas, donde

Z (J"k+n x,) x,

Xe+1 = Ye+1 — ~ HXJ“2

Si X, = 0, entonces la ecuacién (2) implicaria yi. €L(S)) = L(Sx),
lo que contradice la suposicion de que S, es linealmente independiente.
Para 1 < i < k tenemos de la ecuacién (2) que

kets X) = (Pra1, X)) — Zl (ylll‘;h xl)(xjs X0)

= Qs x) — G E | =0,
puesto que, de acuerdo con la suposicién de que S; es ortogonal, (xj,
x;) =0 si i~j. Por lo tanto §)  es ortogonal. Ahora bien, mediante
la ecuacién (2) tenemos que L(S; ) C L(Sk.). Pero de acuerdo con el
Teorema 7.3 S es linealmente independiente; luego dim(L(S’ )) =
=k + 1 = dim(L(S..)). Por lo tanto L(S) ) = L(S:.). R

La construccién de {x,, ..., x»} usando la ecuacién (1) se llama pro-
ceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Ejemplo 12. Sea V=R yseany, = (1,1, 0), .= (2,0, 1) e ys =
= (2, 2, 1). Entonces {y,, ¥., ys} es linealmente independiente. Utilizare-
mos la ecuacién (1) anterior para calcular los vectores ortogonales x,, x-

y x,. Témese x, = (1, 1, 0). Entonces |lx,|[* = 2, y asi
, X
O Ena

=(2,0,1) — 7(1, 1,0)

— (1, —1,1).
Finalmente,
(J’3,x1) (J’3,x2)
X =
T T IET T Tl

=(2,2,1) — —2—(1, 1,0) — ?(l, -1 1)

— <_L 1 l).
3’373
Teorema 7.5. Sea V un espacio dimensionalmente finito con producto interior.
Entonces \ tiene una base ortonormal B. Ademds, si B = {Xi, Xz, ... , Xu}
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Y X €V, entonces
X =3 (X, Xi)X;.
i

DEMOSTRACION. Sea @, una base ordenada para V. Aplicando el Teore-
ma 7.4 para obtener un conjunto ortogonal g’ de vectores no nulos con
L(B') = L(B,) = V. Dividiendo cada vector de B’ entre su longitud,
obtenemos un conjunto ortonormal B que genera a V. De acuerdo con
el Teorema 7.3, B es lincalmente independiente vy, por lo tanto, B8 es una
base ortonormal para V.

Sea = {x, ..., X.} y sea x €V. Entonces

n
x= Yax;

para algunos escalares a;. Para 1 < j < n tenemos que

n n
(x, xj) = ( Xax,, x;) = Xa;(x, X;)
i

i=1 =1

n
= 2ad; =a. N
=1

Ejemplo 13. Utilizando el conjunto ortogonal obtenido en el Ejemplo 12,
podemos obtener la base ortonormal

1 1 1 |
—(1, 1, 0), — (I, —1, 1), ——(~1, 1, 2) L.
Jl\/2 V3 V6 J

Sea x == (2, 1, 3). Calcularemos los “coeficientes” de x como se dan en
el Teorema 7.5:

a, = —i;(2 +1) = —3_—« a, = J:(2 -1+ 3): —4;
V2 V2 V3 V3
y
a; - —1‘_:( “2 + l ‘+‘ 6) == —é::
V6 V6

Como verificacién, tenemos que

2, 1, 3) = %(l, 1, 0) + —;1-(1, =1, 1) + —2—(—1, 1, 2).
Asi pues tenemos una manera muy sencilla de calcular los coeficientes
de un vector dado cuando se expresa como una combinacién lineal de
vectores en una base ortonormal.
El mismo teorema proporciona un método sencillo para obtener la re-
presentacién matricial de un operador lineal.
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Corolario. Sea V un espacio dimensionalmente finito con producto interior con
una base ortonormal B = {Xi. ..., X»}. Sea T un operador ortonormal en
V, y sea A = [Tlg. Entonces A;; = (T(x;), Xi).

DEMOSTRACION. Del Teorema 7.5 tenemos que

Tx) = 3 (T(x), X)X

i1

Por lo tanto 4;; = (T(x;), x;). W

Los escalares (x, x;) asociados con x han sido estudiados extensiva-
mente para ciertos espacios vectoriales especiales. Aun cuando los vectores
Xi, ..., Xa se escogieron de una base ortonormal, consideraremos conjun-
tos B mas generales para la definicion de los escalares (x, x;).

Definicién. Sea B un subconjunto ortonormal (posiblemente infinito) de un es-
pacio con producto interior V, y sea x €V. Definimos los coeficientes de
Fourier de x relativos a 8 como los escalares (X, y), donde y €.

En el siglo diecinueve el matematico francés Jean Baptiste Fourier
estuvo dedicado al estudio de los coeficientes

fﬁﬂf(t) sen nt dt 'y fmf(l) cos nt dt,
) 0o

0, mas generalmente,
1 i int
Cn — 75— f(’)e " dt,
2= J,

de una funcién f. En el contexto del Ejemplo 9, vemos que ¢, = (f, e™);
esto es, ¢, es el n-ésimo coeficiente de Fourier de una funcién continua
f€H relativo a S. Estos coeficientes son los coeficientes ‘“cldsicos” de
Fourier de una funcién; la literatura concerniente al comportamiento de es-
tos coeficientes es bastante extensa. Aprenderemos mds sobre estos coefi-
cientes de Fourier en el resto de este capitulo.

Ejemplo 14. Sean V = Hy f(x) = x. Calculemos los coeficientes de Fou-
rier de f relativos al conjunto ortonormal S del Ejemplo 9. Utilizando la
integracién por partes tenemos, para n =0,

(f 'in.r) = 1 o tei" di = 1 mrte—int dt = —1
> € - 27 0 2% ° in )

Y para n =0

(D =5 f"z(l)d:rw.
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Ahora bien, de acuerdo con el Ejercicio 14 tenemos que

1 = S|, einr)2

para toda k. Luego, empleando el hecho de que [[f||* = %—vﬁ, tenemos
4 k -1z LI |
— > — =3 —.
23 || S

Como esta desigualdad es cierta para toda k, tenemos mediante el
uso adecuado de los limites que
4 N |
= 2=>23 —
3 woy M
Usando otras funciones pueden obtenerse otros resultados semejantes.
Estamos ya preparados para proceder con el concepto de un “comple-
mento ortogonal”.

Definicién. Sea V un espacio con producto interior y sea S un subconjunto de
V. Definimos a St como el conjunto de todos aquellos vectores de V
que son ortogonales a todos los vectores de S; esto es, St = xeVv: xy
= 0 para toda y €S}. A S' se le llama complemento ortogonal de S.

Es facil demostrar que S+ es un subespacio de V para cualquier sub-
conjunto S de V.

Eiemplo 15. EI lector deberé verificar que {0}: =V y VL= {0}.

Eiemplo 16. Si V = R®y § = {x}, entonces S es sencillamente el con-
junto de todos los vectores que son perpendiculares a x. (Ver el Ejer-
cicio 5.)

El Ejercicio 16 proporciona un ejemplo interesante de un complemento
ortogonal en el caso en que V sea dimensionalmente infinito.

El uso de la palabra “complemento” se aclarard con el siguiente teo-
rema.

Teorema 7.6. Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio con
producto interior V. Entonces V = W @ W<,

DEMOSTRACION.  Por el Teorema 7.5 podemos escoger una base ortonor-
mal {x,, ..., x;} para W. Entonces, para y €V, definase

13
=2 X)X Y Y=y — oy

i=1
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Es evidente que y =y, +y. y i €W. Con el objeto de demostrar que
V =W + WL, debemos demostrar que y, € W', para lo cual es sufi-
ciente demostrar que (y., y;) = 0 para j = 1, ..., k. Ahora bien,

(yo, X)) = (y =y, X)) = (v, x;) — (¥1, X;j).

Pero
(1 xj) = (‘z: (¥, x)x;, xj) = Z’:‘;l (y, x)(x,, xj) = ‘Z: (y, xi)aij = (y, xj)'

Por lo tanto (y., y;) = 0.
Para completar la demostracién debemos demostrar que W N W+
= {0}. Perosi x € W N WY, entonces (x, x) = 0. Por lo tantox = 0. Il

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la demostra-
cién del Teorema 7.6.

Corolario 1. Bajo la hipdtesis del Teorema 7.6, si {Xi, ..., Xk} es una base
ortonormal para W y si y €V, entonces

k
y=2 ¥ x)x tz

donde z € WL,

Corolario 2. Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito y
sea W un subespacio de V. Entonces dim(W) + dim(W*') = dim(V).

Ejemplo 17. SeaV = F*y W = L({ey, e.}). Entonces x = (a, b, ¢) € Wt
siysélosi0= (x,e;) =ay0=(x,e) =>b. Asi, x= (0, 0, ¢) y por
lo tanto WL = L({e;}). Se puede deducir el mismo resultado simplemente
notando del Corolario 2 que dim(W') =1 y que el vector e, es ortogonal
tanto a e; como a e..

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) EI proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt nos permite construir
un conjunto ortonormal a partir de un conjunto arbitrario de vec-
tores.

(b) Todo espacio dimensionalmente finito con producto interior posee
una base ortonormal.

(c) El complemento ortogonal de cualquier conjunto es un subespacio.
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(d) Sipg= {x,...,x,) es una base para un espacio con producto inte-
rior V, entonces, para cualquier x € V, los escalares (x,x)i=1,...,
n) son los coeficientes de Fourier de x.

(e) Para cualquier subespacio W de un espacio con producto interior di-
mensionalmente finito V, tenemos que V=W 3P WL

(f)  Una base ortonormal debe ser una base ordenada.

En cada uno de los incisos siguientes aplicar el proceso de Gram-Schmidt al
subconjunto dado S del espacio con producto interior V. Entonces encontrar
una base ortonormal 8 para V y calcular los coeficientes de Fourier para el
vector dado relativos a B8. Utilizar, finalmente, el Teorema 7.5 para verificar
el resultado.

(a) V=FR,5={(1,0,1,),(0,1,1), (1,3, )} yx= (1, 1,2)
() V=PR,5={(1,1,1),(0,1,1), (0,0, D} yx= (1,0, 1)

(¢) V= P.(R) con el producto interior f, g) = flf(t)g(t)dt,

S={lLx,x*}yf(x) =1+x
(d) V=0C,8={(1,i0), (1 —i?2, 4y y x = {(, 2+ 3i 1)}

=175 v8) Gz )b

Sean V=R?y

Encontrar los coeficientes de Fourier para (3, 4) relativos a B.
SeanV=CyS={(1,0,i)), (1,2, 1)}. Calcular St

Sean V =R y § = {x,} donde x, £ 0. Describir geométricamente a S-i.
Si {x;, x.} =S, es linealmente independiente, describir geométricamente
a S¢.

Sea V un espacio con producto interior, y sea W un subespacio dimensional-
mente finito de V. Si x¢W, demostrar que existe y € V tal que y € Wt pero
con (x, y) 5= 0. Sugerencia: Utilizar el Corolario 1 del Teorema 7.6.

Demostrar que si {y,, .., y,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos,
entonces los vectores {x,, ..., x,} derivados del proceso de Gram-Schmidt
satisfacen a x; = y; parai = 1, ..., n. Sugerencia: Utilizar induccién.

Sea V = C* con el producto interior ordinario, y sea W = L({(i, 0, 1)}).
Encontrar bases ortonormales para Wy W,

Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio con producto
interior V. Demostrar que existe una proyeccién T en W tal que N(T) = WL
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Ademds, demostrar que ||T(x)|l < |lx|| para toda x €V. Sugerencia: Em-
plear el Ejercicio 10 de la Secci6én 7.1.

Sea 4 una matriz de n x n con elementos complejos tales que los renglones
de A forman un conjunto ortonormal. Demostrar que AA* = 1.

Sean W, y W, subespacios de un espacio con producto interior dimensional-
mente finito. Demostrar que (W, + W)t = Wt N Wi y (W, N W)L =
Wi + WL,

Sea V un espacio con producto interior y sean S y S, subconjuntos de V.
Demostrar los siguientes incisos:

(a) S, € S implica que S+ = S}.

(b) S< (SYHYL y entonces L(S) < (S1)L.

(¢) Si W es un subespacio dimensionalmente finito de V, entonces

W = (W)L, Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 6.

Identidad de Parseval. Sea {x,, ..., x,} una base ortonormal para V. De-
mostrar, para cualesquiera x, y €V, que

(x,3) = 33 (x, x)(37 3.

Sea V un espacio con producto interior y sea S = {x,, ..., x,} cualquier
subconjunto ortonormal de V. Demostrar que para cualquier x en V tene-
mos que

el = 3 e x P

Esta desigualdad se llama desigualdad de Bessel. Sugerencia: Aplicar el
Corolario 1 del Teorema 7.6 a x€V y W = L(S). Luego emplear el Ejer-
cicio 10 de la Seccién 7.1.

Sea T un operador lineal en un espacio con producto interior dimensional-
mente finito V. Si (T(x), y) = O para toda x, y €V, demostrar que T = T,.
De hecho, demostrar este resultado si la igualdad se cumple para toda x e
y en alguna base para V.

Sea V = C([—1, 1]). Supbngase que W, y W, son los subespacios de V

formados por las funciones pares e impares, respectivamente. Demostrar
que W} =W, si el producto interior en V es

(f, &) = fl f(H)g(t)dr.
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EL ADJUNTO DE UN OPERADOR LINEAL

En la Seccién 7.1 definimos a la transpuesta conjugada 4* de una matriz
A. Para un operador lineal T en un espacio con producto interior V, defi-
niremos ahora un operador lineal relacionado en V llamado el “adjunto”
de T, cuya matriz es [T];, donde B es cualquier base ortonormal de V.
La analogia entre la conjugacién compleja de niimeros complejos y los ad-
juntos de los operadores lineales pronto se hard aparente. Primero, sin
embargo, necesitamos un resultado preliminar.

Sea V un espacio con producto interior y sea y€V. La funcién
9: V — F definida mediante g(x) = (x, y) para toda x €V es claramente
lineal. Mdas importante es el hecho de que si V es dimensionalmente finito,
toda transformacion lineal de V en F es de esta forma.

Teorema 7.7. Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito

sobre F, y sea g: V — F una transformacién lineal. Entonces existe un
vector tinico y €V tal que g(x) = (x, y) para toda x EV.

DEMOSTRACION. Sea 8 una base ortonormal para V, digamos 8 = {x,,. . .,
Xn}, Y sea

y=3g(xi)x.
i=1

Si definimos a h: V— F mediante h(x) = (x, y), entonces h es clara-
mente lineal. Ahora bien, para 1 < j < n tenemos

h(x;) = (xj, y) = (X;,i g(xi)x.) = é 9(x:) (xj, xi)

=

=29(xi)8;; = g(x;).

1

Como g y h coinciden en B, tenemos, de acuerdo con el corolario del
Teorema 2.7, que g = h.

Para demostrar que y es unica, supdngase que g(x) = (x, y') para
toda x. Entonces (x, y) = (x, y') para toda x y entonces por el Teorema
7.1 tenemos que y = y'. i

Eiemplo 18. Definase a g: R*— R mediante g(a,, a.) = 2a, + a,; evi-
dentemente g es una transformacién lineal. Sea Bi= {e,, e,} y, como en
la demostracién del Teorema 7.7, sea y = g(e))e, + g(e.)e, = 2e; +
4+ e. = (2, 1). Entonces g(a,, a.) = ((a,, a.), (2, 1)) = 2a, + a..

Teorema 7.8. Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito

y sea T un operador lineal en V. Entonces existe un operador lineal unico
T* en V tal que (T(x),y) = (x, T*(y)) para toda x, y €V.
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DEMOSTRACION. Sea y€V. Definase a g: V— F mediante g(x) =
=(T(x), y) para toda x € V. Primero demostraremos que g es lineal. Sean
x,, X2 €V y c €F. Entonces g(cx, + x,) = (T(cx; + x2), y) = (cT(x:) +
+ T(x2), ¥) = c(T(x1), ) + (T(x), ¥) = cg(x1) + g(x.). Por lo tan-
to, g es lineal.

Ahora podemos emplear el Teorema 7.7 para obtener un vector Gnico
y' €V tal que g(x) = (x,y'); esto es (T(x),y) = (x, '), para toda x €V.
Definiendo a T*: V — V mediante T*(y) = y’, tenemos que (T(x), y) =
= (x, T*(¥)).

Para demostrar que T* es lineal, sean y,, y. €V y c € F. Entonces para
cualquier x €V tenemos

(x, T*(ey, +y2)) = (T(x), cy: + y2)
=7(T(x), y,) + (T(x), ¥2)
=7(x, T*(y)) + (x, T*()2))
(x, cT*(y,) + T*(y2)).

Como x es arbitraria, tenemos que T*(cy, + y.) = cT*(y,) + T*(y.) de
acuerdo con el Teorema 7.1(d).

Finalmente, s6lo nos queda demostrar que T* es Unica. Supbngase que
U: VoV es lineal y satisface a (T(x), y) = (x, U(y)) para toda x,

y €V. Entonces (x, T*(y)) = (x, U(y)) para toda x, y €V y finalmente
™*=U =B

El operador lineal T* descrito en el Teorema 7.8 se llama adjunto del
operador T. El simbolo T* se lee “T asterisco”.

Luego, T* es el Unico operador en V que satisface a (T(x), y) =
= (x, T*(y)) para toda x, y €V. Nétese que también

(x5, T() = (TH), x) = (¥, T*(x)) = (T*(x), ¥)

y asi (x, T(y)) = (T*(x), y) para toda x, y €V. Podemos ver estas ecua-
ciones simbélicamente como que afiadimos un * a T cuando cambiamos
su posicién dentro del simbolo de producto interior.

En el caso dimensionalmente infinito, el adjunto de un operador lineal
T puede definirse como el operador lineal T* que satisface a (T(x), y) =
= (x, T*(y)) para toda x, y €V. La unicidad de T* se deducird como
anteriormente. Sin embargo, no se garantiza la existencia de un adjunto.
El lector debera observar la necesidad de la hipoétesis de dimensionalidad
finita en la demostracién del Teorema 7.7. Muchos de los teoremas que
demostraremos sobre adjuntas son, sin embargo, independientes de la di-
mensién de V. Entonces, para el resto de este capitulo, adoptaremos para
los ejercicios la convencion de que, una referencia al adjunto de un ope-
rador lineal en un espacio con producto interior dimensionalmente infinito,
presupone que tal adjunto existe.

Un resultado atil para obtener adjuntos es el Teorema 7.9 que sigue.
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Teorema 7.9. Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito,
v sea 3 una base ortonormal para V. Si T es un operador lineal en V, en-
tonces

(r*],=[11%.

DEMOSTRACION. Sean 4 = [Tlg, B = [T*]g y B8 = {x,, ... . x,}. Enton-
ces, del corolario del Teorema 7.5, tenemos que

Bij = (T*(x;), xi) = (x;, T*(x;))
= (T(x;), x;)) = A;; = (A*);;.
Por lo tanto B = A*. |

Corolario. Sea A una matriz de n x n. Entonces L., = (L‘\)* .

DEMOSTRACION. Si 8 es la base ordenada estidndar para F* entonces, en
virtud del Teorema 2.17, tenemos que [L,]J3 =.A. Por lo tanto,
[(LA)*]/i = {LA]; = A* = [LA"]/J) y asi (Lp*= L,. [ |

Como aplicacién de lo anterior, calcularemos el adjunto de un ope-
rador lineal especifico.

Eijemplo 19. Sea T: C*— C* definido mediante T(a,, a.) = (2ia, + 3a.,
a, — a.). Si B es la base ordenada estandar para C2, entonces

[Tls = (?l _:;’)

_ _ (2 1
n*lﬁ—m;—( 2 ~1)'

Luego

Por lo tanto
T*(a,, a.) = (—2ia, + a., 3a, — a.).

El siguiente teorema demuestra la analogia entre los complejos con-
jugados de los numeros complejos y los adjuntos de los operadores li-
neales.

Teorema 7.10. Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente fini-
1o y sean T y U operadores lineales en V. Entonces

(a) (T+W)*=T*+ U*.

(b) (cT)* =¢cT* para cualquier c € F.
(c)  (TU)* = U*T*,

(d) T**x=T,

(e) I*=|.
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DEMOSTRACION. Demostraremos (a) y (d); el resto se demuestra de la
misma manera. Sea x. v €V,
Como

(x, (T+W*(»))

i

((T+Ux), y) = (T(x) + U(x), »)
= (T(x),y) + (U(x), y) = (x, T*(y)) + (x, U¥(¥))
= (x, T*(¥) -+ U*(y)) = (x, (T* -+ U*)(¥)),
se sigue el inciso (a).
De la misma manera, como
(x, T(y)) = (T*(x), »)
= (x, T**(»)),

se obtiene (d).

La misma demostracion opera en el caso dimensionalmente infinito,
siempre y cuando se suponga la existencia de T* y U*,

Corolario. Sean A v B matrices de n x n. Entonces

(a) (A + B)* = A* + B*.

(b) (TA)Y* = TA* para toda c €F.
(c) (AB)* = B*A*,

(d) A**=A,

(e) I*=1

DEMOSTRACION. Demostraremos unicamente el inciso (c¢), los incisos res-
tantes se pueden demostrar de manera semejante.

Como L = (Lp)* = (LLp)* = (Lp)*(LY* = Lyl = Ly, tene-
mos que (AB)* = B*4A*. N

En la demostracion anterior nos apoyamos en el corolario del Teore-
ma 7.9. Una demostracién alternativa se daria acudiendo directamente a
la definicion de transpuesta conjugada. (Ver Ejercicio 5.)

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Considérese que

los espacios con producto interior subyacentes son dimensionalmente fi-

nitos.

(a) Todo operador lineal tiene un adjunto.

(b) Todo operador lineal en V tiene la forma x — (x, y) para alguna
yEV.

(c) Para todo operador lineal T en V y toda base B de V, [T*]; =
= ([Tl ™.
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(d) El adjunto de un operador lineal es siempre unico.
(e) Para operadores cualesquiera Ty U, y escalares a y b,
(aT + bU)* = qT* + bU*,
(f) Para cualquier matriz 4 de n x n, (LO* = L.

(g) Para cualquier operador T, (T*)* = T,

Para cada uno de los siguientes espacios con producto interior V (sobre F)
y transformaciones lineales g: V — F, encontrar un vector y tal que
g(x) = (x, y) para toda x€V.

(a) V=pR, g(ay, a-, a;) = a, — 2a, + 4a,
(b) Vo= CZ’ g(Zu ZZ) =1 222

(©) V= Pi(R) con (, h) :flf(t)h(t)dr, a(f) = () + f(1)

Para cada uno de los siguientes espacios con producto interior V y opera-
dores lineales T en V, evaluar T* en el elemento dado de V.

(a) V=R, T(a, b) = (2a + b, a — 3b), x= (3,5)
(b) Vv=cq T(zy, 2) = (22, + ize, (1 — i)z)),

x=(3—1i 1+ 2
(c) V=P, (R) con

1
(f, &) = f f(g(t)ds, () =f + 3f,
o
f(x) =4 - x+ 3x°
Completar la demostracién del Teorema 7.10.

Completar la demostracién del corolario del Teorema 7.10 de dos maneras.
Primero emplear el Teorema 7.10 tal como en la demostracién de (c). Lue-
go emplear la definicién matricial de 4*.

Sea T un operador lineal en un espacio con producto interior V. Sean
U =T+ T* y U, = TT*. Demostrar que U, = U* y U, = Ux

Dar un ejemplo de un operador lineal T en un espacio con producto interior
V tal que N(T) £ N(T*).

Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito, y sea T
un operador lineal en V. Demostrar que si T es invertible, entonces T* es
invertible y (T*)-? = (T-1)*,

Demostrar que si V.= W @ W, y T es la proyeccién en W con N(T) = W4,
entonces T = T*,
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Sea T un operador lineal en un espacio con producto interior V. Demos-
trar que ||T(x)|| = |/x|| para toda x €V si y s6lo si (T(x), T(y)) = (x, y)
para toda x, y €V. Sugerencia: Emplear el Ejercicio 20 de la Seccién 7.1.

Para un operador lineal T en un espacio con producto interior V, demostrar
que T*T = T, implica que T = T,. (Es cierto el mismo resultado si supone-
mos que TT* = T,?

Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito y, sea T
un operador lineal en V. Demostrar que R(T*) = N(T)*. Sugerencia: De-
mostrar que R(T*)* = N(T), y luego utilizar el Ejercicio 12(c) de la Sec-
cién 7.2.

Sea T un operador lineal en un espacio con producto interior dimensional-
mente finito V. Demostrar los siguientes incisos.

(a) N(T*T) := N(T). Deducir que rango(T*T) = rango(T).

(b) rango(T) = rango(T*). Deducir de (a) que rango(TT*) = rango(T).

(¢) Para cualquier matriz A de n x n, rango(A*A) = rango(AA*) = ran-
go(A).

Sea V un espacio con producto interior y sca y, z € V. Definase a T: V—>V
mediante T(x) - (x, y)z para toda x €V. Primero demostrar que T es
lineal. Luego demostrar que T* existe y definirla explicitamente.

Sea T: V— W una transformacién lineal entre los espacios con producto
interior dimensionalmente finitos V y W.

(a) Demostrar que existe una transformacién lineal dnica T*: W—V
tal que (T(x), ¥) - (x, T*(y)) para toda x €V, y €W,

(b) Sean B y vy las bases ortonormales respectivas para V y W. Demos-
trar que [T*]{:’ = ([T];(:)*.

Sea A una matriz de n » n. Demostrar que det(A*) = det(A).

LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD DE EINSTEIN

Como resultado de los experimentos fisicos realizados durante la segunda
mitad del siglo diecinueve (de una manera mds sobresaliente, el experi-
mento de Michelson-Morley de 1887), los fisicos concluyeron que los re-
sultados obtenidos en la medicion de la velocidad de la luz son indepen-
dientes de la velocidad del instrumento utilizado para medirla. Por
ejemplo, supdngase que estando en la Tierra un experimentador mide la
velocidad de la luz emitida por el Sol y encuentra que es de 300 000
kilémetros por segundo. Ahora supéngase que el experimentador coloca
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el equipo de medicion en una nave espacial y abandona la Tierra viajando
a 160 000 kilémetros por segundo alejindose del Sol. Una repeticién del
mismo experimento desde la nave espacial arrojaria el mismo resultado:
iLa luz esta viajando a 300 000 kilémetros por segundo relativa a la nave
espacial y no a 140 000 kilémetros por segundo como era de esperarse.

Esta revelacién condujo a una nueva manera de relacionar los sistemas
coordenados empleados para ubicar a los eventos en el espacio-tiempo.
El resultado fue la teoria especial de la relatividad de Albert Einstein.
Desarrollaremos la esencia de la teoria de Einstein desde el punto de
vista del élgebra lineal.

El problema bésico es comparar dos distintos sistemas de coordenadas
sin aceleracidn, que estin en movimiento relativo uno con respecto al otro
bajo la suposicién de que la velocidad de la luz es la misma, medida en
ambos sistemas. Supéngase que nos dan dos sistemas coordenados iner-
ciales (sin aceleracién) S y § en un espacio de tres dimensiones (R*)
y tales que S’ se desplaza a una velocidad constante en relacién con S,
medida a partir de S (ver la Fig. 7.2). Para simplificar las cosas, supon-
gamos que:

z

~

A
v v
C c'
S rx S’ j\*'
figura 7.2

1. Los ejes correspondientes de Sy &' (xy x', ye ¥, zy 2’) son
paralelos y el origen de S’ se desplaza en la direccién positiva
del eje x de S a una velocidad constante v > O relativa a S.

2. Se colocan dos relojes C y C’ en el espacio —el primero estacio-
nario relativo al sistema de coordenadas S y el segundo estacionario
relativo al sistema de coordenadas §’. Estos relojes estin disefia-
dos para dar como lecturas nimeros reales en unidades de tiempo
(segundos). Se calibran los relojes de manera que en el instante
en que los origenes de S y §’ coincidan, ambos relojes den la
lectura cero.

3. Nuestra unidad de longitud serd el segundo luz (la distancia que
recorre la luz en un segundo) y nuestra unidad de tiempo sera el
segundo. Noétese que con respecto a estas unidades la velocidad
de la luz es de un segundo luz por segundo.
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Dado un evento cualquiera (cualquier cosa cuya posicién y tiempo de
ocurrencia pueda ser descrito) le podemos asignar un conjunto de coor-
denadas de “espacio-tiempo”. Por ejemplo, si p es un evento que ocurre
en una posicion

X

y
z

relativa a S en un tiempo ¢ leido en el reloj C, podemos asignar a p
el conjunto de coordenadas

~ N = %

Esta cuarteta ordenada se denomina las coordenadas espacio-tiempo de
p relativas a S y a C. De la misma manera p tiene un conjunto de coor-
denadas espacio-tiempo

N %

-~

relativas a §' y a C'.

Podemos definir un mapeo T,: R*—R' (que depende de la veloci-
dad v) como consecuencia de lo anterior tal que, para cualquier conjunto
de coordenadas de espacio-tiempo

que miden un evento con respecto a Sy a C,

T

x

y Y
v
z
t
es el conjunto de coordenadas espacio-tiempo de este evento con respecto
a S y a C'. Es evidente que T, es uno-a-uno y sobreyectivo.

Einstein hizo ciertas suposiciones sobre T, que condujeron a su teoria

especial de la relatividad. Formularemos un conjunto equivalente de supo-
siciones.
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Axiomas de la teoria especial de la relatividad

R,: La velocidad de cualquier haz de luz, al ser medida en cualquiera
de los sistemas coordenados utilizando un reloj estacionario rela-
tivo al mismo sistema, es 1.

R.: El mapeo T,.: R*— R* es lineal.

R;: Para cualquier

P
Y e R4,
4
t
si
x x'
nl? =]
V4 V4
t t
entonces y' =y y z = z.
R,: Para
x x’
nl? =]
V4 V4
t t

x’ y ¢’ son independientes de y y z; esto es, si

’ ’

X X pd X

Y1 y' V2 "
T, =17, y T, =17,

2z, z Z, z

t t ¢ t’

entonces x” — x" y 1" =1r,

R;:  El origen de S se desplaza cn la direccion negativa del eje X’
de §’ a una velocidad constante —v < 0 medida desde §'.

Como veremos, estos 5 axiomas (R,, R.,, Ry, R, y R;) caracterizan
completamente a T.. El operador T, se llama transformacion de Lorentz
en la direccion x. Pretendemos calcular T, y utilizarla para estudiar los
curiosos fenémenos de la contraccién del tiempo.

Teorema 7.11. En R*

(a) T.(ei) =e parai=2, 3.
(b) L({e., es}) es T.-invariante.
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(c) L({e, €}) es T,-invariante.
(d) L({e., e}) y L({e), €}) son T*-invariantes.
(e) T*(e)) = e para i=2, 3.

DEMOSTRACION.

(a) Por el axioma R.

0 0
% ={°}
0 0
0 0
y por lo tanto, por el axioma R,, las coordenadas primera y cuarta de
0
T a
L
0
son iguales a cero para cualquier a, b € R. Luego, por el axioma R,
0 0 0 0
7 R I I I 1 I I R B
0 0 1 1
0 0 0 0

Las demostraciones de los incisos (b), (c) y (d) se dejan como ejer-
cicios.

(e) Para cualquier j 2, en virtud de (a) y (¢), (T¥(e.), &) =
= (es, Te(e;)) = 0; para j =2, por (a), (T*(e:), €;) = (e To(€))
= (es e;) = 1. Concluimos que T (e:) es un miltiplo de e,, 0 sea que
T¥*(e:) = Xe. para alguna A €R. Entonces 1 = (e,, e,) = (e, Ty(e)) =
= (T*(e.), e;) = (re, e,) = Ay, por lo tanto, T*(e:) = e.. De la
misma manera T*(e;) = ¢.. W

Supéngase que en el instante en el que los origenes de S y §’ coin-
ciden se emite un destello luminoso desde su origen comin. Cuando este
evento se mide relativo a S y C o relativo a 8 y C’ tiene coordenadas
espacio-tiempo

oS O O ©
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Sea P el conjunto de todos los eventos cuyas coordenadas espacio-tiempo

relativas a S y C son tales que el destello se observa en el punto de
coordenadas
X

Y
z

(medidas con respecto a §) en el instante ¢ (medido en C). Permitasenos
caracterizar a P en términos de x, y, z y t. Como la velocidad de la
luz es 1, en cualquier instante ¢ > 0 el destello se observa desde cualquier
punto cuya distancia al origen de S (medida a partir de §) sea r-1 = 1.
Estos son justamente los puntos que se localizan sobre la superficie de
la esfera de radio ¢ con centro en el origen Las coordenadas (relativas
a §) de tales puntos satisfacen la ecuacién x* + y* + z* == 2. Por lo tanto,
un evento estd en P si y s6lo si sus coordenadas espacio-tiempo relativas
aSyacC

X
I =0
z
t

satisfacen la ecuacién x> -+ y* + z* — # -~ 0. En virtud del axioma R,
podemos caracterizar a P en términos de las coordenadas espacio-tiempo
relativas a §’ y a C’ de la misma manera: un evento estd en P si y sélo
si sus coordenadas espacio-tiempo relativas a §' y a C’

X

I w=0

z

t,

satisface la ecuacién (x’')* 4 (y)* 4+ (2)* — (') = 0.
Sea
1 00 0
01 0 0
A = )

0 0 1 0
00 0 -—1
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Teorema 7.12. Para cualquier w €R*, si (La(w), w) = 0, entonces (T:LATV(W),
w) = 0.

DEMOSTRACION. Sea

~ N = X

y supéngase que (Ls(w), w) = 0.

Caso 1. t>0.Como (Ly(w), w) = x* + y*> + 22 — ?, w es el conjunto
de coordenadas de un evento de P relativos a S y a C. Como

'

P X
y y'

y ,
z zZ
t t

son las coordenadas espacio-tiempo del mismo evento relativas a §' y a
C’, la discusién que precede al Teorema 7.12 da

() 4+ () + (@) — ()= 0.
Luego entonces, (T*L,T (W), w) = (LiT,(w), To(w)) = (¥')* + o)+
+ (')t — ()2 = 0, y se obtiene la conclusién.
Caso 2. t< 0. La demostracién se obtiene al aplicar el Caso 1 a —w.fi

Procedamos ahora a deducir informacion acerca de T,. Sean

1 1
wy = 0 y wy= 0.

0 0

1 —1

Por el Ejercicio 3, {w., w.} es una base ortogonal para L({e,, es}), y
L({e:, es}) es T:‘L,,Tv—invariante. El siguiente resultado nos dice aiin mas.

Teorema 7.13. Existen escalares a 'y b no nulos tales que

(a)  TEXLATy(w,) = aw,,
(b) T*L,T(w:) = bw..

DEMOSTRACION.

(a) De acuerdo con el Teorema 7.12, (Li(w,), w,) =0, (T:‘LAT,,
(w:), w,) = 0. Entonces, T*L,T.(w,) es ortogonal a w,. Como L({e,
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e}) = L({w,, w.}) es T*L,T.-invariante, T*L,T,(w,) debe pertenecer a
este conjunto. Pero {w,, w.} es una base ortogonal para este subespacio,
y entonces T*L,T.(w,) debe ser un mdltiplo de w.. Asi, T*L\T.(w)) = aw.
para algin escalar a. Como T, y A son invertibles, también T*L,T, lo es.
Luego a0, demostrando asi (a). La demostracién de (b) es seme-
jante. W

Corolario. Sea B, = [T,]s, donde B es la base ordenada estindar para R'. En-

fonces

(a) B*AB, - A.
(b) Tfl.\T\-: L.

Dejaremos como ejercicio la prueba del corolario. Para algunas suge-
rencias, véase el Ejercicio 4.

Consideremos ahora la situacién cuando ha transcurrido un segundo
desde que los origenes S'y S’ coincidieran medido por el reloj C. Como el
origen de §’ se desplaza a lo largo del eje x con una velocidad v medida
en S, sus coordenadas espacio-tiempo relativas a S y C son

v

0

0

1
De la misma manera, las coordenadas espacio-tiempo para el origen de
S’ relativas a S’ y a C’ deben ser

0

0

0

/

para algun ¢ > 0. Entonces tenemos que

v 0
0 0
T, = ara algin ¢ > 0. 3
0 0 p 8 > (3)
1 t
Por el corolario del Teorema 7.13
v v v v
0 0 0 0
THLT ], =|L =0 —1 4)
““lol]o “Tollo (
1 1 1 1
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Pero también

v v v v 0 0
0 0 0 0 0 0
T*L,T, , = |L,T, , T, =L , = —(t")2.
““Mofllo “lo 0 “1oflo @
1 I 1 1 t t
(5)
Combinando las ecuaciones (4) y (5), concluimos que
v — 1= - () obien r: V1--v (6)
Luego, de las ecuaciones (3) y (6), obtenemos
v 0
Tv 0 _ 0 R (7)
0 0
1 1 —v?

Recuérdese luego que el origen de S se desplaza en la direccién nega-
tiva del eje x de S’ con la velocidad constante —v < 0 medida desde S'.
(Este hecho es el axioma R;.) En consecuencia, un segundo después de
que los origenes de S y §’ coincidieran medido con el reloj C, existe un
tiempo ¢ > 0 medido en el reloj C’ tal que

0 —ot’
0 0
T. = . 8)
0 (
1

0

’

t

De la Ecuacién (8) se obtiene, de una manera semejante a como se
obtuvo la Ecuacién (7), que

; 1

VT )
y, por lo tanto, de las Ecuaciones (8) y (9)
_=v
0 1 — 2
0 0
T, ol™ 0 . (10)
1 1
1= vt

El siguiente resultado se puede demostrar facilmente utilizando las Ecua-
ciones (7) y (10), y el Teorema 7.11.
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Teorema 7.14. Sea B la base ordenada estindar para R. Entonces

1 —vV

N —v? 00 =2
0 10 0
T), =B, —
(T.Js 0 0 1 0
—vV 1
v 00 o=

Contraccién del tiempo

Una conclusién por demds curiosa y paraddjica se deriva si aceptamos la
teoria de FEinstein, la de la contraccién del tiempo. Supdngase que un
astronauta abandona nuestro sistema solar en una nave espacial que viaja
a una velocidad fija v medida con respecto a nuestro sistema solar. Se
tiene de la teoria de Einstein que al final del tiempo ¢ medido desde la
Tierra, el tiempo que habra transcurrido en la nave espacial es Unicamente
tV1--v2 Para establecer este resultado, considérense los mismos siste-
mas de coordenadas Sy S’ y los relojes C y C’ que estudiamos antes. Su-
péngase que el origen de S’ coincide con la nave espacial y que el origen
de S coincide con un punto en el sistema solar (estacionario con relacion
al Sol), de manera que los origenes de S y S’ coincidan y los relojes C
y C’ den una lectura de cero en el momento en el que el astronauta
inicia su viaje.

Visto desde S, las coordenadas espacio-tiempo del vehiculo en cual-
quier instante 7 > 0 medidas por C son

mientras que vistas desde S’ las coordenadas espacio-tiempo del vehiculo
en cualquier instante 7 > 0 medidas por C’ son

0
0
0

’

t

Pero si dos conjuntos de coordenadas de espacio-tiempo
vt 0
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describen el mismo evento, debe tenerse que

vt 0
0 0
T, =
0 0
t t
Luego entonces

1 —v
T — 02 00 1 — v ot 0
0 1 0 0 0o (O
0 0 1 0 of |o
—v 1 t t

1 —v? 00 1 —v?

De la ecuacién anterior se tiene que

— vt t
_|_

— =1, o bien ¢+ (V1 —v? (1)
vI1—v V1—2?

Este es el resultado deseado.
Una consecuencia dramatica de la contraccion del tiempo la propor-
ciona el Ejercicio 9 al final de esta seccion.

Hagamos una consideracién adicional. Supéngase que las unidades de
distancia y tiempo que consideramos son unidades que se usan mas comun-
mente que el segundo-luz y el segundo, tales como la milla y la hora, o
el kilémetro y el segundo. Sea ¢ la velocidad de la luz en las unidades
que hayamos seleccionado para la distancia y el tiempo. Se puede ver
facilmente que si un objeto viaja a una velocidad v relativa a un conjunto
de unidades, entonces viaja a una velocidad v/c en unidades de segundos-
luz por segundo. Asi, para un conjunto cualquiera de unidades de distancia
y tiempo, la Ecuacion (11) se transforma cn

. v?
M

EJERCICIOS

1.

2.

Demostrar los incisos (b), (c) y (d) del Teorema 7.11.

Completar la demostracién del Teorema 7.12 para el caso £ < 0.
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3. Para

ny -

_— 0 O

demostrar que
(a) {wi, w.} es una base ortogonal para L({e, e}).
(b) L({e, e}) es T*L,T,~invariante.

4. Demostrar el corolario del Teorema 7.13.
Sugerencias:

(a) Demostrar que

p 00 g
BMB”=010 of
001 o
—q 0 0 —p
donde

_a+b ~a-—b
P = ) y gq-- >

(b) Demostrar que g = 0 utilizando el hecho de que B*AB, es autoad-
junta.
(¢) Aplicar el Teorema 7.12 a

0
1
w =
0
1
para demostrar que p = 1.
5. Demostrar que
—v
0 A1 — 02
l%l=] © [Ec. (10)].
0 0
1 1
T — o2

Sugerencia: Utilizar una técnica similar a la que se empled en la obtencién
de la Ecuacioén (7).
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Dados tres sistemas coordenados S, §' y S$” con ejes correspondientes (x, x,
x5y, ¥, 9"y z, Z, 2") paralelos y tales que los ejes x, x' y x’ coinciden.
Supdngase que S’ se mueve delante de S con una velocidad », > 0 (medida
en S), S” se mueve delante de S’ con una velocidad v, > 0 (medida en §’)
y $” se mueve delante de S con una velocidad v, > 0 (medida en S), y que
existen tres relojes C, C’ y C” tales que C es estacionario con relacién a
S, C’ es estacionario con relacién a §' y C” es estacionario con relacion
a §”. Supdngase que cuando en cualquiera de los tres relojes se mide el
tiempo cero, los origenes de S, §' y $” coinciden. Suponiendo que T., = T,,T,,

(esto es B,, - B,,B,, ), demostrar que
vt
YT + v,

Nétese que el sustituir ¢, == 1 en la ecuacién anterior se obtiene », == 1. Esto
nos dice que la velocidad de la luz medida en S o §’ es la misma. ;Por qué
nos sorprenderia si esto no ocurriera?

Calcular (B,)"'. Demostrar que (B,)' == B.,,. Concliyase que si S’ se
mueve a una velocidad negativa v relativa a §, entonces [T.]s*~ B,, donde
B, tiene la forma dada en el Teorema 7.14.

Supdngase que un astronauta abandoné la Tierra en el afio de 1776 y viaj6
a una estrella situada a 99 afos luz de la Tierra a una velocidad de 99%
de 1a velocidad de la luz, y llegando a la estrella emprendié de inmediato el
regreso a la Tierra a la misma velocidad. Considerando la teoria especial
de la relatividad de Einstein, demostrar que si el astronauta tenia 20 afios de
edad en el momento de su partida, regresaria a la Tierra a la edad de 48.2
afios en el afio de 1976. Explicar la utilidad del Ejercicio 7 al resolver
este problema.

Recuérdese la nave espacial en movimiento considerada en el estudio de la
contracciéon del tiempo. Supéngase que el vehiculo se desplaza hacia una
estrella fija localizada en el eje x de S a una distancia de b unidades del
origen de S. Si la nave espacial viaja hacia la estrella a una velocidad v,
los habitantes de la Tierra (que permanecen ‘“‘casi” estacionarios con respecto
a §) calcularan que el tiempo que le toma al vehiculo alcanzar la estrella
es t = b/v. Debido al fenémeno de contraccion del tiempo el astronauta
percibird un tiempo de 7 = ¢V 1 —v* = (b/v) V1 — v*. Aparece una para-
doja en el hecho de que el astronauta percibe un tiempo inconsistente con
una distancia b y una velocidad v. Pero la paradoja se resuelve observando
que la distancia desde el sistema solar a la estrella medida por el astronauta
es menor que b.

Suponiendo que los sistemas coordenados S y 8’ y los relojes C y C’
son los descritos en la exposicion de la contraccion del tiempo,
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(a) Discutir que en el tiempo ¢ (medido en C) las coordenadas espacio-
tiempo de la estrella relativas a S y C son

b
0
0
t

(b) Demostrar que en el tiempo ¢ (medido en C) las coordenadas espacio-
tiempo de la estrella relativas a 8’ y C’ son

b — vt
1 —v?
0
0

t — bv
T —v?
(c) Haciendo
b— tv t— bv

’ J—

X =y - —

VT T v

demostrar que x' - bV 1 — vz — (p,

Este resultado se puede interpretar como que en el tiempo ¢ medido por el
astronauta, la distancia del astronauta a la estrella, medida por el astro-
nauta (ver la Fig. 7.3), es

bVl —v? — o

'

(x, 0, 0)
] , coordenadas
¢ C relativas

< G ™

B '\ T < (estrella)
(b, 0, 0)
coordenadas
relativas
figura 7.3 as

(d) Concluyase de esto que

(1)  La velocidad de la nave espacial con respecto a la estrella me-
dida por el astronauta es .
(ii) La distancia de la Tierra a la estrella medida por el astronauta

es byl - v
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Asi, las distancias a lo largo de la linea de movimiento del vehiculo espa-
cial aparecen contraidas por un factor de V1 — v=.

7.5 OPERADORES NORMALES Y AUTOADJUNTOS

En esta secciébn demostraremos que en cualquier espacio con producto
interior dimensionalmente finito existe una clase de operadores lineales to-
talmente determinados por sus eigenvalores. Especificamente, para un tal
operador lineal T, existe una base ortonormal de eigenvectores 8. Dado que
las matrices que representan a T y T* en la base ordenada 8 son matrices
diagonales, tales matrices conmutan; por lo tanto, la condicion TT* /= T*T
se hace necesaria para la existencia de tal base 8. Demostraremos que para
espacios complejos con producto interior esta condicién también es sufi-
ciente.

Definiciones. Sea V un espacio con producto interior, y sea T un operador lineal
en V. Decimos que T es normal si TT* = T*T. Una matriz A de n X n es
normal si AA* = A*A.

Nétese que si 8 es una base ortonormal finita formada por eigenvec-
tores de T, entonces T es normal si y s6lo si [T]g es normal. Por supuesto,
cualquier matriz diagonal es normal.

Si V no es dimensionalmente finito, entonces para que T sea normal
es necesario que T* exista.

Con el objeto de construir una base ortonormal de eigenvectores para
un operador normal T, debemos demostrar primero que cualquiera de estos
operadores tiene al menos un eigenvector. Para este resultado requeri-
mos del siguiente teorema.

Teorema 7.15. Sea V un espacio con producto interior, y sea T un operador
normal en V. Entonces
(a) [T = |[T*(x)!| para toda x €V.
(b) T — ¢l es normal para toda cCF. _
(c) Si X es un eigenvalor de T, entonces X es un eigenvalor de T*.

De hecho, T(x) = Ax implica que T*(x) = AX.
(d) Si X, y X, son distintos eigenvalores de T con eigenvectores co-
rrespondientes X, y X,, entonces X, y X, son orlogonales.
DEMOSTRACION.
(a) Para cualquier x €V, tenemos que
[ T(x)| (T(x), T(x)) = (T*T(x), x)
= (TT*(x), x) = (T*(x), T*(x)) = [|T*(x)|[*

La demostracién de (b) se deja como ejercicio.

2

Il
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(c) Sea U=T — Al y supongase que T(x) = Ax para alguna x €V.
Entonces U(x) = 0, y en virtud de (a) y (b) tenemos que
= [V = TU*@) |l = [I[(T* — D) || = || T*(x) — Ax]|.

Por lo tanto T*(x) = Ax.
(d) Sean A, y A, distintos eigenvalores de T con eigenvectores corres-
pondientes x, y x.. Entonces, utilizando el inciso (c), tenemos que
M(x, x) = ()\1x1, X)) = (T(x,), X2)
= (X, T* (X)) 7 (X, Aexz) = Ao(xy, X2).

Como A, = X, concluimos que (x;, x,) = 0.

Corolario 1. Sea T un operador normal en un espacio con producto interior V,

Y sea 8 una base ortonormal para \. Entonces B estd formada por eigen-
vectores de T si 'y solo si B estd formada por eigenvectores de T*.

Como se mencioné anteriormente, existe un fuerte paralelismo entre el
complejo conjugado de un niimero complejo y el adjunto de un operador
lineal. (Véase, por ejemplo, el Teorema 7.10.) Los nimeros reales pue-
den caracterizarse como aquellos nimeros complejos que son iguales a sus
complejos conjugados. Si consideramos la condicién T = T* para un ope-
rador lineal, veremos que se tienen muchas de las propiedades de los
nimeros reales para dichos operadores. De hecho, veremos (en el Ejer-
cicio 5) que todo operador puede escribirse en la forma T, + iT,, donde
T, y T, satisfacen la condicién anterior. Asimismo, todos estos operadores
tienen Uinicamente eigenvalores reales.

Definiciones. Sea V un espacio con producto interior, y sea T un operador lineal

en V. T se denomina operador autoadjunto (0 Hermitiano) si T = T*. Una
matriz A de n x n es autoadjunta (0 Hermitiana) si A = A*,

Asi, para el caso de matrices reales, ser autoadjunta equivale a ser
simétrica.

Es fécil ver que si 8 es una base ortonormal finita para V, entonces T
es autoadjunto si y sélo si [T]s es autoadjunta.

Notese también que cualquier matriz diagonal que tenga al menos un
elemento no real es normal pero no autoadjunta. Por supuesto, las matrices
autoadjuntas son normales.

Eijemplo 20. Sea V = R* entonces V =W, P W,, donde W, = L({(1,
1)}) y W. = L({(0, 1)}). Sea T la proyeccién en W, tal que N(T) = W,;
esto es, T(a, b) = (a, a). Si 8 = {e,, e.}, entonces

A==} ).
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« (1 1
0 o)
un cdlculo sencillo muestra que AA* = A*A. Asi pues, T no es ni auto-
adjunto ni normal.

Dado que

Veremos en la Seccion 7.5 que un tipo especial de proyeccién T, llama-
da “proyecci6n ortogonal” (1a que tiene la propiedad de que R(T) = N(T)L),
es siempre autoadjunta.

Corolario 2. Sea T un operador lineal autoadjunto en un espacio con producto
interior V. Si A es un eigenvalor de T, entonces A es un niimero real.

DEMOSTRACION. Sea x un eigenvector correspondiente al eigenvalor A.
Por el inciso (c) del teorema anterior tenemos que

Ax = T(x) = T*(x) = ax.

Como x 5= 0, tenemos que A = X; por lo tanto X es real. [ |

En el Teorema 7.16 demostraremos que una cierta clase de operador
lineal posee siempre un eigenvalor.

El lector observard que las hipétesis de este teorema estin divididas
en dos casos, F =R y F = C. La razén de esto se hari evidente en el
punto de la demostracién donde deseemos obtener un cero del polinomio
caracteristico, ya que, aunque muchos polinomios de valor real no tienen
ceros (reales), el teorema fundamental del dlgebra (Apéndice D) garan-
tiza este resultado para los polinomios de valor complejo.

Teorema 7.16. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre F,
y sea T un operador lineal en V.

(a) Si V es un espacio vectorial complejo (esto es, si F = C), en-
tonces T tiene un eigenvalor.

(b) Si V es un espacio real con producto interior (o sea, si F = R)
¥ T es autoadjunto, entonces T tiene un eigenvalor (real).

DEMOSTRACION.  Supdngase que dim(V) = n, y sea f el polinomio carac-
teristico de T.

(a) Si F = C, entonces el teorema fundamental del algebra garanti-
za que f tiene un cero. Por tanto, T tiene un eigenvalor.

(b) Si V es un espacio real con producto interior, sea 8 una base
ortonormal para V. Entonces 4 = [T]g es autoadjunta y tiene elementos
reales.

Definase a T;: C"— C" mediante T,(x) = Ax. De (a) se tiene que
T, tiene un eigenvalor A\. Como la matriz de T, en la base ordenada estian-
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dar para C* es A4, tenemos que T, es autoadjunto y, por lo tanto, segiin
el Corolario 2 del Teorema 7.15, A es real. Luego entonces, el polinomio
f(t) = det(A — tI) tiene el cero real A y entonces T tiene al eigenva-
lorx. B

Teorema 7.17(C). Sea V un espacio con producto interior, complejo y dimen-

sionalmente finito, y sea T un operador lineal en V. Entonces T es normal
si 'y s6lo si V tiene una base ortonormal formada por eigenvectores de T.

Teorema 7.17(R). Sea V un espacio con producto interior, real y dimensional-

mente finito, y sea T un operador lineal en V. Entonces T es autoadjunto
si 'y solo si V tiene unma base ortonormal formada por eigenvectores de T.

DEMOSTRACION. Supondremos primero que T es o normal o autoadjunto
y luego obtendremos la base ortonormal adecuada. La demostracién se hard
por induccién sobre n = dim(V).

Si n =1, entonces V = L({x}) para alguna x =4 0. En este caso es
obvio que {(1/||x||)x} es una base ortonormal formada por un eigen-
vector de T.

Ahora supéngase que el resultado es cierto para operadores normales
[autoadjuntos] en espacios con producto interior de dimensién 7 — 1.
Demostraremos que el resultado es cierto para el operador T en V.

Por el Teorema 7.16, T tiene un eigenvalor A,; sea x, un eigenvector
asociado. Supondremos que ||x,|| = 1. Sea W = L({x,}). De acuerdo con
el Teorema 7.15, x, es también un eigenvector de T*, de manera que evi-
dentemente W es T- y T*-invariante. Por el Ejercicio 6, W' es también
T- y T*-invariante; por tanto, por el mismo ejercicio, Ty~ es normal [auto-
adjunto] puesto que T lo es. Del Corolario 2 del Teorema 7.6 tenemos
que dim(W+') = n — 1. Por Io tanto, podemos aplicar la hipétesis de induc-
cién a T, para producir una base ortonormal {x,, ..., x,} para W}
formada por eigenvectores de Ty~ vy, por lo tanto, de T. Se infiere facil-
mente {x,, ..., x,} es la base ortonormal para V deseada.

La primera parte de la demostracién, que es la més dificil, queda ter-
minada. Ahora supongamos que {x,, ..., x,} es una base ortonormal
formada por eigenvectores de T con T(x;) = Aux; para | <i < n.

St V es un espacio complejo con producto interior, entonces por el
Teorema 7.15

TT*)(x,) = T(Tixl’) = }:T(Xi) = /Tilixi =|A:*x; para 1 <i<n.

Anilogamente,
(T*T) (x;) = X%, para 1 <i <n.

Por lo tanto, T es normal.
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Por otra parte, si V es un espacio real con producto interior, entonces
A; es real para 1 <i < n. Asi,

T(x;) = Ak = Aix; = T*(x;) para 1<i<n
y, por lo tanto, T es autoadjunto.

Con el objeto de ver por qué la condicién de normalidad en un espacio
real con producto interior no es suficiente para garantizar ni siquiera un
eigenvector, basta con que consideremos las rotaciones. Sea 0 < 0 <= y
definase a T: R?— R? como la rotacién en un édngulo 4. La matriz de T
en la base ordenada estindar es

4= cos 0 —sene)
sen 6 cos b/’

Es facil ver que A4* =1 = A*A pero que A -~ A*. Es geométricamente
evidente que tal rotacién no tiene eigenvectores.

Concluiremos esta seccién con un ejemplo de un operador normal en
un espacio complejo con producto interior que jno tiene eigenvectores!
Asi pues, la hipdtesis de que V sea dimensionalmente finito es crucial en
el Teorema 7.17(C), asi como en el Teorema 7.16.

Ejemplo 21. Considérese el espacio con producto interior H anterior-
mente definido, y sea x; = e**". Supéngase que V = L({x:: k es un en-
tero}). Evidentemente 8 = {x;: k es un entero} es una base ortonormal
de V. Selecciénense ahora operadores lineales T y U en V tales que
T(xx) = Xk1 ¥y U(xx) = xx-, para todo entero k. Entonces

(T(xi), ;) = (Xis1, X;) = 8(ieny; = 8iqjon
= (xi, xj0) = (x5, U(x;)).

Se infiere que U = T*. Ademds, TT* = | = T*T y entonces T es normal
Para cualquier elemento x €V tenemos que

para alguna k y escalares a;, y entonces

k
\ T(x) = 2 aixin.
i=-K
Como S es independiente, se infiere que T no tiene eigenvectores.
La condicién de que TT* = | = T*T, la cual aparecié en los Gltimos dos
ejemplos, serd considerada en la seccién siguiente.
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EJERCICIOS

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Supdngase que
los espacios con producto interior subyacentes son dimensionalmente finitos.

(a) Todo operador autoadjunto es normal.

(b) Los operadores tienen los mismos eigenvectores que sus adjuntos.

(c) Si T es un operador en un espacio con producto interior V, entonces
T es normal si y sélo si [Tl es normal, donde 8 es cualquier base
ordenada para V.

(d) Una matriz 4 es normal si y sélo si L, es normal.

(e) Los eigenvalores de un operador autoadjunto deben ser todos reales.

(f)  Los operadores identidad y nulo son autoadjuntos.

(g) Todo operador normal es diagonalizable.

(h) Todo operador autoadjunto es diagonalizable.

Para cada uno de los siguientes operadores lincales, determinar si son
normales, autoadjuntos o ninguno de los dos.

(a) T: R*— R? definido mediante T(a, b) = (2a — 2b, —2a + 5b)

(b) T: C— C? definido mediante T(a, b) = (2a + ib, a + 2b)

(¢) yT: P,(R) - P.(R) definido mediante T(f) =7f.

Para el inciso (a), encontrar una base ortonormal para R* formada por
eigenvectores de T.

Sean T y U operadores autoadjuntos en un espacio ‘con producto interior.
Demostrar que TU es autoadjunto si y s6lo si TU'= UT.

Demostrar el inciso (b) del Teorema 7.15.

Sea V un espacio complejo con producto interior, y sea T un operador lineal
en V. Definase

1 1
To=—(T+T* 2= (T = T%).
N )y Te= )

(a) Demostrar que T, y T, son autoadjuntos y que T = T, + /T..

(b) Suponer también que T = U, + iU., donde U, y U. son autoadjuntos.
Demostrar que U, = T, y U, =T.

(c) Demostrar que T es normal si y sélo si T,T. = T.T,.

Sea T un operador lineal en un espacio con producto interior V, y sea W
un subespacio T-invariante de V. Demostrar las cuestiones siguientes.

(a) Si T es autoadjunto, entonces también Ty lo es.
(b) WL es T*-invariante.
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(c) Si W es T- y T*-invariante, entonces (Ty)* = (T*)y.
(d) Si W es T- y T*-invariante y T es normal, entonces Tw es normal.

Sea T un operador normal en un espacio complejo con producto interior
dimensionalmente finito V, y sea W un subespacio de V. Demostrar que si
W es T-invariante, entonces W es también T*-invariante. Sugerencia: Utili-
zar el Ejercicio 10(d) de la Seccién 5.4,

Sea T un operador normal en un espacio con producto interior dimensio-
nalmente finito V. Demostrar que N(T) = N(T*) y R(T) = R(T*). Suge-
rencia: Utilizar el Teorema 7.15 y el Ejercicio 12 de la Seccién 7.3.

Sea T un operador autoadjunto en un espacio con producto interior dimen-
sionalmente finito V. Demostrar que para toda x €V

T == ixl[* = ([T [+ |[[xf]*
Deducir que (T — il) es invertible y que [(T — il)"']* = (T + i)

Supéngase que T es un operador lineal en un espacio complejo con producto
interior (no necesariamente dimensionalmente finito) V con un adjunto T*.
Demostrar que

(a) Si T es autoadjunto, entonces (T(x), x) es real para toda x€V.

(b) Si T satisface a (T(x), x) = O para toda x €V, entonces T = T,.
Sugerencia:  Sustituir a x por x + y y luego por x + iy y expandan-
se los productos interiores resultantes.

(c) Si (T(x), x) es real para toda x €V, entonces T = T*.

Sea A una matriz real de n x r. Se dice que 4 es una matriz Gramiana si
existe una matriz real B (cuadrada) tal que 4 = B'B. Demostrar que A
es una matriz Gramiana si y sélo si 4 es simétrica y todos sus eigenvalores
son no negativos. Sugerencia: Aplicar el Teorema 7.17(R) a L, para
obtener una base ortonormal {x,, ..., x,} de eigenvectores con los eigen-
valores asociados \,, ..., \,.

Sea T un operador autoadjunto en un espacio con producto interior n-di-
mensional V, y sea 4 = [T]g, donde B es una base ortonormal para V.
Se dice que T es definido [semidefinido] positivo si (T(x), x) > O para toda
x#=0[(T(x), x) > O para toda x]. Demostrar

(a) T es definido [semidefinido] positivo si y sélo si todos sus eigenvalores
son positivos [no negativos).

(b) T es definido [semidefinido] positivo si y sélo si L, también lo es.
(c) T es definido positivo si y sélo si

S A aa; >0 para todas las n-adas no nulas (a, ..., a,).
i
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(d) T es semidefinido positivo si y s6lo si 4 es una matriz Gramiana (tal
como se definié en el Ejercicio 11).

La composicién de dos operadores definidos positivos ¢es definido positivo?

Diagonalizacion simultdnea.

(a) Sea V un espacio con producto interior, real y dimensionalmente fini-
to, y sean U y T operadores autoadjuntos en V tales que UT = TU.
Demostrar que existe una base ortonormal para V formada por vec-
tores que son eigenvectores de U y de T. (La versién compleja de
este resultado aparece como el Ejercicio 10 de la Seccién 7.9.) Suge-
rencia: Para cualquier eigenespacio W = E, de T tenemos que W
es T- y U-invariante. Por el Ejercicio 6 tenemos que W' es T- y U-in-
variante. Aplicar el Teorema 7.17(R) y el Teorema 7.6.

(b) Enunciar y demostrar los resultados andlogos acerca de matrices si-
métricas (reales) conmutativas.

Sea T un operador lineal en un espacio con producto interior dimensional-
mente finito V. Demostrar lo siguiente.

(a) SiB={xi, ..., x,} s una base ordenada para V, entonces [T]g es
triangular superior si y s6lo si T(x;) €L({x,, ..., x;}) para j=
=1,...,n

(b) Si V es un espacio complejo con producto interior, entonces existe
una base ortonormal y para V tal que [T]y es triangular superior.
Sugerencia: Utilizar induccién sobre n = dim (V). Escéjase un eigen-
vector x de T* y sea W = L({x}). Apliquese la hipétesis de induc-
cién a W' que, de acuerdo con el Ejercicio 6(b), es T-invariante.

(c) Toda matriz compleja A es similar a una matriz triangular superior.

Demostrar el teorema de Cayley-Hamilton para una matriz compleja A de
n x n; esto es, si f es el polinomio caracteristico de A, demostrar que
f(A) = 0. Sugerencia: De acuerdo con el inciso (c) del Ejercicio 14,
demostrar que es posible suponer que A es triangular superior, en cuyo caso

£ =TT (i — 0.

Ahora bien, si T = L,, tenemos que (A;;| — T)(x;) EL({xy, ..., Xja}),
donde {x,, ..., x,} es la base ordenada estiandar para C".

EL CONDICIONAMIENTO Y EL COCIENTE DE RAYLEIGH
En la Seccioén 3.4 estudiamos técnicas especificas que nos permitieron re-

solver sistemas de ecuaciones lineales de la forma AX = b donde A4 es
una matriz de m X n y b es un vector de » x 1. Tales sistemas surgen
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a menudo en las aplicaciones a la vida real. Los coeficientes del sistema
se obtienen a partir de datos experimentales y en muchos casos m y n
son tan grandes que es necesario utilizar una computadora para obtener
la solucién. Asi pues, debemos considerar dos tipos de errores. Primero,
hay errores experimentales que surgen en la recopilacion de la informacién
puesto que ningtn instrumento puede permitir realizar medidas totalmente
exactas. Segundo, las computadoras introduciran errores de redondeo. In-
tuitivamente se puede sentir que cambios relativamente pequefios en los
coeficientes del sistema provocardn errores relativamente pequefios en la
solucién. Un sistema que tiene esta propiedad se denomina bien condicio-
nado; de lo contrario el sistema se llama pobremente condicionado.

Consideraremos ahora algunos ejemplos de estos tipos de errores, con-
centrandonos principalmente en los cambios en b més bien que en los
cambios de los elementos de 4. Ademas, supondremos que A es cuadrada,
compleja (o real) e invertible puesto que este es el caso que se encuentra
con mas frecuencia en las aplicaciones.

Ejemplo 22. Considérese el sistema

J'xl +x, =35
B 1.

3
2 )
Ahora supéngase que cambiamos un poco al sistema y considérese el nue-
vo sistema
x, +x, =15
x, — x. = 1.0001.
Este sistema modificado tiene la solucién
3.00005
1.99995 J°
Vemos que una modificacion de 10-* en uno de los coeficientes ha modi-

ficado en menos de 10-* a cada una de las coordenadas de la nueva
soluciéon. Mis generalmente, el sistema

1l

La solucién de! sistema sera

Jx,+x::
Lx, - x,=1+3

tiene como soluciéon a

e,

[STESPR )
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Por lo tanto, pequefios cambios en b introducen pequenos cambios en la
solucién. Por supuesto, estamos realmente interesados en los ‘“‘cambios
relativos” puesto que un cambio en la solucién de, por ejemplo, 10 se
considera grande si la solucién original es del orden de 10 pero pequeiio
si la solucién original es del orden de 10°.

Introduciremos la notacién 8b para representar al vector b’ — b, donde
b es el vector del sistema original y b’ es el vector del sistema modificado.
Asi, en el Ejemplo 22, tenemos que

w=(134) - (1) = (3)

Definiremos ahora el cambio relativo en b como el escalar H8b'i/ b,
donde |i-|' denota la norma estandar en C» (0 R"); esto es b =
= V (b, b). La mayor parte de lo que sigue, sin embargo, es cierto para
cualquier norma. Definiciones semejantes se cumplen para el cambio rela-
tivo en x. Asi, en el Ejemplo 22,

1861l _ 101, wxn:H@ffﬁﬁi)—(i)H 18]

-~ 11 - L —

61~ /26 Illxll “(3)H =2
2

De manera que el cambio relativo en x es igual, coincidentemente, al
cambio relativo en b y, por lo tanto, el sistema esti bien condicionado.

Eiemplo 23. Considérese el sistema

x, + X, =3
JLx, + 1.00001x, = 3.00001,

el cual tiene a

()

como solucion. La solucién para el sistema relacionado

x, + X, = 3
x; + 1.00001x, = 3.00001 + §

(2~ (107)8
1+ (10%)8 /"

€s

Por lo tanto,

l[ox]|

[l

= (v %) 10%5| = 1045,
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mientras que

[8bl] _ i3
bl — 5

Tenemos que el cambio relativo en x es al menos ;10* veces el cambio
relativo en b! El sistema estd muy pobremente condicionado. Obsérvese
que las lineas rectas definidas por las dos ecuaciones de este sistema son
casi coincidentes, de modo que una pequefia modificacién en cualquiera
de las rectas alteraria en gran medida el punto de interseccion, esto es,
la solucién del sistema.

Para aplicar toda la fuerza de la teoria de las matrices autoadjuntas
al estudio del condicicnamiento, necesitamos tener la nocién de norma de
una matriz. (Ver Ejercicio 22 de la Seccién 7.1 para otros resultados
sobre normas.)

Definicién. Sea A una matriz compleja (o real) de n x n. Definase la norma
(Euclidiana) de A mediante

A
1A ] = max 1221

e X1

donde x €C* (o0 R").

Vemos intuitivamente que ||4|l representa la “ampliacién méxima de
un vector mediante la matriz A.

La cuestién si este maximo existe o no, asi como el problema de
cémo calcularlo, serdn resueltos por medio del llamado “cociente de Ray-

leigh”.

Definicién. Sea B una matriz autoadjunta de n x n. El cociente de Rayleigh
para x == 0 se define como el escalar R(x) = (Bx, x)/|!x||>.

Teorema 7.18. Para una matriz autoadjunta B tenemos que max R(x) es el

mayor eigenvalor de B y min R(x) es el minimo eigenvalor de B.
X*0

DEMOSTRACION. Por el Teorema 7.17 podemos seleccionar una base orto-
normal {x,, ..., x,} de eigenvectores de B tales que Bx; = \ix;, 1 <
< i< n donde A, > X, > ... > X, (Recuérdese que, por el Corolario 2
del Teorema 7.15, los eigenvalores de B son reales.) Ahora bien, para
X €C" (o R") existen escalares a,, ..., a, tales que

x = ax;

[
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por lo tanto

R(x) — (Bx,x) (1:2:1 a.'}wxis; ajxj) [E:I Aila; P _ Ay ,ZI la,|* r
Fxfz [ x ]2 IR e [ R

Es facil ver que R(x,) = A, por lo que, con esto, hemos demostrado
la primera mitad del teorema. La segunda mitad se demuestra de una
manera semejante. i

Corolario 1. Para cualquier matriz cuadrada A, lAll es finita y, de hecho, es
igual @ \/ \, donde X\ es el mayor eigenvalor de A*A.

DEMOSTRACION.  Sea B la matriz autoadjunta A*A, y sea X el mayor eigen-
valor de B. Como, para x = 0,

0 < {| Ax ]2 _ (4x, Ax) _ (4*4x, x) _ (Bx, x)
ol Il x[? x| Tx]P?

= R(x),
tenemos del Teorema 7.18 que ||4[[* = . W

Obsérvese que la demostracion del Corolario 1 muestra que todos los
eigenvalores de 4*A4 son no negativos. Para el siguiente corolario nece-
sitamos del lema siguiente.

Lema. Para cualquier matriz cuadrada A, \ es un eigenvalor de A*A si y solo
si A es un eigenvalor de AA*.

DEMOSTRACION. Sea A un eigenvalor de A*4. Si A = 0, entonces A*A
no es invertible. Por lo tanto, 4 (y A*) no es invertible, de manera que
A es también un eigenvalor de AA4*. La prueba de la reciproca es se-
mejante.

Supéngase ahora que X % 0. Entonces existe x =% 0 tal que A*Ax =
= Mx. Aplicando 4 a ambos lados tenemos que (AA*)(Ax) = A(Ax).
Como Ax +# 0 (pues de lo contrario Ax = 0), tenemos que A es un eigen-
valor de AA*. La reciproca se deja como ejercicio. [l

Corolario 2. Sea A una matriz invertible. Entonces A = 1/ VX, donde A
es el eigenvalor mds pequeiio de A*A.

DEMOSTRACION.  Haremos uso de la observacién de que A es un eigen-
valor de una matriz invertible si y sélo si o' es un eigenvalor de su

inversa.
Ahora bien, sean A, > X, > ... >\, los eigenvalores de 4*A4, los
cuales, por el lema, son los eigenvalores de 44*. Entonces A ' < es igual

al mayor eigenvalor de (A ')*A4~" = (AA4*)-'_ el cual es iguala t/x,. W
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Para muchas aplicaciones, unicamente los eigenvalores mayor y menor
son de interés. Por ejemplo, en el caso de los problemas de vibracion, el
eigenvalor mas pequefo representa la minima frecuencia a la que las vibra-
ciones pueden ocurrir.

Veremos el papel de ambos eigenvalores en nuestro estudio de condi-
cionamiento.

Ejemplo 24. Sea

1 0 1
A=|—-1 1 0}
.0 1 1
Entonces
2 -1 1
B = A*4A = (—-1 21
I 1 2
Los eigenvalores de B son 3, 3 y 0. Por tanto, |[4]| = V3. Para cualquier
a
x=|b]#0,
c

podemos calcular R(x) para la matriz B como

(Bx, x) _2(a'~'+b'~’+c’~’—ab+ac+bc)
||x][? at + b* + ¢

3>R(x) =
para toda a, b, c€R.

Ahora que sabemos que ||4|| existe para toda matriz cuadrada, utiliza-
remos la desigualdad ||Ax|| < ||4]|-||x||, ]a que se cumple para toda x.

Supéngase, para lo que sigue, que A es invertible, b=£0y Ax = b.
Para una 8b dada, sea 8x el vector que satisface a A(x + 8x) = b + 8b.
Entonces A (8x) = 8b, y asi x = A7'(8b). Por lo tanto,

Wbl =l Ax| < [ All-lix]l y  1ox|l=114"'@D) [ < 147" |-l 6b].
Asi, tenemos que

161l _ (A= 1-18b -1l Al _ oy (VGBI
el = 57 = 41041 ()

De una manera analoga,

i 18611\ _ lI8xl
HAH-HA“‘H(HbH)g 1]

El numero ||AH - ||4-1[] se llama niimero condicional de A 'y se denota
por cond(A). Debe hacerse notar que la definicién de cond(A) depende
de como definimos la norma de 4. Existen muchas maneras razonables de
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definir la norma de una matriz. De hecho, la unica propiedad que utili-
zamos ‘para establecer las desigualdades anteriores fue que !'|4xji < !lA|]
'| - !'x!| para toda x. Resumamos lo anterior con el teorema siguiente.

Teorema 7.19. Para el sistema Ax = b donde A es invertible y b=£0, tene-

mos los dos resultados siguientes:

I 1Ib)l _ [|8x]]

@ ond@® 16T = x|

< cond(A) 1= llob] (para cualquier rorma | - ||).

ol

(b) cond(A) _N/ j’ , donde \, y M. son los eigenvalores mayor y

menor respectivamente, de A*A. (En este inciso suponemos que

I - |l es la norma Euclidiana, definida en esta seccion.)

DEMOSTRACION.  El enunciado (a) se obtiene de las desigualdades ante-
riores y el (b) de los Corolarios 1 y 2 del Teorema 7.18. [ ]

Del Teorema 7.19 es claro que cond(A) > 1. Se deja como ejercicio
demostrar que cond(A4) = 1 si y sélo si A es un miltiplo escalar de una
matriz “unitaria” u “ortogonal”, definida en la Seccién 7.7. Ademas, pue-
de demostrarse con algo de trabajo que en el inciso (a) se puede obtener
la igualdad mediante una eleccién adecuada de b y 8b.

Podemos darnos cuenta de inmediato del inciso ( a) que si cond(A)
se aproxima a 1, entonces estamos seguros que un error relativo pequefio
en b obliga a un error relativo pequefio en x. Si cond(A4) es grande, sin
embargo, entonces el error relativo en x puede ser pequeiio, aun cuando
el error relativo en b sea grande, o bien el error relativo en x puede ser
grande, jaun cuando el error relativo en b sea pequefio! En pocas palabras,
cond(A4) indica Unicamente el potencial para errores relativos grandes.

Hasta ahora hemos considerado unicamente errores en el vector b. Si
existe un error 84 en la matriz de los coeficientes del sistema AX = b,
la situacién es mas complicada. Por ejemplo, 4 + 84 puede dejar de ser
invertible. Pero puede demostrarse bajo consideraciones adecuadas que se
puede dar una cota para el error relativo en x en términos de cond(A4).
Por ejemplo, si A + 84 es invertible, Forsythe y Moler (Forsythe, George
y Moler, Cleve B., Computer Solution of Liner Algebraic Systems, Pren-
tice Hall, Inc., 1976, p. 23), demuestran que

il ]
[ Hy T4
LX T+ 8x1 |

Deberia mencionarse que, en la practica, casi nunca se conoce cond(A4),
puesto que seria un gasto innecesario de tiempo calcular 4-' simplemente
para determinar la norma. De hecho, si se utiliza una computadora para
encontrar A", la inversa de 4 asi calculada tnicamente se aproximard a
A "y el error en la inversa calculada se verd afectado por la magnitud



El condicionamiento y el cociente de Rayleigh 431

de cond(A). ;Y asi caemos en un circulo vicioso! Existen, sin embargo,
algunas situaciones en las cuales se puede encontrar una aproximacion
utilizable de cond(A). Asi pues, en la mayor parte de los casos, la esti-
macion del error relativo en x se basa en la estimacién de cond(A4).

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Si AX = b esta bien condicionada, entonces cond(A4) es pequeiio.

(b) Si cond(A) es grande, entonces AX = b esta pobremente condicio-
nada.

(c) Sicond(A) es pequeiio, entonces AX = b estd bien condicionada.

(d) La norma de A es igual al cociente de Rayleigh.

(e) Lanorma de A4 es siempre igual al mayor eigenvalor de A.

Calcular las normas de las matrices siguientes.
(a) /4 0 (b) 5 3

1 3 -3 3)
©@ 1 =2 9

3

—2

0 7T 1
2
0 VA 1

Demostrar que si B es simétrica, entonces |'B!| es el mayor eigenvalor
de B.

Sean 4 y A" las siguientes:

6 13 —17 6 —4 |
A= 13 29 -—-38 y A'=1-4 11 7].
—17 -—38 50 -1 7 5

Los eigenvalores de A son aproximadamente 84.74, 0.2007 y 0.0588.

(a) Aproximar !4 , A" y cond(A). (Obsérvese el Ejercicio 3 ante-
rior.)

(b) Supdngase que tenemos vectores x y ¥ tales que Ax = b y ||b — AT
- <0.001. Utilizar (a) para determinar las cotas superiores para
¥ — A7'b- (el error absoluto) y [I¥ — A7'b,|/||A'b!; (el error rela-
tivo).

Supdngase que x es la verdadera solucién de AX = b y que una computado-
ra llega a una solucién aproximada . Si cond(A4) = 100, b'!l=1y 'b —
— AZX|| = 0.1, obtener cotas superior e inferior para 'lx — % !//ix .
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6.

10.

11.

7.7

Espacios con producto interior
Sea
211
B={1 21
d 1 2
Calcular
1
R{ -2, l|Bl| y cond(B).
3
Sea B una matriz simétrica. Demostrar que min R(x) es igual al eigenva-

il

lor méas pequefio de B.

Demostrar que si A es un eigenvalor de 4A4*, entonces A es un eigenvalor
de A*A. Esto completa la demostracién del lema del Corolario 2 del
Teorema 7.18.

Demostrar la desigualdad izquierda de (a) en el Teorema 7.19.

Demostrar que cond(A4) = 1 si y s6lo si 4 es un multiplo escalar de una
matriz unitaria u ortogonal, tal como ésta se define en la Seccién 7.7.

(a) Sean A4 y B matrices cuadradas unitariamente equivalentes, tal como
se definen en la Seccidén 7.7. Demostrar que ||4|| = 1Bl
(b) Sea V un espacio con producto interior dimensionalmente finito, y sea
T un operador lineal en V. Definase
» Ti(x)!]
[IT.| = max [ n(‘ )H‘

10 *’-x:;

Demostrar que 'IT = |[T]s', donde B es cualquier base ortonormal
de V.

(c) Sea V un espacio dimensionalmente finito con producto interior y con
una base ortonormal {x,, x,, ...}. Sea T el operador lineal en V tal
que T(xx) = kx;. Demostrar que |IT!" (definido en (b)) no existe.

OPERADORES UNITARIOS Y ORTOGONALES
Y SUS MATRICES

En esta seccién continuaremos nuestra analogia entre los numeros comple-
jos y los operadores lineales. Recordemos que el complejo conjugado de
un numero complejo actia de una manera semejante al adjunto de un
operador lineal. (Véase, por ejemplo, el Teorema 7.10.) Un nimero com-
plejo z tiene una longitud de 1| si zz = 1. En esta seccién estudiaremos
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a aquellos operadores lineales T en un espacio vectorial V tales que TT* =
= T*T = I. Veremos que éstos son justamente los operadores lineales que
“preservan la longitud” en el sentido de que ![T(x)[| = ||x|| para toda
x €V. También demostraremos que, en un espacio complejo con producto
interior, dimensionalmente finito, éstos son los operadores normales cuyos
eigenvalores tienen todos un valor absoluto de 1.

En capitulos anteriores estuvimos interesados en estudiar aquellas fun-
ciones que conservan la estructura del espacio subyacente. En particular,
los operadores lineales conservan las operaciones de suma vectorial y de
multiplicacién por escalares y los isomorfismos conservan toda la estruc-
tura del espacio vectorial. Es ahora normal considerar aquellos operadores
lineales T en un espacio con producto interior que conservan la longitud;
es decir, IT(x){| = ||x|' para toda x. Veremos que, de hecho, esta condi-
cién garantiza que T preserva el producto interior.

Definiciones. Sea V un espacio con producto interior (sobre F), y sea T un ope-
rador lineal en V. Si |'T(x)!| = ||x!! para toda x €V, llamamos a T un
operador unitario si F = C y un operador ortogonal si F = R.

Evidentemente, cualquier rotacién o reflexion en R* preserva la longi-
tud y, por lo tanto, es un operador ortogonal. Estudiaremos en la préxima
seccion a estos operadores con mucho mas detalle.

Ejemplo 25. SeaV = Hysea h€V con |h(x)| = 1 para toda x. Definase
a T: V— V mediante T(f) = hf. Entonces

T = = o [ ROIORDTG = 1

por el hecho de que |h(¢)* = 1 para toda 1. Por tanto, T es un operador
unitario.

Teorema 7.20. Sea V un espacio con producto interior, dimensionalmente finito,
y sea T un operador lineal en V. Entonces son equivalentes las siguientes
condiciones.

(a) TT* = T*T = |

(b) (T(x), T(y)) = (X, y) para toda x, y EV.

(c) Si B es una base ortonormal para V, entonces T(B) es una base
ortonormal para V.

(d) Existe una base ortonormal B para V tal que T(B) es una base
ortonormal para V.

(e) 'T(x) = "'x para toda xEV.

Por lo tanto, todas las condiciones anteriores son equivalentes a la defi-
nicién de un operador unitario u ortogonal. De (a) se deduce que todo
operador unitario u ortogonal es normal.
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Antes de probar el teorema, primero demostraremos el siguiente lema.
Compirese éste con el Ejercicio 10(b) de la Seccién 7.5.

Sea V un espacio con producto interior, dimensionalmente finito, y sea
U un operador autoadjunto en V. Si (x, U(x)) = O para toda x €V, enton-
ces U =T,

DEMOSTRACION. Por el Teorema 7.17 podemos escoger una base ortonor-
mal 8 de eigenvectores de U. Si x €8 entonces U(x) = Ax para alguna M.
Entonces

0= (x,U(x})) = (x, Ax) = X(x, x),

y A = 0. Por lo tanto, U(x) = 0 para toda x €8 y, finalmente, U =T,. W

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.20. Primero demostraremos que (a) im-
plica a (b).

Sea x, y €V. Entonces (x, y) = ((T*T)(x), y) = (T(x), T(y)).

En segundo lugar, demostraremos que (b) implica a (c). Sea g =
= {x, ..., x,} una base ortonormal para V. Entonces T(B) = {T(xy).
-+« T(xy)}. Ahora bien, (T(x;), T(x;)) = (x;, x;) = 8;;. Asi, T(B) es
una base ortonormal de V.

El que (c) implica a (d) es evidente.

Ahora demostraremos que (d) implica a (e). Sea x€V y sea B8 =
= {x1, ..., xn}. Tenemos que

”

x = X ax;

=1
para algunos escalares a; y entonces, como 8 es ortonormal,

n n n

Hx||? = (xi:n aixnj”;ajxj) =33 aia_j(-xh x;) =3 :laia_15i1 = ,i:, |a,|?

i=1 j=1 i=1

Haciendo las mismas operaciones a
n
T(x) = ZaiT(x;)
=1

y utilizando el hecho de que T(8) también es ortonormal, obtenemos
T = 3 |ail*.
o1

Por tanto |{T(x) ' = lx!|.
Finalmente, demostraremos que (e) implica a (a). Para cualquier
x €V tenemos que

Ce, x) =[xl = [[T()[[* = (T(x), T(x)) = (x, (T*T)(x)).
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Asi, (x, (I — T*T)(x)) = O para toda x€V. Sea U = | — T*T; entonces
U es autoadjunta y (x, U(x)) = O para toda x € V. Luego, de acuerdo con
el lema, tenemos que T, = U = | — T*T y por lo tanto T*T = I. Asi pues,
como V es dimensionalmente finito, T* = T-' y entonces TT* = 1.

De la definicién se infiere directamente que el valor absoluto de todo
eigenvalor de un operador unitario u ortogonal es 1. De hecho, algo mas
es cierto.

Corolario 1. Sea T un operador lineal en NV un espacio real dimensionalmente
finito con producto interior. V tiene una base ortonormal de eigenvectores
de T con eigenvalores correspondientes de valor absoluto 1 si y solo si T
es autoadjunto y ortogonal.

DEMOSTRACION.  Supéngase que V tiene una base ortonormal {x,, ..., Xn}
tal que T(x;) = A\ix; y || = 1 para toda i. Por el Teorema 7.17(R), T
es autoadjunto. Entonces (TT*)(x) = T(Aix) = A:dx; = Alx; = x; para
cada i, de modo que TT* = | y por el inciso (a) del Teorema 7.20, T es
ortogonal.

Si T es autoadjunto, entonces por el Teorema 7.17(R) tenemos que \'%

posee una base ortonormal {x,, ..., x,} tal que T(x;) = X;x; para toda i.
Como T es ortogonal, tenemos que |4,] « [ x|l = [[Ax/|| = | TGx) || = [ x:]l,
y entonces |A;| = 1 para cada i. W

Corolario 2. Sea T un operador lineal en N un espacio complejo dimensional-
menite finito con producto interior. Entonces, V tiene una base ortonormal
de eigenvectores de T con eigenvalores correspondientes cuyo valor abso-
luto es 1 si y sélo si T es unitario.

DEMOSTRACION. La demostracién es semejante a la del Corolario 1. W

Ejemplo 26. Sea T: R:— R* una rotacién por 6§, donde 0 < § < =. Es
geométricamente evidente que T “preserva la longitud”, esto es que I'T(x)|
' = !|x!| para toda x €R:. El hecho de que las rotaciones por un angulo
fijo conservan la perpendicularidad no sélo puede verse geométricamente,
sino que ahora se infiere del inciso (b) del Teorema 7.20. Probablemente
el hecho de que tal transformacién preserve el producto interior no sea tan
evidente geométricamente; sin embargo, este hecho lo obtenemos también
a partir de (b). Finalmente, una inspeccién de la matriz

cosd —send
sen 4 cos ¢
revela que T no es autoadjunto para la restriccién dada para §. Como ya

lo mencionamos anteriormente, este hecho también se infiere de la obser-
vacién geométrica de que T no tiene eigenvectores y del Teorema 7.16.
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Puede verse ficilmente de la matriz anterior que T* es una rotacién por
—6.

Ahora, examinaremos a las matrices que representan transformaciones
unitarias y ortogonales.

Definiciones. Supdngase que A es una matriz de n x n que satisface a AA* =
= A*A = 1. Llamamos a A matriz unitaria si tiene elementos complejos,
y la llamamos matriz ortogonal si tiene elementos reales.

Nétese que la condicién AA* = I es equivalente a afirmar que los ren-
glones A4,, ..., A, de A forman un conjunto ortonormal en F* para

5:/ = Iu = (AA*),, =k§ Alk(A*)kj =k§ AII:’TJ; = (An Aj)'

Puede hacerse una observacién semejante acerca de las columnas de A4
y de la condicién A*A4 = I.

Se infiere también de la definicién anterior que si V es un espacio
con producto interior y T es un operador lineal en V, entonces T es unitario

[ortogonal] si y s6lo si [T]g es unitaria [ortogonal] para alguna base orto-
normal B de V.

Eiemplo 27. La matriz

cosd —sené

sen ¢ cos 6
es claramente ortogonal. Se puede ver ficilmente que los renglones de la
matriz forman un conjunto ortonormal en R2.

Sabemos que para una matriz normal compleja A [autoadjunta real]
existe una base ortonormal B para F* formada por eigenvectores de
A. Por lo tanto, A es similar a una matriz diagonal D. Por el Teorema 5.1,
la matriz Q, cuyas columnas son los vectores de B, es tal que D = Q-14Q.
Pero como las columnas de Q son una base ortonormal para F" se infiere
que Q es unitaria [ortogonal]. En este caso decimos que A es unitariamente
equivalente [ortogonalmente equivalente] a D. Se ve ficilmente (ver Ejer-
cicio 17), que esta relacién es una relacién de equivalencia en M,,,(C)
[Mu.n(R)]. Mias generalmente, A y B son unitariamente equivalentes [or-
togonalmente equivalentes], si y sélo si existe una matriz unitaria [ortogo-
nal] P tal que 4 = P*BP.

El pérrafo anterior ya ha demostrado la mitad de cada uno de los
dos siguientes teoremas.

Teorema 7.21(C). Sea-A una matriz compleja de n x n. Entonces A es normal
si y s6lo si A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.

Teorema 7.21(R). Sea A una matriz real de n x n. Entonces A es autoadjunta
si y solo si A es ortogonalmente equivalente a una matriz real iagonal.
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DEMOSTRACION. Por las observaciones anteriores, necesitamos demostrar
tinicamente que si 4 es unitariamente [ortogonalmente] equivalente a una
matriz diagonal, entonces 4 es normal [autoadjunta].

Supéngase que A = P*DP, donde P es una matriz unitaria y D es una
matriz diagonal. Entonces AA4*= (P*DP) (P*DP)* = (P*DP) (P*D*P)=
= P*DID*P = P*DD*P.

Anilogamente A*4 = P*D*DP. Como D es una matriz diagonal, sin
embargo, tenemos que DD* = D*D. Entonces AA* = A*A.

El resto de la demostracion se deja al lector. W

_( 3 —4\,
A_(—4 —3)’

entonces 4 = A*. Los eigenvalores de L, son A, =5 y A, = —5. Corres-
pondientes a cada uno de estos eigenvalores estan los eigenvectores y, =
=(=2,1) y y»= (1, 2). Como se esperaba, y, y y. son ortogonales.
Sean

Eijemplo 28. Sea

1 1
1=—'_—_2,1, 2=—::1,2 = 15 X2f.
x \/5( ), x \/5( )y B={x, x}

Entonces, 8 es una base ortonormal de eigenvectores de L,. Como en el
parrafo que precede al Teorema 7.21, sean

-2 L
_ V5 V5 _(5 ©
=% (o )
Vs V5

Un célculo sencillo muestra que P*AP = D.

Una aplicaciéon (secciones cénicas)

Como una aplicacién del Teorema 7.21, consideremos la ecuacién cua-
dratica

ax? + 2bxy +cy* +dx+ ey +f=0. (12)

Para elecciones especiales de los coeficientes de la ecuacion (12), obte-
nemos las distintas secciones cdnicas. Por ejemplo, sia=c=1,b=d =
=e= 0y f= —1, obtenemos la ecuacién de la circunferencia x* + y* =
= 1 con centro en el origen. Las secciones conicas restantes, llamadas elip-
se, paradbola e hipérbola, se obtienen mediante otra seleccién de coeficientes.
La ausencia del término xy permite graficar facilmente estas conicas me-
diante el método de completar el cuadrado. Por ejemplo, x* + 2x + y* +
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+ 4y + 2 = 0 puede reescribirse como (x + 1) + (y + 2)* = 3, que
es la ecuacién de una circunferencia con centro en (—1, —2) en el sistema
de coordenadas cartesiano (x, y) y con radio V3. Si consideramos la
transformacién de coordenadas (x, y) — (x’, ¥'), donde ¥’ =x+ 1 y
Y =y + 2, entonces nuestra ecuacién se simplifica a (x')? + (y')* = 3.
Este tipo de transf8rmacion (llamada translacién) nos permite eliminar los
términos en x y en y.

Ahora, nos concentraremos Unicamente en la eliminacién del término
en xy. Para hacer esto consideremos la expresion

ax® + 2bxy + cy?, (13)

la que se denomina forma cuadrdtica asociada de la ecuacién (12). Las
formas cuadraticas serdn estudiadas con mas detalle en la Seccién 7.11.

Si hacemos
_fa b _[x
A~<b C.) y X (y)

entonces la ecuaciéon (13) puede reescribirse como X'AX = (AX, X).
Por ejemplo, 3x* + 4xy + 6y puede escribirse como

3 2
t
X (2 6) X.
El hecho de que 4 sea autoadjunta es crucial en nuestra exposicion,
puesto que, en virtud del Teorema 7.21, podemos escoger una matriz orto-

gonal P y una matriz diagonal D con elementos reales en la diagonal
ALYy A, tales que PPAP = D. Ahora definamos a

X' = (x)
yl
mediante X’ = P'X o, de manera equivalente, mediante PX’ = PP'X = X.
Entonces
X‘AX = (PX'YA(PX') = X"(P'AP)X' = X"DX' = A,(x')* + 4,(y")>.
Asi, la transformacién (x, y) — (x’, ¥') nos permite eliminar al término en
xy en la ecuacioén (13) y, por lo tanto, en la ecuacién (12).

Ademds, como P es ortogonal, tenemos, de acuerdo con el Ejercicio
20(c), que det(P) = =+1. Si det(P) = —1, podemos reemplazar a P por

Q = PE, donde
/0 1
E= ( ; 0).
Entonces Q es ortogonal, det(Q) = 1y

Q'AQ = E'P'APE = E'DE — (3 )\0)'
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, Por lo tanto, también podemos suponer que det(P) = 1. De acuerdo
con el Ejercicio 20, tenemos que P (o P') representa geométricamente
una rotacion.

En resumen, el término en xy de la ccuacién (12) puede ser elimina-
do mediante una rotacién de los ejes x € y a los nuevos ejes x’ e y dada
por X = PX’, donde P es una matriz ortogonal y det(P) = 1. Ademas,
los coeficientes de (x’)? y (»’)* son los eigenvalores de

_f(a b
A= ( . C).

Este resultado es una nueva forma de enunciar el teorema de ejes
principales para R?. Los argumentos anteriores, por supuesto, se extienden
facilmente a ecuaciones cuadraticas de n variables. Por ejemplo, para el
caso en que n = 3, mediante una selecciéon especial de los coeficientes
obtenemos las superficies cuadricas —el cono eliptico, el elipsoide, el
paraboloide hiperbdlico, etc.

Como ejemplo, considérese la ecuacién cuadritica 2x* — 4xy + 5y* —
— 36 = 0, para la cual la forma cuadratica asociada es 2x*> — 4xy + 5y
Con la notacién anterior

2 -2
(= 5)

de manera que los eigenvalores de A son 6 y 1 con eigenvectores asociados

(2) » (1)

Como es de esperarse (del Teorema 7.15), estos vectores son ortogonales.
La correspondiente base ortonormal de eigenvectores es

1 2
75\ |75
=271 1

Por lo tanto, si

12
=0 s )
V3

entonces P'AP = ((6) (l)) Bajo la transformacién X = PX’, o bien
1 J—
x———X’+—2:y’ Y-——_Z:X'+—l_—y’
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tenemos la nueva forma cuadratica 6(x’)2 + (y')2. Asi, la ecuacion origi-
nal 2x2 — 4xy + 5y* — 36 = 0 puede escribirse en la forma 6(x')* +

+

(y')? = 36, en la que se puede ver facilmente que se trata de la ecua-

ciéon de una elipse. (Véase Fig. 7.4.)

figura 7.4

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Supdngase que

los espacios con producto interior subyacentes son dimensionalmente fi-

nitos.

(a) Todo operador unitario es normal.

(b) Todo operador ortogonal es diagonalizable.

(c) Una matriz es unitaria si y solo si es invertible.

(d) Si dos matrices son unitariamente equivalentes también son seme-
jantes.

(e) La suma de dos matrices unitarias es unitaria.

(f) El adjunto de un operador unitario es unitario.

(g) Si T es un operador ortogonal en V, entonces [T]g es una matriz orto-

gonal para cualquier base ordenada 8 para V.
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(h) Si todos los eigenvalores de un operador son 1, entonces el operador
debe ser unitario u ortogonal.
(i) Un operador puede preservar la norma pero no el producto interior.

Para cada una de las matrices siguientes A4, encontrar una matriz ortogonal
o unitaria P y una matriz diagonal D tal que P*AP = D.

(a) A=(1 2) (b)A=(0 —1) © =( 2 3—3i)

2 1 1 0 343 5
(d 0 2 2 () 2 11
A=[(2 0 2 A=[1 2 1
220 11 2

Demostrar que el producto de operadores unitarios [ortogonales] es unita-
rio [ortogonal].

Para z € C definase a T,: C — C mediante T,(u) = zu. Caracterizar aque-
Ilas z para las cuales T, sea normal, autoadjunto o unitario.

(Cuales de los siguientes pares de matrices son unitariamente equivalentes?
(a) /1 O 0 1 (k) (0 1 o 3
0 1) 1 0) 10/ Y \1+0
(c) 010 2 0 0
-1 0 0]) vy 0 -1 0
0 0 1 0 0 0
(d) 010 1 0 0
-1 0 0}y {O i 0
0 0 1 0 0 —i

Sea V el espacio con producto interior de las funciones continuas de valor
complejo en [0, 1] con el producto interior

4, 8 = f Roror)

Sea h €V y definase a T: V — V mediante T(f) = hf. Demostrar que T es
un operador unitario si y sélo si |h(z)| =1 para 0 <7< 1.

Demostrar que si T es un operador unitario en un espacio con producto inte-
rior, dimensionalmente finito, entonces T tiene una “raiz cuadrada”; esto es,
existe un operador unitario U tal que T = U

Sea V un espacio con producto interior, y sea T: V—V un operador auto-
adjunto. Si U = (T + il)(T — i1)™", demostrar, utilizando el Ejercicio 9 de
la Seccién 7.5, que U es unitario.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Espacios con producto interior

Sea U un operador lineal en un espacio con producto interior dimensional-
mente finito V. Si "U(x) "= x|| para toda x en alguna base ortonormal
para V, ;debe U ser unitaria? Demostrar o dar un contra ejemplo.

Sea 4 una matriz compleja normal o real simétrica de n x n con eigenva-
lores Ay, ..., A\, (no necesariamente distintos). Demostrar que

A =S Ay tr(A*4) = 3 Al

to

Encontrar una matriz ortogonal cuyo primer renglon sea (4, %, %).

Sea 4 una matriz real simétrica o normal compleja de n x n. Demostrar
que

det(4) =[] 4.,
i=1
donde los A; son los eigenvalores (no necesariamente distintos) de A.

Supéngase que A4 y B son matrices diagonalizables. Demostrar, afirmativa
0 negativamente, que A es semejante a B si y sblo si A y B son unitaria-
mente equivalentes.

Sea U un operador unitario en un espacio con producto interior V, y sea
W un subespacio U-invariante dimensionalmente finito de V. Demostrar que

(a) UMW) =w,
(b) W< es U-invariante.

Contrastar a (b) con el resultado del Ejercicio 15.

Encontrar un ejemplo de un operador unitario U en un espacio con pro-
ducto interior y un subespacio U-invariante W tal que WL no sea U-inva-
riante.

Demostrar que una matriz que sea unitaria y triangular superior debe ser
una matriz diagonal.

Demostrar que *“‘es unitariamente equivalente a” es una relacién de equiva-
lencia en M,,, (C).

Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio con producto
interior V. Por el Teorema 7.6, V=WO® WL Definase a U: V-V me-
diante U(x, + x.) = x, ~ x., donde x, €W y x. € WL, Demostrar que U
€s un operador unitario autoadjunto.
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Sea V un espacio con producto interior, dimensionalmente finito. Un opera-
dor lineal U en V, se llama isometria parcial si existe un subespacio W de
V tal que U(x):| = ilx'| para toda x€W y U(x) = 0 para toda x € W+,
Obsérvese que W no necesariamente tiene que ser U-invariante. Supdngase
que U es tal operador y que {x,, ..., x;} es una base ortonormal de W.
Demostrar los incisos siguientes.

(a) (U(x), U(y)) = (x, y) para toda x, y EW. Sugerencia: Utilizar el
Ejercicio 20 de la Seccién 7.1.

(b) {U(x,), ..., U(xy)} es una base ortonormal para R(U).

(c) Existe una base ortonormal y para V tal que las primeras k columnas
de [U]y forman un conjunto ortonormal y las columnas restantes son
nulas.

(d) Sea {y,, ..., y;} una base ortonormal para R(U)-. Sea g =
= {U(x), ..., U(xx), y, -.-, ¥;}. Entonces B es una base orto-
normal para V.

(e) Definase a T como el operador lineal en V que satisface a T(U(x;)) =
=x(1<i<k)yaT()=0(1<i<j). Demostrar que T estd
bien definido y que T = U*. Sugerencia: Demostrar que (U(x), y) =
= (x, T(y)) para toda x, y € 8. Existen cuatro casos.

(f) Demostrar que U* es una isometria parcial.

Este ejercicio continiia en el Ejercicio 9 de la Seccién 7.9.

Una aplicacién geométrica

La finalidad del ejercicio siguiente es emplear el conocimiento hasta ahora
obtenido en este capitulo para caracterizar los llamados “movimientos rigi-
dos” en R2. Se puede pensar de una manera intuitiva en tal movimiento
como una transformacién que no afecta la forma de la figura bajo su
accién; de ahi el nombre de “rigido”. Por ejemplo, las reflexiones, las rota-
ciones y las translaciones (x — x + X,) son ejemplos de movimientos rigi-
dos. Veremos, de hecho, que todo movimiento rigido es una composicion
de estas tres transformaciones. La situacién general en R" sera tratada en la
Seccién 7.8 y utilizara los resultados de este ejercicio.

Sea V un espacio real con producto interior. Una funcién f: V —V se llama
movimiento rigido si

Hf(x) = ] = |lx — || para toda x, y € V.
Para tal funcién f, definase a T: V — V mediante T(x) = f(x) — f(0).
(a) Demostrar que T es lineal demostrando los cuatro incisos siguientes.

(i) [T} = ||x|| para toda x € V.
(i) ||T(x) = T(» || = [lx — y|| para toda x, v€V.
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(iii) (T(x), T(»)) = (x, y) para toda x, Y €V. Sugerencia: Ex-
pandanse ambos lados de (ii) utilizando las propiedades de
los productos interiores y luego igualense los resultados.

Gv) |[Tx+ay) — T(x) — at(y)|| = 0 para toda x, y€V y a€R.

(b) Utilizar (a) para deducir que todo movimiento rigido es un operador
ortogonal seguido de una translacién.

(c) Demostrar que det(T) = =+1.

(d) SeaV = R*y sea B la base ordenada estandar para R?. Demostrar que
existe un dngulo (0 < 6 < 2=) tal que

_ {cosfd —send . _
[Tl = (sena cosa) si det(T) = 1

i cos 6 sen ¢

[Tls = (sen 9 —cosf
Sugerencia: Utilizar el hecho de que las columnas de [T]s forman
un subconjunto ortonormal de Re.

(e) Usar a (d) para deducir que todo movimiento rigido en R? es una
rotacién (con respecto al origen) seguida de una translacién o una re-
flexién (con respecto al eje x) seguida de una rotacién (con respecto
al origen) seguida de una translacion. Sugerencia: Obsérvese que

cosf® —seng\ /1 0\ _ [/cosé sen ¢
(senO cosﬂ) 0 —1/)  \sen6 —cosb)/’

) si det(T) = —1.

Sean y,, ..., y, vectores linealmente independientes en F* y sean x,, ...,
Xn vectores ortogonales obtenidos a partir de y,, . .. , y, mediante el Proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Sea Zi, - .., Zy la base ortonormal
obtenida al definir
Xk
x = .
[[x]]

(a) Resolviendo la ecuacién (1) de la Seccién 7.2 para y; en términos
de z, demostrar que

k-1
» =%z + 2 w2z (1 <k <n).
i=1
(b) Sean 4 y Q las matrices de 7 X n en las cuales las columnas k son
Yx Y Z, respectivamente. Definase a R € M,,,,(F) mediante

[|x;]] sij=k
R = < 0k, 2z4) si j<k
LO sij> k.

Demostrar que 4 = QR.
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(d)
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Calcular Q y R como en el inciso (b) para la matriz de 3 X 3 cuyas
columnas son los vectores y,, ¥, y ys, respectivamente, del Ejem-
plo 12 de la Seccién 7.2.

Como Q es unitaria [ortogonal] y R es triangular superior en el in-
ciso (b), hemos demostrado que toda matriz invertible es el producto
de una matriz unitaria [ortogonal] y una matriz triangular superior.
Supéngase que A € M,,..(F) es invertible y 4 = O:R, = Q:R,, donde
0., Q: € My (F) son unitarias y R;, R; € M, (F) son triangulares
superiores. Demostrar que D = R R;* es una matriz unitaria diago-
nal. Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 16.

La descomposicién descrita en el inciso (b) proporciona un método
de ortogonalizacién para resolver un sistema lineal 4X = B donde
A es invertible: Descomponer A en QR por el proceso de Gram-
Schmidt (o por cualquier otro), donde Q sea unitaria y R sea trian-
gular superior. Entonces QRX = B y por lo tanto RX = Q*B. Este
tiltimo sistema puede resolverse facilmente, puesto que R es triangu-
lar superior.

En un tiempo, a causa de su gran estabilidad, este método para
resolver grandes sistemas de ecuaciones lineales por medio de una
computadora se consideré como un método superior al de eliminacion
de Gauss, aun cuando requiere de tres veces mas trabajo. (Posterior-
mente, sin embargo, J. H. Wilkinson demostr6 que si el método de eli-
minacién de Gauss se Heva a cabo adecuadamente, entonces es casi
tan estable como el método de ortogonalizacion.)

Emplear el método de ortogonalizacién y el inciso (c) para
resolver el sistema

X, + 2x, +2x; = 1
X, + 2x, = 11
x, + x3=—1

22. Encontrar nuevas coordenadas x’, ¥’ de manera que las siguientes formas

23.

7.8*

(a)

(b)

Considérese la expresion X'AX, donde X! = (x, y, z) y A es como se
defini6 en el Ejercicio 2(e). Encontrar un cambio de coordenadas x', y’, 2’
de manera que la expresién anterior pueda escribirse en la forma 1, (x')* +

cuadriticas puedan escribirse como A,(x')? + X, ()%

x2 4+ 4xy + y?
2x? + 2xy + 2y*

+ X))+ A(2)2

LA GEOMETRIA DE LOS OPERADORES ORTOGONALES

El Ejercicio 20 de la Seccién 7.7 establece que cualquier movimiento rigido
en un espacio real con producto interior es la composicién de un operador
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ortogonal seguido de una translacién. Luego, para comprender detallada-
mente la geometria de los movimientos rigidos, es necesario analizar la
estructura de los operadores ortogonales. Tal es la finalidad de esta sec-
cion. Como lo descubriremos, un operador ortogonal en un espacio real
con producto interior dimensionalmente finito es el resultado de la com-
Fosicion de rotaciones y reflexiones. Principiaremos nuestra investigacién
con las definiciones de estos términos.

Definiciones. Sea T un operador lineal en un espacio real con producto interior

dimensionalmente finito V. El operador T se llama rotacién si T es la iden-
tidad en V o si existe un subespacio bidimensional W de V, una base
ortonormal B = {x,, X.} para W, y un mimero real 0 tal que

T(X,) = x, cos § + x, sen 6, T(x.) = —x,sen 6 + x. cos 0,

y T(y) =y para toda y € WL. Dentro de este contexto T se denomina
rotacion de W alrededor de W, EI subespacio WL se llama eje de ro-
tacion.

En la Seccién 2.1 se definieron las rotaciones para el caso especial
donde V = Rz,

Definiciones. Sea T un operador lineal en un espacio real con producto interior

dimensionalmente finito V. El operador T se llama reflexién si existe un
subespacio unidimensional W de V tal que T(X) = —x para toda x €W
Yy T(y) =y para toda y € W. Dentro de este contexto T se llama re-
flexién de V alrededor de W-.

Deberia hacerse notar que las rotaciones y las reflexiones (o aun las
composiciones) son operadores ortogonales. (Ver el Ejercicio 2.) La fina-
lidad principal de esta seccién es establecer que la reciproca también es
cierta, esto es, que cualquier operador ortogonal en un espacio real con
producto interior dimensionalmente finito es el resultado de la composi-
cién de rotaciones y reflexiones.

Eiemplo 29. Caracterizacién de operadores ortogonales en un espacio
real unidimensional con producto interior.

Sea T un operador ortogonal en un espacio unidimensional con produc-
to interior V. Témese cualquier vector x no nulo en V. Entonces V =
= L({x}) y asi T(x) = xx para alguna A €R. Como T es ortogonal y A
es un eigenvalor de T, A = +1. Si A = 1, entonces T es la identidad en V
y, por lo tanto, T es una rotacién. Si A = — 1, entonces T(x) = —x para
toda x €V y, por lo tanto, T es una reflexién de V alrededor de Vi — {0}.
Luego, T es una rotacién o una reflexién. Nétese que en el primer caso
det(T) = 1 y en el segundo caso det(T) = —1.
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Eiemplo 30. Algunas reflexiones tipicas.

(a) Sea T: R*— R* definida mediante T(a, b) = (—a, b). Si W=
= L({e/}). entonces T(x) = —x para toda x €W y T(y) = y para toda
y € WL Luego, T es una reflexién de R* alrededor de W+ = L({e.}),
el eje y.

(b) Sea T: R*--» R" definida mediante T(a, b, ¢) = (a, b, —c¢). Si
W = L({e.}), entonces T(x) = —x paratoda xEWy T(y) =y para toda
y€ WL = L({e, e.}), el plano xy.

En el Ejemplo 29 caracterizamos a todos los operadores ortogonales
en un espacio real unidimensional con producto interior. El teorema si-
guiente caracteriza a todos los operadores ortogonales en un espacio real
bidimensional con producto interior. La demostracién de este resultado se
obtiene facilmente del Ejercicio 20 de la Seccién 7.7, pues una reflexién
alrededor del eje x seguida de una rotacién por 6 es una reflexién alrede-
dor de la recta que pasa por el origen con una pendiente de tan 44.

Teorema 7.22. Sea T un operador ortogonal en un espacio real bidimensional
con. producto interior V. Entonces, T es o una rotacién o una reflexion.
Ademds, T es una rotacién si y silo si det(T) = 1 y T es una reflexion si
y solo si det(T) = —

De acuerdo con la definicién. cualquier reflexién en R* tiene los
eigenvalores 1 y —1, y cualquier par de eigenvectores correspondientes
a estos eigenvalores son ortogonales. Ademads, el eigenespacio de T corres-

pondiente a A = 1 es unidimensional y, por lo tanto, puede ser descrito
PR
! E,(A=1)
"\
o T(x)
figura 7.5

como una recta que pasa por el origen. Geométricamente, T refleja a todos
los puntos de R* alrededor de esta recta. (Véase Fig. 7.5.) Por ejemplo, si

1
7,
T_ T
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es claro que L, es un operador ortogonal en R? y que det(L,) = det(A4) =
= —1. Por lo tanto, L, es una reflexién de acuerdo con el Teorema 7.22.
Para encontrar el subespacio sobre el cual se refleja L, es suficiente en-
contrar un eigenvector de L, correspondiente al eigenvalor A = 1. Uno de
tales eigenvectores es -

1
73 1
= + .
2

3

X

En consecuencia, el subespacio sobre el cual L, se refleja es la recta

1
Ve 1
t ! :
5 :

V&

te R;-

Corolario. Sea V un espacio real bidimensional con producto interior. La com-

Lema.

posicion de una reflexion y una rotacion en V' es una reflexion en V.

DEMOSTRACION. Si T; es una reflexién en V y T, es una rotacién en V,
entonces, de acuerdo con el Teorema 7.22, det(T,) = 1 y det(T,) = —1.
Sea T = T,T, la composicién. Como T, y T, son ortogonales, también T
lo es. Ademds, det(T) = det(T.) - det(T,) = —1. Luego, por el Teorema
7.22, T es una reflexiéon. La demostracién para T,T, es semejante. [l

Estudiaremos ahora operadores ortogonales en espacios de dimensién
superior.

Si T es un operador lineal en un espacio real con producto interior dimen-
sionalmente finito y no nulo V, entonces existe un subespacio T-invariante
Wde V tal que 1 < dim(W) < 2.

DEMOSTRACION.  Fijese una base ordenada 8 = {xi, x,, ..., x,} para V,
ysea A = [T]g. Sea ¢g: V — R la transformacién lineal definida mediante
¢p(x;) = e, parai=1, 2, ..., n. Entonces ¢3 es un isomorfismo, y he-

mos visto en la Secciéon 2.4 que el diagrama de la figura 7.6 es conmutativo,
esto es que L,¢g = ¢gT. En consecuencia, es suficiente demostrar que existe
un subespacio Z de R" L,-invariante tal que 1 < dim(Z) < 2. Si enton-
ces definimos a W = ¢;(Z), se tendrd que W satisface la conclusién del
teorema. (Véase Ejercicio 12.)

Puede considerarse a la matriz 4 como una matriz de n X r sobre C
y como tal puede ser utilizada para definir un operador lineal U en C»
mediante U(x) = Ax para todos los vectores columna x en C*. Como U
es un operador en un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre C,
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T
\Y —>V 4
b5 b,
L
R" a >R"
figura 7.6

tiene un eigenvalor A €C. Sea x €C" un eigenvector correspondiente a A.
Podemos escribir A = A, + i), donde A; y A, son reales y

a, +ib,
a, + ib,
X = : >
a, + ib,
donde las a; y las b; son reales. Luego, haciendo a
a bl
a. b,
xl = y x2 =
a b,

tenemos que x = x, + ix,, donde x, y x, son n-dimensionales formadas
por elementos reales. Né6tese que al menos una de x; o x. es no nula ya
que x = 0. Por lo tanto,

U(x) = xx = (A + X)) (g + ixs)
= (AX1 — Aoxe) T i(Axe + Aoxy). (14)
De la misma manera
Ux) = A(x, T ix,) = Ax, + iAx.. (15)

Comparando las partes real e imaginaria de las Ecuaciones (14) y (15),
concluimos que

Axy = Mxy — AeXo Y Ax, = Axy + Xy, (16)
Finalmente, sea Z = L({x,, x.}) tomandolo como subespacio de R*. Como

X1 %0 0 x,5£0, Z es no nulo. Luego, 1 < dim(Z) <2 y por la Ecua-
cién (16) Z es L -invariante. W
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Teorema 7.23. Sea T un operador ortogonal en un espacio real no nulo con
producto interior dimensionalmente finito V. Entonces, existe una colec-

cion de subespacios T-invariantes ortogonales por parejas {W,, W,, ...,
W, } de V tales que
(a) 1 <dim(W,))<2parai=1,2,..., m.

(b) V=W,@W2@'-'@Wm.

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién sobre dim(V).
Si dim(V) = 1, el resultado es evidente. Por tanto, supéngase que el re-
sultado es cierto para dim(V) < n para algin entero fijo n > 1.

Supéngase que dim(V) = n. En virtud del lema existe un subespacio
W, de V T-invariante tal que 1 < dim(W,) < 2. Si W, =V, el resultado
queda establecido. De lo contrario, W{ = {0}. En virtud del Ejercicio 13
Wi es T-invariante, y la restriccion de T a W] es ortogonal. Como
dim(W{) < n, podemos aplicar la hipétesis de induccién a Tw: y con-
cluir que existe una coleccion de subespacios T-invariantes ortogonales
por parejas {W., W, ..., W,,} de W} tales que 1 < dim(W;) < 2 para
i=2,3 ..., myW=W,OW;P --- @ W,,. Por lo tanto, {W,,
W., ..., W,} es ortogonal por parejas y

V=W OW =W, OW,D --- DW,. 1

Aplicando el Ejemplo 29 y el Teorema 7.22 en el contexto del Teo-
rema 7.23, podemos concluir que la restriccién de T a W, es una rotacién
o bien una reflexién para cada i = 1, 2, ..., m. Asi pues, en cierto sen-
tido, T estd formado de rotaciones y reflexiones. Desafortunadamente,
puede decirse muy poco sobre la descomposicién de V en el Teorema 7.23
en términos de unicidad. Por ejemplo, las W;, el nimero m de W, y
el nimero de W, para las que Ty, es una reflexién no son dnicas. Aun
cuando no es unico el nimero de W; para los cuales Ty esuna refle-
Xién, el que este nlimero sea par o impar es una propiedad intrinseca de T.
Ademas, siempre podemos descomponer a V de manera que Ty, sea
una reflexion para a lo méas un W,. Estos hechos se establecen en el
resultado siguiente.

Teorema 7.24. Sean T, V, W,, ..., W,, conwo en el Teorema 7.23.

(a) El que el niimero de i para las cuales Tw, es una reflexion sea
par o impar depende de que dei(T) = 1 o det(T) = —1.

(b) Siempre es posible descomponer a V como en el Teorema 7.23
de manera que el nimero de i para lus que Tw, es una refle-
xion sea cero o uno, dependiendo de que det(T) = | o det(T) =

= —1. Ademds, si Tw, es una reflexion, entonces dim(W;) = 1.



La geometria de los operadores ortogonales 451

DEMOSTRACION.

(a) Sea r el nimero de W, en la descomposicion para las cuales
Twi es una reflexién. Por lo tanto, de acuerdo con el Ejercicio 14,

det(T) = det(Ty,)-det(Ty,): -+ -+ det(Tw.) = (—1),

con lo que se demuestra el inciso (a).

(b) Sea E= {x€V: T(x) = —x}; entonces E es un subespacio T-
invariante de V. Si W = E%, entonces W es T-invariante. Asi, aplicando
el Teorema 7.23 a Ty obtenemos una coleccién de subespacios T-inva-
riantes ortogonales por parejas {W,, W,, ..., W,} de W tales que
I <dim(W;) <2 para | <i<kyW=W OW,PD:---@®W,. Ob-
sérvese que, para cada i = 1, 2, ..., k, Tw, es una rotacién. De lo con-
trario, si Tw, es una reflexion, existe un elemento x € W; no nulo, para el
cual T(x) = —ux. Pero entonces x € W; N E < EL N E = {0}, lo cual es
una contradiccién. Si E = {0}, se obtiene el resultado. De lo contrario,
témese una base ortonormal 8 para E que contenga p elementos (p > 0).
Es posible descomponer a 8 en una unién disjunta por parejas g = 8, U
Ugp. U ... URB, tal que cada B8; contenga exactamente dos elementos
para i <r y que B, contega dos elementos cuando p sea par y un ele-
mento si p es impar. Paracadai= 1,2, ..., r, sea Wy,, = L(B8;). Enton-
ces, claramente {W,, W., ..., Wy, ..., Wy,,} es ortogonal por parejas y

V=W OW,D - DW,D - D W, an

Ademais, si cualquier 8, contiene dos elementos, entonces
—1 0
det(Tw,.) = det((Tw,.Js) = det( 0 l) =L

Entonces Tw, , es una rotacién y, por lo tanto, Tw, es una rotacién para
j <k +r. Si B, estd formado por un elemento, entonces dim(Wy,,) = 1
y det(Tw,.) = det({Tw...]s,) = det(—1) = —1. Asi pues, Tw,, €s una re-
flexién, por el Teorema 7.23, y concluimos que la descomposicién de la
Ecuacion (17) satisface la condicién del inciso (b). W

Como consecuencia del teorema anterior, un operador ortogonal se
puede descomponer como un producto de rotaciones y reflexiones.

Corolario. Sea T un operador ortogonal en un espacio real con producto interior
dimensionalmente finito V. Entonces existe una coleccion {Ty, Ts, ..., T}
de operadores ortogonales en V tales que

(a) Para cada i, T, es una reflexion o bien una rotacion.
(b) Para ura i como mdximo, T, es una reflexion.

(¢) VT, =T,T, para toda i y toda j.

(d) T=T1TT,...T,.

der(T) = ! I si T; es una rotacion para cada i
¢ ~ | — 1 en cualquier otro caso

(e)
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DEMOSTRACION. Como en la demostracién del inciso (b) del Teorema
7.24 podemos escribir V= W,QW,P - --PW,, donde Ty, es una
rotacion para i < m. Paracadai= 1, 2, ..., m, definase a T;: VoV
mediante

Txi+ o+ xp)=x 4 cer +x +T) + X000 + -+ + X,

donde x; €W; para toda j. Puede demostrarse ficilmente que cada T; es
un operador ortogonal en V. De hecho, T; es una rotacién o una reflexién
dependiendo de que Tw, sea una rotacién o una reflexién. Esto demuestra
los incisos (a) y (b). Las demostraciones de (c), (d) y (e) se dejan
como ejercicio. (Véase Ejercicio 15.)

Eijemplo 31. Operadores ortogonales en un espacio real tridimensional
con producto interior.

Sea T un operador ortogonal en un espacio real tridimensional con pro-
ducto interior V. Demostraremos que T puede descomponerse en una
rotacion y a lo mis una reflexién. Sea V=W, ®@W,P --- ®W,, una
descomposicién como la del Teorema 7.24(b). Claramente m = 2 o
m= 3.

Si m = 2, entonces V = W, @ W.. Sin pérdida de generalidad, supén-
gase que dim(W,) =1 y dim(W,) = 2. Luego, Tw, es una reflexién, o
bien la identidad en W,, y Tw, es una rotacién. Definiendo T, y T. como
en la demostracién del corolario del Teorema 7.24, tenemos que T = T,T,
es la composicién de una rotacién y a lo mas una reflexién. (Nétese que
si Tw, no es una reflexién, entonces T, es la identidad en Vy T = T,.)

Si m = 3, entonces V=W, PW. P W, y dim(W,) = 1 para toda i.
Para cada i, sea T; como en la demostracién del corolario del Teorema
7.24. Si Tw, no es una reflexion, entonces T; es la identidad en W;. De lo
contrario T; es una reflexién. Como Ty, es una reflexién para una i como
méximo, concluimos que T es una reflexién $encilla o bien la identidad
(una rotacién).

EJERCICIOS

1.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Supéngase para
lo que sigue que los espacios vectoriales subyacentes son espacios reales
con producto interior dimensionalmente finitos.

(a) Cualquier operador ortogonal es una rotacién o una reflexién.

(b) La composicién de dos rotaciones cualesquiera en un espacio bidi-
mensional es una rotacién.

(c) La composicién de dos rotaciones cualesquiera en un espacio de tres
dimensiones es una rotacién.
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(d) La composicién de dos rotaciones cualesquiera en un espacio de
cuatro dimensiones es una rotacion.

(e) El operador identidad es una rotacién.

(f) La composicion de dos reflexiones es una reflexion.

(g) Cualquier operador ortogonal es un~ composiciéon de rotaciones.

(h) Para cualquier operador ortogonal T, si det(T) = —1, entonces T es
una reflexién.

(i) Las reflexiones siempre tienen eigenvalores.

(j) Las rotaciones siempre tienen eigenvalores.

Demostrar que las rotaciones, las reflexiones y las composiciones de rota-
ciones y reflexiones son operadores ortogonales.

Sea

(a) Demostrar que Ls: R? — R? es una reflexién.

(b) Encontrar el eje en R? alrededor del cual se refleja L,, esto es, el
subespacio de R? en el cual L, actia como la identidad.

(c) Demostrar que L,z ¥ Lgs son rotaciones.

Para cualquier niimero real ¢, sea
4= (cos¢ seng
sen¢ —cos¢ /)’
(a) Demostrar que L, es una reflexién.

(b) Encontrar el eje en R? alrededor del cual L, se refleja.

Para cualquier nimero real ¢, definir a T4 = L,, donde

4 = (cos¢> —sen ¢)
sen ¢ cos ¢
(a) Demostrar que cualquier rotacién de R* es de la forma T4 para algu-
na ¢.
(b) Demostrar que T¢Ty = T(g.yy para cualquier ¢, ¢ €R.
(¢) Deducir que cualquier par de rotaciones en R? conmutan.
Demostrar que la composiciéon de cualquier par de rotaciones en R® es una
rotacién en R:.

Dados los nimeros reales ¢ y ¢, definanse matrices

1 0 0 cosy —seny O
A= <0 cos¢ —sen¢ | y B =|seny cosy O ].
0 sen¢ cos ¢ 0 0 1
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10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

Espacios con producto interior

(a) Demostrar que L, y L, son rotaciones.
(b) Demostrar que L,, es una rotacion.
(c) Encontrar el eje de rotacién para L,

Demostrar que ningiin operador ortogonal puede ser a la vez una rotacién
y una reflexién.

Demostrar que si V es un espacio real de dos o tres dimensiones con pro-
ducto interior, entonces la composicién de dos reflexiones en V es una
rotacion en V.

Dar un ejemplo de un operador ortogonal que no sea ni reflexién ni ro-
tacion.

Sea V un espacio real con producto interior dimensionalmente finito. Defi-
nase a T: V — V mediante T(x) = —x. Demostrar que T es un producto
de rotaciones si y sélo si dim(V) es par.

Completar la demostracién del lema del Teorema 7.23, demostrando que
W= ¢ (Z) satisface las condiciones requeridas.

Sea T un operador ortogonal [unitario] en un espacio real [complejo] di-
mensionalmente finito con producto interior V. Sj W es un subespacio
T-invariante de V, demostrar que

(a) Tw es un operador ortogonal [unitario] en W.

(b) W< es un subespacio T-invariante de V.
Sugerencia:  Utilizar el hecho de que Ty es uno-a-uno y sobreyectivo
para llegar a la conclusién de que, para ¢ualquier y €W, T*(y) =
=T(y) EW.

(c) Tw- es un operador ortogonal [unitario] en W.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V.
Supéngase que V es una suma directa de subespacios T-invariantes V =
W, @W,D - --@DW,. Demostrar que det(T) = det(Ty,)-det(Ty,)- - - - -
det(ka).

Completar la demostracién del corolario del Teorema 7.24.

Sea T un operador ortogonal en un espacio real n-dimensional con produc-
to interior V. Supdngase que T no es la identidad. Demostrar que

(a) Si n es impar, T puede expresarse como la composicion de a lo mas
una reflexién y a lo més 4(n — 1) rotaciones.

(b) Si n es par, entonces T puede expresarse como la composicién de a
lo més 4n rotaciones o como la composicién de una reflexién y alo
mas 3(n — 2) rotaciones.
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Sea V un espacio real con producto interior de dimensién 2. Para cuales-

quier x, y €V tales que x =y y ||x|| = [|y|| = 1, demostrar que existe una
rotacién unica T en V, tal que T(x) = y.

PROYECCIONES ORTOGONALES
Y EL TEOREMA ESPECTRAL

En esta seccion nos basaremos en gran parte en el Teorema 7.17 para des-
arrollar una elegante representacién de un operador normal T en un espacio
complejo dimensionalmente finito con producto interior. Demostraremos
que tal operador puede escribirse en la forma A, T, + ... + ATy, donde
Ai, ..., A son los distintos eigenvalores de Ty T,, ..., T, son “proyec-
ciones ortogonales”. Pero primero debemos desarrollar algunos resultados
sobre estas proyecciones especiales.

El lector recordard de la Seccién 2.1 que una transformacién lineal
T: V—V es una proyeccién (en su rango R(T)) si V = R(T) @ N(T).
De hecho, T es una proyeccién si y sélo si T = T* (véase Ejercicio 14 de
la Seccién 2.3).

Definicién. Sea V un espacio con producto interior, y sea T: V — V una pro-

yeccion. Decimos que T es una proyeccién ortogonal si R(T)L = N(T) y
N(T)+ = R(T).

Nétese que, por el Ejercicio 12(¢) de la Seccién 7.2, si V es dimensio-
nalmente finito, s6lo tenemos que suponer que una de las condiciones
anteriores se cumple. Por ejemplo, si R(T): = N(T), entonces R(T) =
R(T)LL = N(T)L.

Ahora supongamos que W es un subespacio dimensionalmente finito
de un espacio con producto interior V. El Teorema 7.6 garantiza que existe
una proyeccién ortogonal en W. Podemos decir ain méis —existe exacta-
mente una proyeccion ortogonal en W. Ya que si T y U son proyecciones
ortogonales en W, entonces R(T) = W = R(U); por lo tanto N(T) =
R(M* = R(U): = N(U), y como todas las proyecciones estin deter-
minadas de manera Unica por su rango y por su espacio nulo (kernel),
tenemos que T = U. Llamamos a T la proyeccion ortogonal sobre W.
Para comprender la diferencia geométrica entre una proyeccién arbitraria
sobre W y la proyeccion ortogonal sobre W, sean V =R* y W = L{(1,
1)}. Definanse U y T como en la Figura 7.7, donde T(v) es el pie de
una perpendicular que parte de v e intersecta a la rectay = x, y U(a,, a.) =
= (a., a,). Entonces T es la proyecciéon ortogonal sobre W, y U es una
proyeccion sobre W que no es ortogonal. Noétese que v — T(v) € WY,
mientras que v — U(v) ¢ WL
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figura 7.7

De la Figura 7.7 vemos que T(v) es la “mejor aproximacién en W
para v’; esto es, si w€EW, ||lw — v|| > |[T(v) — v||. Esta propiedad de
aproximacioén caracteriza a T. De hecho, muchos autores definen las pro-
yecciones ortogonales en términos de esta propiedad.

Teorema 7.25. Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio con

producto interior NV, y sea T la proyeccion ortogonal sobre W. Entonces,
para cualquier vEW: el vector T(v) es el unico elemento de W que se
acerca mds a v; esto es, ||[v— T(v)|| < ||[v — w|| para toda wEW.

DEMOSTRACION. Sea v€V. Como T es una proyeccién ortogonal, pode-
mos escribir v = T(v) + (v — T(v)), donde v — T(v) EN(T) = WL, Sea
w €W. En virtud del Ejercicio 10 de la Seccién 7.1, tenemos que

v =—w[?=|TO) —w+ (v =T}
=TE) —w|P + [y =T 2 |lv = TM ],

demostrando asi la desigualdad anterior. Si para alguna w €W tenemos que
[[v — w|| = |[v — T(v)||, vemos del célculo anterior que |[T(v) — w||? =
=0;estoes, w=T(v). B

En la Seccién 7.10 veremos una aplicacién muy importante del Teore-
ma 7.25 al tema de la aproximacién por minimos cuadrados que aparece
frecuentemente en estadistica.

Por ahora, aplicaremos el Teorema 7.25 para obtener un resultado
muy conocido en el Andlisis de Fourier. Recuérdese el espacio con pro-
ducto interior H de las funciones continuas en el intervalo [0, 2x] intro-
ducido en la Seccién 7.1. Definase a un polinomio trigonométrico de grado
n como una funcién g €H de la forma

n
g(x) = 3 g,

j=-n

donde a, o a., son diferentes de cero.



Proyecciones ortogonales y el teorema espectral 457

Sea f € H. Demostraremos que la mejor aproximaci6n de f por un poli-
nomio trigonométrico de grado menor o igual a n es el polinomio cuyos
coeficientes son los coeficientes de Fourier de f con respecto al conjunto
ortonormal {ei/*: j es un entero}.

Para este resultado, sea W = L({ei/*: |j| < n}) y sea T la proyeccién
ortogonal sobre W. El Teorema 7.25 nos dice que

n
T(f) = 2 (f, e7)e’*
j=-n
es la mejor representacién de f en H. (Véase también el Corolario 1 del
Teorema 7.6.)
Una caracterizacién algebraica de proyecciones ortogonales se tiene
en el teorema siguiente.

Teorema 7.26. Sea V un espacio con producto interior, y sea T un operador li-

neal en V. Entonces T es una proyeccion ortogonal si 'y sélo si T2 =T = T*.

DEMOSTRACION. Supéngase que T es una proyeccién ortogonal. Como
T = T2 por el hecho de ser T una proyeccién, sélo necesitamos demostrar
que T = T*. Ahora bien, V= R(M) @ N(T) y R(ML = N(T). Si x, Y€V,
entonces x = x; + x. € y = y; + ¥, donde x;, y: €R(T) y X, ¥» EN(T)
Por lo tanto

xTO)) = (x + x291) = (%1, Y1) i+ (x2, Y1) = (x1, Y1)

y
(x, T*(y)) = (O0(x), y) = (x4, y1 T ¥2) = (x4, ») + (X, ¥2) = (x1, Y1)

Asi, (x, T(¥)) = (x, T*(y)) para todo x, y €V y, por lo tanto, T = T*.

Ahora supdngase que T = T? = T*. Entonces, por el Ejercicio 14 de
la Seccién 2.3, T es una proyeccién y, por lo tanto, debemos demostrar que
R(T) = N(T):- y R(T)* = N(T). Sean x€R(T) y y €N(T). Entonces x =
=T(x) = T*(x), y asi (x, ) = (T*(x), ) = (x, T(M)) = (x, 0) = 0.
Por lo tanto x € N(T)*, de donde se tiene que R(T) = N(T)*.

Sea ye N(T):. Debemos demostrar que y € R(T), esto es, que T(y) =
= y. Ahora bien,

ly =TI = =T,y = T»)
,y—T)) — T,y —TH).

Como y — T(y) €N(T), el primer término es Cero. Pero también (T(y),
y=TON) = O, "y =T = O, Ty —TM)) = O, 0) = 0.
Asi, tenemos que y — T(y) = 0; esto es, y = T(y) €R(T). Por lo tanto
R(T) = N(T)L.

Utilizando lo anterior, tenemos que R(T)t = N(T)*+ 2 N(T) (en vir-
tud del Ejercicio 12(b) de la Seccion 7.2). Unicamente necesitamos de-
mostrar que si x € R(T)*, entonces x €N(T). Para cualquier y €V, tene-

I



458

Espacios con producto interior

mos que (T(x), y) = (x, T*(»)) = (x, T(y)) = 0. Asi, T(x) = 0 y por
tanto x EN(T). i

Sea V un espacio dimensionalmente finito con producto interior, W un
subespacio de V y T la proyeccién ortogonal en W. Podemos escoger una
base ortonormal 8 = {x,, ..., x,} para V tal que {x,, ..., Xx:} sea
una base para W. Entonces [T]g es una matriz diagonal con unos a lo
largo de los primeros k elementos de la diagonal y ceros en cualquier
otra posicion. De hecho, [T]s tiene la forma

llc 01
0. 0.)

donde O;, O. y O, son matrices nulas.

Si U es una proyeccién cualquiera sobre W, podemos escoger una base
v para V tal que [U], tenga la forma anterior; sin embargo, no es necesario
que y sea ortonormal.

Teorema 7.27. (El teorema espectral.) Supongase que T es un operador lineal

en un espacio con producto interior dimensionalmerte finito V sobre F.
Supongase que T es normal si F = C y que T es autoadjunta si F = R.
Si A, ..., M Son los distintos eigenvalores de T, sea W; = Ex, = {x€V:
T(x) = Ax} el eigenespacio de T correspondiente al eigenvalor A\ (1 <
<1< k) y sea T, la proyeccion ortogonal sobre W, (1 < i < k). Enton-
ces

(a) V=W, ... HPW.

(b) Si W es la suma directa de los subespacios W;, j 5# i, entonces
: i)

Wi = WL
(C) TiTj = Si,-Ti para ] S i, ] S k
d 1I=T+ ... +T.

(&) T=AT,+ ...+ AT

DEMOSTRACION.

(a) De acuerdo con el Teorema 7.17, T es diagonalizable y enton-
ces, de acuerdo con el Teorema 5.14, V=W, P ... O W,.

(b Six€W;y y€EW,; para algunas [ y j, entonces (x, y) = 0, de
acuerdo con el Teorema 7.15. Se infiere de esto facilmente que W, = W,
Ahora bien, de (a) tenemos que

dim(W/) = X dim(W)) = dim(V) — dim(W,).
Por otra parte, de acuerdo con el Corolario 2 del Teorema 7.6, tenemos
que dim(W}) = dim(V) — dim(W,). Por lo tanto, W; = W/, con lo que
se demuestra el inciso (b).
La demostracion del inciso (c) se deja como ejercicio.
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Como T; es la proyeccion ortogonal sobre W,;, tenemos de (b) que
N(T) = R(T)+ = Wt = W;. Por lo tanto, para x €V tenemos que x =
=x, + ... + x, donde x; EW; y T;(x) = x;, demostrando el inciso (d).

(e) Para x€V, escribase x = x; + ... + x;, donde x; €W;(1 <
<j<k). Entonces T(x) = T(x,) + ...+ T(x) = Axy + ...+
+ A Xy = )\ITI(X) + ...+ )\kT‘k(x) = (A;T; + ...+ /\ka) (.X) .

El conjunto {A,, ..., Ax} de eigenvalores de T se llama espectro de T,
lasuma! =T, + ... + T, del inciso (d) se llama resolucion del operador
identidad inducida por T, y la suma T = X\, T, + ... + XT; del inciso (e)
se denomina descomposicion espectral de T. Como los distintos eigenvalo-
res de T quedan determinados de manera dnica (hasta el orden) por los
subespacios W; (y, por lo tanto, por las proyecciones ortogonales T;), la
descomposicién espectral de T es unica.

Con la notacién anterior, sea 8 la unién de las bases ortonormales de
los W; y sea m; = dim(W,). (Luego, m; es la multiplicidad de A;.)

Entonces, [T]g tiene la forma (1,1 0 18]
o A, - 0
0 o e Al

esto es, [Tl es una matriz diagonal en donde los elementos de la diagonal
son los eigenvalores A; de T, y cada A; se repite /m; veces. Si T=\T, +
4+ ...+ MTx como en el inciso (e) del teorema espectral, entonces se
tiene (del Ejercicio 7) que g(T) = g(A)T, + ... + g(M)T, para cual-
quier polinomio g. Més adelante utilizaremos este hecho.

Enunciaremos ahora algunos corolarios interesantes del teorema espec-
tral; muchos resultados mas se encuentran en los ejercicios. Para lo que
sigue supondremos que V es un espacio con producto interior dimensional-
mente finito sobre F y que T es un operador lineal en V.

Corolario 1. Si F = C, entorces T es normal si y sélo si T* = g(T) para algiin

polinomio g.
DEMOSTRACION. Supéngase primero que T es normal. Sea T = AT, + ...
. -+ AT, la descomposicion espectral de T. Tomando el adjunto de ambos
lados de la ecuacién anterior tenemos T* = A\, T, + ... + AT ya que cada
uno de los T; son autoadjuntos. Empleando la férmula de interpolacion
de Lagrange (ver p. 49), podemos escoger un polinomio g tal que g(X;) =
= \; para 1 < i < k. Entonces
g(M = g7, + ... + g\)Tx
=xT + ..o+ T
=T
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Reciprocamente, si T* = g(T) para algin polinomio g, entonces T
conmuta con T*, puesto que T conmuta con todo polinomio en T. [

Corolario 2. Si F = C, entonces T es unitario si y sélo si T es normal yiAl=1

para todo eigenvalor )\ de T.

DEMOSTRACION. Supéngase primero que T es unitario y, por lo tanto,
normal. Entonces si T(x) = Ax, tenemos que [A|-|[x|| = ||xx|| = [[T(x) ]|

I = |lx]| y, por Io tanto, |A| = 1 si x 5= 0.

Ahora supdngase que [\ =1 para todo eigenvalor A de T, y sea
T=MT+ ... + N la descomposicién espectral de T. Entonces, por
el inciso (c) del Teorema 7.27,

T = (LT + s+ M) (T + .+ XaTw)
= [MPTy A+ .+ AT

Por lo tanto, T es unitario. |

Corolario 3. Si F=C y T es normal, entonces T es autoadjunto si y sélo si

todo eigenvalor de T es real.

DEMOSTRACION. Sea T= AT, + ... + ;T la descomposicién espectral
de T. Supéngase que todo eigenvalor de T es real. Entonces T* = AT+
oot M =M R NT =T

La reciproca ya ha sido demostrada en el Corolario 2 del Teorema
7.15. W

Corolario 4. Sea T como en el teorema espectral con una descomposicion es-

pectral T = AT, + ..+ Mo Entornces, cada T, es un polinomio en T.

DEMOSTRACION.  Selecciénese un polinomio &i(1 <j < k) tal que g;(r;)=
= 8,']'. En:tonces, g,(T) = gj()h')Tl + ...+ g,-()bk)Tk = Slel + ... +
+8&%T=T,. W

EJERCICIOS

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Supéngase que
los espacios subyacentes con producto interior son dimensionalmente finitos.

(a) Todas las proyecciones son autoadjuntas.

(b) Las proyecciones ortogonales estin determinadas de manera Unica
por su rango.

(c) Todo operador autoadjunto es una combinacién lineal de proyecciones
ortogonales.
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(d) Si un operador posee una descomposicién espectral, también la posee
su adjunto.

(e) Si T es una proyeccién en W, entonces T(x) es el vector de W mas
cercano a Xx.

(f) Toda proyecciéon ortogonal es un operador unitario.

Sean V = R, W= L({(1, 2)}) y B la base ordenada estandar para V.
Calcular [T]g, donde T es la proyecciéon ortogonal sobre W. Realizar lo
mismo para V=R*y W = L({(1, 0, 1)}).

Para cada una de las matrices A del Ejercicio 2 de la Seccién 7.7

(i) Demostrar que L, posee una descomposicion espectral.

(ii) De una manera explicita, definanse cada una de las proyecciones
ortogonales en los eigenespacios de La.

(iii)  Verifiquense los resultados utilizando el teorema espectral.

Sea W un subespacio dimensionalmente finito de un espacio con producto
interior V. Demostrar que si T es la proyeccion ortogonal sobre W, entonces
| — T es la proyeccién ortogonal sobre W-<L.

Sea V un espacio dimensionalmente finito con producto interior, y sea T:
V — V una proyeccion.

(a) Si T es una proyeccién ortogonal, demostrar que ||T(x)|| < ||x|| para
toda x €V. Dar un ejemplo de una proyeccién T para la cual no se
cumpla esta desigualdad. Si se da la igualdad, ;qué puede concluirse
sobre 1?

(b) Si T es también normal y V es compleja, demostrar que T debe ser
una proyeccién ortogonal.

Si Ty U son proyecciones ortogonales en un espacio con producto interior
tales que TU = T, = UT, demostrar que R(T) = R(U)*.

Sea T un operador normal en un espacio complejo con producto interior
dimensionalmente finito V. Utilizar la descomposicién espectral A, T, + ...
. i+ ATy de T para demostrar los siguientes incisos.

(a) Si g es un polinomio, entonces

k
g(T) =X eg\)Ts
i1
(b) Si T = T, para alguna n, entonces T = T,,.
(¢) U: V—V conmuta con T si y sélo si U conmuta con cada T;.
(d) SiU: V—V es normal y conmuta con T, entonces U = u,T; + ...
... + u,T, donde py, ..., ur son los eigenvalores (no necesariamen-
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te distintos) de U. Sugerencia: Demostrar que los eigenespacios de
T son invariantes bajo U.

(e) Existe un operador normal U en V tal que U* =T,

(f) T es invertible si A; 52 0 para 1 <i<k.

(8) T es una proyeccion si y sélo si todo eigenvalor de T es 1 o 0.

(h) T= —T* (tal T se denomina antisimétrico) si y s6lo si todo A; es
un nimero imaginario.

Utilizar el Corolario 1 del teorema espectral para demostrar que si T es
un operador normal en un espacio complejo dimensionalmente finito con
producto interior y U conmuta con T, entonces U conmuta con T*.

Refiriéndose al Ejercicio 19 de la Seccién 7.7, demostrar los siguientes
hechos sobre U.

(a) U*U es una proyeccién ortogonal sobre W.
(b) UU*U = uU.

Diagonalizacién simultdnea. Sea V un espacio complejo dimensionalmente
finito con producto interior, y sean U, T: V — V operadores normales tales
que TU = UT. Demostrar que existe una base ortonormal para V formada
por vectores que son eigenvectores tanto de T como de U. Sugerencia:
Emplear la sugerencia del Ejercicio 13 de la Seccién 7.5 junto con el
Ejercicio 8.

Demostrar el inciso (c) del teorema espectral.

7.10* APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS

Considérese el siguiente problema: Un investigador recolecta informacién
mediante la realizacién de mediciones Y1, Y2 - .., Ym en los instantes ¢,,
L, ..., tu, respectivamente. Por ejemplo, puede realizar mediciones sobre
el desempleo en distintas fechas durante un periodo. Supéngase que grafica
los datos (1, y,), ..., (fm, Ym) como puntos del plano. (Véase Fig. 7.8.)
A causa de la distribucién de tales puntos, €l piensa que existe una
correlacion lineal entre y y ¢, tal como y = ¢t + d. El investigador desearia
encontrar el valor de los pardmetros ¢ y d de tal manera que la recta
y = ct + d represente el mejor “ajuste” posible para los datos recopilados.
Una estimacién del ajuste es calcular el error E que representa la suma
de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos a la recta; esto
es,

E=3 (et~ ).

i1
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(tj.ct; +d)

y=ct +d
(ty . vy)

figura 7.8

Asi, su problema es encontrar las constantes ¢ y d que minimicen a E.
(Para esta razén, la recta y = ct + d se denomina la recta de los minimos
cuadrados.) Esto lo conduce a considerar el siguiente sistema de ecua-
ciones:

tie+d=y,
te +d=y,
InC + d=Ym,
o bien AX = y, donde
t, 1 Vi
t, 1
A_ 2 X_(C) B y?.
’ d y y_
t, 1 Y m

Notese que E = ||y — AX}=
Por supuesto, seria irreal suponer que tal sistema tiene una solucién
puesto que, en la practica, el nimero de ecuaciones excede con mucho al
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nimero de incégnitas. Pero desarrollaremos ahora un método general
utilizando la teoria de las proyecciones ortogonales para encontrar un
vector explicito x, € F* que minimice a E; esto es, dada una matriz A4
de m x n, encontraremos a x, €F" tal que ||y — Axo|| < ||y — Ax|| para
todos los vectores x € F*. Este método no sblo nos permitira encontrar la
funcién lineal que se ajuste mejor a los datos, sino también el polinomio
de cualquier grado fijo que se ajuste mejor a los datos.

Requeriremos primero de algo de notaciéon y de dos lemas sencillos.

Para x, y € F®, denotaremos por (x, y), al producto interior ordinario
de x y y en P~

Lema 1. Sean A una matriz de m X n sobre F, x €F* y y EF™. Entonces
(AX, Y)m = (X, A*y)n.

DEMOSTRACION. Demostraremos el resultado para x y y contenidas en
las bases ordenadas estdndar, respectivamente, para F* y F». Dejamos el
caso general para el lector. Sean x = e; y y = €, dichos elementos. Utili-
zando el Teorema 2.15, tenemos

(Aeb elj)m el (Al) elj)m = Ajl y (eb A*elj)n = (eh (A*)j)n = (A*)lj = A}t,
donde A’y (A*)7 son las columnas i de A y j de A*, respectivamente. [l

Lema 2. Sea A una matriz de m X n sobre F. Entonces rango(A*A) = ran-
go(A).

DEMOSTRACION. Sélo tenemos que demostrar que, para x €F?, A*4Ax = 0
si y sOlo si Ax = 0. Claramente Ax = 0 implica que A*Ax = 0. Por ello,
supéngase que A*Ax = 0. Entonces 0 = (4*Ax, x), = (Ax, A**x)p =
= (Ax, Ax)p, de modo que Ax=0. W

Corolario. Si A es una matriz de m x n tal que rango(A) = n (esto es, A
tiene “rango completo”), entonces A*A es invertible.

Ahora considérese el sistema AX =y, donde A es una matriz de
m X nyy€F Definase a W = {Ax: x €F"}, esto es, W = R(L,). Ha-
ciendo a T la proyeccién ortogonal sobre W, escojase a x, €F* tal que
T(y) = Ax,. Entonces, por el Teorema 7.25, |[T(y) — || < |lu — ¥||
para toda u €EW; esto es, ||[Ax, — y|| < ||Ax — y|| para toda x EF~.

Para desarrollar un método préctico para encontrar tal x,, observamos
que, como T es una proyeccién ortogonal, Ax, —y =T(y) —y€EW, ¥y
entonces (Ax, Ax, — y)m = 0 para toda x €F". Luego, por el Lema 1,
tenemos que (x, A*(Ax, — y))» = O para toda x €F"; esto es, A*(Ax, —
— y) = 0. Asi, Unicamente tenemos que encontrar una solucién para
A*AX = A*y. Si, ademas, suponemos que rango(A) = n, entonces por
el Lema 2 tenemos que x, = (A*A4)'4*y. Podemos resumir esta expo-
sicién en el teorema siguiente.



Aproximacién por minimos cvadrados 465

Teorema 7.28. Sea A €M,..(F) y y€F» Entonces, existe X, € F" tal que
(A*A)x, = A*y y ||Ax, — y|| < ||Ax — y|| para toda x €EF*. Ademds, si
rango(A) = n, entonces X, = (A*A)'A*y.

Volviendo con nuestro investigador, supongamos que éste recopila los
siguientes datos: (1, 2), (2, 3), (3, 5) y (4, 7). Entonces

1 1 2
2 1 3
A = y = .
31 y 5|
4 1 7
por lo tanto
1 1
4
A*A=(1 2 3 )2 1 =(30 10),
1 11 1/13 1 10 4
4 1

y entonces
1 4 —10
*4)1 =
(Ard)™ 20(—10 30)'

2

c) 1( 4 ~10)(1 2 3 4) 3 (1.7)
X — = — = .
°(d 20\—-10 30/\1 1 1 1/|5 0
7
Asi, la recta y = 1.7t es la recta de minimos cuadrados. El error E puede
calcularse directamente como ||4x, — y||* = 0.3.
El método anterior puede también ser aplicado si el investigador desea

ajustar una pardbola y = c2 4+ dt + e a los datos. En este caso, €l utili-
zaria

Por consiguiente

como la matriz 4.
Finalmente, supéngase en el caso lineal que el investigador escogié
sus instantes, t;, para satisfacer la expresion

m
>t =0.
i=1
Entonces, las dos columnas de A serian ortogonales y A*4 seria una matriz
diagonal. (Véase gl Ejercicio 1.) Esto, por supuesto, simplificaria mucho
los calculos.
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Soluciones minimas

En la exposicién anterior mostramos que, si rango(A) = n, entonces existe
un elemento x, € F* dnico tal que Ax, es el punto en W mds cercano a y.
Por supuesto, si rango(A) < n, existird un nimero infinito de estos vec-
tores. Es a menudo deseable encontrar un vector tal que su norma sea
minima. Para lo siguiente, haremos que b = Ax,; esto es, b = T(y), don-
de T es la proyecciéon ortogonal sobre W. Entonces, el sistema AX = b
tiene al menos una solucién. Una solucién s se llama solucién minima si
I's < ''u!' para todas las otras soluciones u de AX = b.

Teorema 7.29. Sean A €M,..(F) y bEF®. Supdngase que AX = b tiene al
menos una solucion. Entonces

(a) Existe exactamente una solucion minima s de AX =D0b ¥
s € R(L,.).

(b) s es la dnica solucion de AX = b ubicada en R(L,.); esto es,
si u es una solucion de (AA*)X = b, entonces s = A*u.

DEMOSTRACION. Para simplicidad en la notacién, escribiremos N(4) =
= N(L,) y R(4*) = R(L,). Por el Teorema 7.6 y el Ejercicio 12 de la
Seccién 7.3, tenemos que F" = N(A): @ N(4) = R(4*) D N(4). Sea x
una solucién cualquiera de 4X = b. Entonces, por lo anterior, x = s + ¥,
donde s€R(A*) y yEN(A). Nétese que b = Ax = As + Ay = As, de
manera que s es una solucién de AX = b que estd en R(A*). Para de-
mostrar (a), necesitamos Unicamente demostrar que s es la unica solucién
minima. Sea v cualquier solucién de AX = b. Por el Teorema 3.8, tene-
mos que v = 5 + u, donde u €N(A). Como s € R(4*) = N(4)*, tenemos,

de acuerdo con el Ejercicio 10 de la Seccién 7.1, que ||v|[* = lls + u|* =
= s’ 4+ [|ul|* > |Is![*. Luego, s es una solucién minima. Podemos ver
igualmente del calculo anterior que si [|[v]| = ||sl|, entonces u = 0 y v = s.

Por lo tanto, s es la tnica soluciéon minima de AX = b.

Con el objeto de demostrar el inciso (b) supondremos que v es tam-
bién una solucién de AX = b que estd en R(A*). Entonces v — s€ER(A*)
NN(A) ={0),yasiv=s. R

Eiemplo 32. Considérese el sistema

x+2y+4+ z= 4
x— y+2z=—1I
x + Sy = 19.

Sean

1 2 1 4
A=(1 -1 2) y b:<—11 .
1 5 0 .19
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Para encontrar la solucién minima del sistema, debemos encontrar una
solucién de A4*X = b. Ahora bien,

6 1 11
AA*=[1 6 —4a)
11 —4 26

por lo que consideraremos el sistema
6bx+ y+1z= 4
x4+ 6y— 4z=—11
1lx — 4y + 26z = 19,
para el cual una solucién es
1
u=\|-2}
0

(Cualquier solucién es suficiente.) Por lo tanto,
—1
s=A*=| 4
-3

es la solucién minima del sistema dado.

EJERCICIOS

1.

"

Demostrar que si A es una matriz de m x n cuyas columnas son ortogona-
les, entonces A*A4 es una matriz diagonal.

Dados los datos (—3, 9), (—2, 6), (0, 2) y (1, 1), encontrar la parébola
que proporcione el ajuste de minimos cuadrados. Calcular E.

Calcular la solucién minima de
x+2y—z=1
2x+3y+z=2
4x + Ty — z =4,

Sea A4 una matriz de m X n. Demostrar que (Ax, y)m = (x, A*y), para
x €F* e y €, completando asi la demostracién del Lema 1.

Para la recta de minimos cuadrados y = ¢z + d correspondiente a las m
observaciones (f;, 1), ..., (Im, Ym), utilizar el Teorema 7.28 para derivar
las ecuaciones normales:
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(gt?) c+ (ét;) d= % Ly;

i=1

(%t,-)c%—md:%yi.

i=1 i=1

Estas ecuaciones también se pueden obtener haciendo cada una de las deri-
vadas parciales del error E iguales a cero.

7.11* FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

Existe una cierta clase de funciones de valor escalar de dos variables
definidas en un espacio vectorial que a menudo se considera en el estudio
de temas tan diversos como la geometria y el calculo en varias variables.
Esta es la clase de “formas bilineales”. Estudiaremos las propiedades basi-
cas de esta clase dando importancia especial a las formas bilineales simé-
tricas y consideraremos algunas de sus aplicaciones a las superficies cua-
dréticas y al calculo en varias variables.

A lo largo de esta seccién todas las bases serdn consideradas como
bases ordenadas.

Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F. Una funcion H que

va del conjunto V x V de pares ordenados de vectores en V a F, se llama
forma bilineal en V si H es lineal en cada variable cuando la otra variable
se mantiene fija, esto es, si

(a) H(ax, + x;, y) = aH(x,, y) + H(x,, y) para toda X,, X,
yEV yacF

(b) H(x, ay, +y.) = aH(x, y;) + H(x, y.) para toda Xx, Y,
y: €Vya€F.

Representaremos al conjunto de formas bilineales en V mediante ®(V).
Obsérvese que un producto interior en un espacio real V es una forma
bilineal.

Eiemplo 33. Definase una funcién H: R® x R?— R mediante

H((Zl)’ (zl» = 2a1b1 + 3a1bz + 4a2b1 - a2b2 para (Zl) ’ (zl) GRQ'
o 2 2 *

Podemos verificar directamente que H es una forma bilineal en R2. Sera
mds ilustrativo y menos tedioso, sin embargo, observar que si

_ 2 3 _ [a . b1
A7(4 __‘1)9 x_<a2> y y—(b_»)’
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entonces
H(x, y) = x'Ay.

La bilinealidad de H se infiere ahora directamente de la propiedad distri-
butiva de la multiplicacién de matrices sobre la suma de matrices.

La forma bilineal anterior es un caso especial de la siguiente situacién
que es mds general.

Eiemplo 34. Sea V = P~ el espacio vectorial de todos los vectores colum-
na de longitud n sobre un campo F. Para cualquier matriz 4 de n x n
con elementos de F, definase a H: V x V — F mediante

H(x, y) = xtAy para x, y€V.

Nétese que, como x y y son matrices de » X 1 y A es una matriz de
n x n, H(x, y) es una matriz de 1 x 1 para toda x, y €V. Identificamos
a esta matriz con su elemento unico. Como en el Ejemplo 33, la bilinea-
lidad de H se obtiene de la propiedad distributiva de la multiplicacién
sobre la suma de matrices. Por ejemplo, si a€F y x,, x., y €V, entonces

H(ax, + x,, y) = (ax; + x2)'Ay = (ax! 4 x!)Ay
= ax!Ay + x!Ay
=aH(x,, y) + H(x, y).
Enumeraremos ahora algunas propiedades que tienen todas las formas
bilineales. Las demostraciones se dejan al lector. (Véase Ejercicio 2.)

Para cualquier forma bilineal H en un espacio vectorial V sobre un
campo F:

1. Si para cualquier x €V las funciones L,, R,: V — F se definen me-
diante L.(y) = H(x, y) y R.(y) = H(y, x) para toda y €V, en-
tonces L, y R, son lineales.

2. H(0, x) = H(x, 0) = 0 para toda x€V.

3. Six, y, z, w€V, entonces

H(x +y, z+w) =H(x, z) + H(x, w) + H(y, z2) + H(y, w).

4. SiJ: V xV > F estd definida mediante J(x, y) = H(y, x), *en-
tonces J es una forma bilineal.

Para un espacio vectorial V, H,, H, € ®(V) y cualquier escalar a, defi-
namos la suma H, + H. y el producto aH, mediante las ecuaciones

(Hl + H:)(x:- y) = Hl(xy )’) + H'.!(-x: y)

(aH,) (x, y) = a(H.(x, ¥)) para toda x, y €V.
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Es un ejercicio sencillo verificar que H, + H, y aH, son de nuevo for-
mas bilineales. No es de sorprenderse que ®(V) sea un espacio vectorial
con respecto a estas operaciones.

Teorema 7.30. Para cualquier espacio vectorial V, ®(V) es un espacio vectorial
con respecto a las anteriores definiciones de suma y de producto.
DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Sea V un espacio vectorial n-dimensional con una base 8 = {x,, xa,. . .,
x,}. Para cualquier forma bilineal H € ®(V) podemos asociar con H

una matriz 4 de n X n cuyo elemento del renglén i y columna j esté defi-
nido mediante

Ai; = H(xy, xj) paratoda i, j=1,2,...,n
Definicién. La matriz anterior A serd llamada la representacién matricial de H
con respecto a la base .

Podemos, por lo tanto, definir un mapeo yg de ®(V) en M,,.(F), don-
de F es el campo de escalares para V, tal que para cualquier H € ®(V),
yg(H) = A, donde A4 es la representacién matricial H con respecto a B.

Ejemplo 35. Considérese la forma bilineal de H del Ejemplo 33. Sean

{0} ()} mwm

Entonces
(D). (1)) 234418
1 1
(1), (1)) <22 a1-s
1 1
B[ (1) -2 - ss1o2
1 1
s () 2341
Asi,

_ {8 4

Si y es la base estandar para R?, el lector podra verificar que

Wy (H) = (i _f)
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Teorema 7.31. Para cualquier espacio vectorial n-dimensional V sobre un

campo F y cualquier base B para V, ¢, es un isomorfismo de ®(V) en
Mnxn(F)-

DEMOSTRACION. Dejaremos al lector 'a demostracién de que yg es una
transformacion lineal.

Para demostrar que yg es uno-a-uno, supéngase que H € ®(V) y
yg(H) = O, la matriz nula. Deseamos demostrar que H es trivial, esto
es, H(x, y) = 0 para toda x, y € V. Fijese una x; €8 y recuérdese la fun-
cion L,,: V— F definida mediante L,(x) = H(x;, x) para toda x€V.
De acuerdo con la propiedad 1 dada en la p. 469, L., es lineal; por hi-
pétesis, L., (x;) = H(x;, x;) = 0 para toda x; €B. Por lo tanto, L,, es
la transformacién nula de V en F. Entonces

H(x;, x) = L,(x) =0 para toda x€EV y x; €8. (18)

Fijese luego una y €V arbitraria y recuérdese el mapeo Ry: V— F
definido mediante Ry(x) = H(x, y) para toda x € V. De nuevo Ry es lineal.
Pero por la Ecuacién (18) Ry(x;) = H(x;, y) = O para cualquier x; €.
Luego, Ry es trivial, y concluimos que H(x, y) = Ry(x) = 0 para toda
x, y€V. Asi, tenemos que H es trivial y yg es, por lo tanto, uno-a-uno.

Para demostrar que yg es sobreyectivo, sea A € M,,,(F). Recuérdese
el isomorfismo ¢g: V — F" definido en la Seccién 2.4. Para x €V toma-
remos a ¢g(x) €F* como un vector columna. Definase un mapeo H:
V X V: — F mediante

H(x, y) = [¢s(x)]'A[pp(¥)] para toda x, y€V.

Por el Ejemplo 34, H € ®(V). Demostraremos que yg(H) = A. Si x;,
x; €B, entonces ¢g(x;) = e; y ¢p(x;) = e;. En consecuencia, para cuales-
quiera i y j,

H(xi, x;) = [¢p(x:1)]'Al¢p(x;)] = elde; = A;.

Concluimos que yg(H) = A y, por lo tanto, yg es sobreyectivo. [l
Corolario 1. Para cualquier espacio vectorial n-dimensional V, ®(V) es de di-

mension n2.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

El corolario siguiente queda establecido facilmente al repasar la de-
mostracién del Teorema 7.31.

Corolario 2. Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre el campo F con
una base B. SiH € ®(V)y A €M,..(F), entonces yg(H) = A si y sdlo si
H(x, y) = [¢s(x)1*'Al¢s(y)] para toda x, y€V.

El siguiente corolario es ahora una consecuencia inmediata del Coro-
lario 2.
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Corolario 3. Para cualquier campo F, un entero positivo n 'y H € ®(F"), exis-
te una matriz unica A € M, (F), a saber A = yg(H), tal que

H(x, y) = x'Ay para toda x, y € F,

donde B es la base estdndar para F".

Parece existir una analogia entre las formas bilineales y los opera-
dores lineales en el hecho de que ambos estin asociados con una matriz
cuadrada Unica y en que esta correspondencia depende de la seleccién de
una base para el espacio vectorial. Tal como en el caso de los operadores,
uno puede hacerse la pregunta: ;Cémo se modifica la matriz correspon-
diente a una forma bilineal fija cuando se cambia la base? Como ya lo
hemos visto, cuando surgié la pregunta para el caso de los operadores
lineales, ésta condujo al estudio de la relacién de similitud en las matri-
ces cuadradas. En el caso de las formas bilineales nos orientaremos al
estudio de otra relacion en las matrices cuadradas, la relacion de “con-
gruencia’”.

Definicién. Se dice que dos matrices A, B € M,..(F) son congruentes si existe
uria matriz invertible Q € M,,..(F) tal que

Q'AQ = B.

Se puede ver facilmente que la congruencia es una relacién de equiva-
lencia. (Véase el Ejercicio 11.)

El teorema siguiente relaciona la congruencia con la representacién
matricial de una forma bilineal.

Teorema 7.32. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con bases
B={X1, Xy - -, X} Yy ={Y1, VYo, - - - , Yu} ¥ sea Q la matriz de cambio
de coordenadas que transforma las coordenadas de y en coordenadas de
B. Entonces, para cualquier H € ®(V), y,(H) = Q'w,H)Q. En particu-
lar, yy(H) y ¢s(H) sor congruentes.

DEMOSTRACION. Existen fundamentalmente dos demostraciones de este
teorema. La primera implica un célculo directo, mientras que la otra se
obtiene inmediatamente de una observacién acuciosa. Presentaremos la
primera demostracién y dejaremos la ultima como ejercicio. (Véase el
Ejercicio 12.)

Supéngase que A = ys(H) y B = y,(H). Entonces, para cualesquiera
iyjtalesque 1 <i,j<n,

n

Yi=20x ¥y yi= 2 Qx,.
k=1

r=1
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B,=H(y,y)=H (;} quk,y;)
= 3 QuH(xe 7))
= ¥ 0uH (%0 £ 0.%)
= %04 3 0. HGx, x)
= 3 0 3 0,
= 3 0u 33 4.0,
= 3 0u(40),,
= 3 Ou(4Q), = (Q'40),y

Por lo tanto, B = Q'AQ0. W
El corolario siguiente es el reciproco del Teorema 7.32.

Corolario. Sea A, BEM,..(F). Si A y B son congruentes, entonces existen un
espacio vectorial n-dimensional N sobre F, bases By y para V, y una
forma bilineal H en V, tales que

ye(H) = A y y¢y(H) =B

DEMOSTRACION. Supéngase que Q es una matriz invertible para la que
B = Q'AQ. Sean V=F, B = {e,, e, ..., ea} la base estandar para F®
y H la preimagen de 4 bajo yg. Sea y = {Q", Q2 ..., Q"} el conjunto
de columnas de Q. Entonces, y es una base para F* y Q es la matriz de
cambio de coordenadas que transforma las coordenadas de y en coorde-
nadas de B. Luego, por el Teorema 7.32, B = Q!AQ = Q'yg(H)Q =
=yy(H). W

Tal como el problema de diagonalizacién para operadores lineales,
existe un problema de “diagonalizacién” semejante para formas bilinea-
les, a saber, el problema de la determinacién de aquellas formas bilineales
para las que existen representaciones matriciales diagonales. Como vere-

o

mos, las formas bilineales “diagonalizables” son aquellas que son “si-
métricas”.

Definicién. Una forma bilineal H sobre un espacio vectorial \V se llama simé-
trica, si H(x, y) = H(y, x) para toda x, y €V.
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Como el nombre lo sugiere, las formas bilineales simétricas corres-
ronden a matrices simétricas.

Teorema 7.33. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito. Para
H € ®(V) las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) H es simétrica.
(b) Para cualquier base y para V, yy(H) es una matriz simétrica.
(¢) Existe una base 8 para V tal que yg(H) es una matriz simétrica.

DEMOSTRACION.  Primero demostraremos que (a) implica a (b). Supén-
gase que H es simétrica. Sea y = {y,, y,, ..., y.} una base para V, y
sea B = y, (H). Entonces, para cualquier i y cualquier j, B;; = H(y;, yi)=
= H(yj, yi) = Bj;. Luego, B es una matriz simétrica, demostrando asi
a (b).

Claramente (b) implica a (c).

Finalmente, demostraremos que (c) implica a (a). Supdngase que,
para alguna base 8= {x;, x,, ..., Xa}, yg(H) = A es una matriz simé-
trica. Definase a J: V x V— F, donde F es el campo de los escalares
para V, mediante J(x, y) = H(y, x) para toda x, y €V. Por la propiedad
4 dadaenla p. 469, J € B(V). Sea C= yp(J). Entonces, para cualquier
i y cualquier j,

Cij = J(xi, x;) = H(xj, x;) = A;; = Aij.

Por lo tanto, C = 4. Como ¥ €s uno-a-uno, concluimos que J = H y, por
lo tanto, H(y, x) = J(x, y) = H(x, y) para toda x, y €V y entonces H
es simétrica, lo que demuestra a (a). i

Definicion. Una forma bilineal H en un espacio vectorial dimensionalmente fi-
nito V se llama diagonalizable si existe una base B para V tal que yg(H)
sea una matriz diagonal.

Corolario. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito. Para cualquier
H € ®(V), si H es diagonalizable, entonces H es simétrica.

DEMOSTRACION. Supbngase que H es diagonalizable. Entonces, existe
una base B para V tal que yg(H) = D es una matriz diagonal. Trivial-
mente, D es una matriz simétrica. Luego, de acuerdo con el Teorema 7.33,
H es simétrica. i

Desafortunadamente, la reciproca no es cierta, como se ilustra en el
ejemplo siguiente.

Eiemplo 36. Sea F = Z, (véase Apéndice C), y sea V = F. Definase a
H: V x V— F mediante

a, bl _
H((az), (bz)) — ab, + ab,.
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Se ve claramente que H es simétrica. De hecho, si B es la base estandar
para F%, entonces

es una matriz simétrica. Demostraremos que el considerar que H es
diagonalizable conduce a una contradiccidn.

Supéngase que H es diagonalizable. Entonces, existe una base y para
F2 tal que B = y,(H) es una matriz diagonal. Luego, por el Teorema 7.32,
existe una matriz invertible Q tal que B = 0!4Q. Como Q es invertible,
rango(B) = rango(A4) = 2. Luego, B es una matriz diagonal cuyos ele-
mentos de la diagonal son no nulos. Como el Unico elemento no nulo

de Fes 1,
_{1 0
B—(O 1).
Supdngase
_fa b
e=(¢ a)
Entonces

10_~=t_a601)ab_ac+acbc+ad

(0 1)’3 QAQ_(b d (1 0_(c d)_ (bc+ad ba‘+bd)'
Pero p + p = 0 para toda p € F y entonces ac + ac = 0. Asi, compa-

rando los elementos superiores izquierdos de las matrices de la ecuacion

anterior, concluimos que 1 = 0, lo que es una contradiccién. En conse-
cuencia, H no es diagonalizable.

La forma bilineal del Ejemplo 36 es anémala. La razén de que no
sea diagonalizable parte del hecho de que el campo escalar Z, es de
caracteristica dos. Si F no es de caracteristica dos, entonces 1 + 1 es inver-
tible. Bajo estas circunstancias representaremos a “1 + 1”7 como “2” y su
inverso multiplicativo como %.

Antes de demostrar la reciproca del corolario del Teorema 7.33 para
campos escalares distintos a los de caracteristica dos, debemos establecer
el lema siguiente.

Sea H una forma bilineal simétrica no trivial en un espacio vectorial V
sobre un campo F de caracteristica distinta de dos. Entonces, existe un
elemento x €V tal que H(x, x) £ 0.

DEMOSTRACION. Supéngase que para algunas v, w €V, H(v, w) #* 0. Si
H(v, v) =0 o H(w, w) 5 0, no hay nada que demostrar. De lo contra-
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rio, supéngase que H(v, v) = H(w, w) = 0. Haciendo x = v + w, tene-
mos que

H(x,x) = H(v,v) + H(v, w) + H(w,v) + H(w, w)
=2H(v,w) #£0

puesto que 240y H(v, w) 0. W

Teorema 7.34. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre un

campo F de caracteristica distinta de dos. Entonces, toda forma simétrica
bilineal en V es diagonalizable.

DEMOSTRACION. Utilizaremos induccién matemitica sobre n = dim(V).
Si n = 1, todo miembro de ®(V) es diagonalizable. Supdngase que el teo-
rema es vélido para espacios vectoriales de dimensién menor que n para
algin entero fijo n > 1. Si H es la forma bilineal trivial, entonces, por
supuesto, H es diagonalizable. Supéngase que H es simétrica y no trivial.
Entonces, de acuerdo con el lema, existe un elemento x €V (necesaria-
mente no nulo) tal que H(x, x) £ 0. Definase a L: V— F mediante
L(z) = H(x, z) para toda z¢V. Entonces, L es lineal y como L(x) =
= H(x, x) %0, L es no trivial. En consecuencia, rango(L) =1 y, por
lo tanto, dim(N(L)) = n — 1. La restriccién de H a N(L) es evidente-
mente una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial de dimensién

rn — 1. Luego, por la hipétesis de induccién, existe una base {x1, x2, ...,
Xn-1} para N(L) tal que H(x;, x;) = 0 paraiz%j (1 <i,j<nmr—1). Ha-
gase x, = x. Entonces x,&N(L), y por lo tanto g = {x1, ..., x,} es una

base para V. También H(x;, x,) = H(xn, x;) =0 para i=1, 2, ...,
n — 1. Concluimos que yg(H) es una matriz diagonal y entonces H es
diagonalizable. |

Corolario. Sea F un campo que no tiene caracteristica dos. Si A EML(F) es

una matriz simétrica, entonces A es congruente con una matriz diagonal.
DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Sea A una matriz simétrica de n x n con elementos de un campo que
no tenga caracteristica dos. Por el corolario del Teorema 7.34, A es
congruente con una matriz diagonal. Mostraremos cémo encontrar una
matriz diagonal D y una matriz invertible Q tales que Q*AQ = D. El lec-
tor deberia repasar la Seccién 3.1 para recordar la relacién entre las
matrices elementales y las operaciones elementales con matrices.

Si E es una matriz elemental de n % n, entonces AFE se obtiene de
A mediante una cierta operacién elemental con columnas en A. De acuer-
do con el Ejercicio 20, E'A se obtiene a partir de 4 por medio de la
misma operacién realizada en los renglones en vez de en las columnas
de A. Entonces, E'AE se obtiene a partir de A4 realizando una elemental
operacion en las columnas de A4, y luego realizando la misma operacioén
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en los renglones de la matriz AE. (Nétese que puede invertirse el orden
de las operaciones.) Ahora supéngase que Q es una matriz invertible
y que D es una matriz diagonal tal que Q*AQ = D. Por el Corolario 3
del Teorema 3.5, Q es un producto de matrices elementales, Q=EFE, ...
... Ex. Entonces, D = Q'AQ = E;CE;_1 ... E'AEE, ... Ex.

Sobre la base de la ecuacién anterior,” concluimos que por medio de
algunas operaciones elementales con columnas y las operaciones corres-
pondientes con renglones, A puede ser transformada en una matriz dia-

gonal D. Ademds, si E,, E;, ..., Ex son las matrices elementales corres-
pondientes a las operaciones elementales con columnas (indexadas en
el orden en que han de ser realizadas) y si Q = E\E . .. E), entonces
Q'AQ = D.

El enunciado anterior proporciona la clave para encontrar Dy Q
para una A dada.

Ejemplo 37. Supéngase que

()

Empezamos utilizando operaciones elementales con columnas para insertar
un cero en el primer renglén, segunda columna; en este caso debemos
restar dos veces la primera columna de A4 de la segunda columna de A.
La operacién correspondiente con renglones implicaria restar dos veces
el primer renglén del segundo renglén. Sea E, la matriz elemental corres-
pondiente a la anterior operacién elemental con columnas. Entonces,

_ (1 =2\,
E = (o 1)’
en consecuencia,

_(1 O ap— (1 O
AE,—(Z _1) y  E'AE (0 _1).

Obsérvese que como E, produjo un cero en el renglén 1, columna 2, E!
produjo un cero en el renglén 2, columna 1. Luego, para

e=(5 1) v o=(o 1) eue-»

Considérese ahora

0 1 2
A=|1 —1 3]
2 3 4

Es conveniente tener =1 en la posicién renglén 1, columna 1, y utilizarlo
para eliminar a todos los demas elementos del primer renglén y de la
primera columna de A. Entonces, principiemos intercambiando la pri-
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mera y la segunda columnas de 4. La matriz elemental que corresponde
a esta operacién con columnas es

010
E =[1 0 0}
0 01
Claramente
-1 1 3
E\AE, = 1 0 2]
3 2 4

Esta matriz se obtiene intercambiando las dos primeras columnas de A
para obtener AE y luego intercambiando los dos primeros renglones de
AE. Luego, produzcamos un cero en el primer renglén, segunda columna
y en el segundo renglén, primera columna de E'AE  sumando la prime-
ra columna de E‘AE, a la segunda columna de E!AE 'y continuando
esta operacin con su correspondiente operacién con renglones. Finalmen-
te, sumemos tres veces la primera columna a la tercera columna y prosi-
gamos con la operacién correspondiente con renglones. Nétese que las
operaciones con columnas pueden realizarse en sucesién antes de reali-
zar las operaciones con renglones. Entonces, si

110 1 0 3
E;={0 1 0) y E.=(0 1 o),
0 0 1 0 0 1

0

51

-10
ESEYEVAE)EE, =| 0 1
0 5 13

El lector puede ver ahora facilmente que haciendo

10 0
E, ={0 1 —-5)
00 1

tenemos
-1 0 0
EY(ESESELAEE,EDE, —| 0 1 0l
00 —I2

Entonces con Q = E\E,EE, y

Q‘AQ = D.
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El lector debera justificar el siguiente método (semejante al introdu-
cido en la Seccién 3.2 para calcular la inversa de una matriz) para calcu-
lar Qt (y por lo tanto Q) sin registrar por separado a cada una de las
matrices elementales: utilizar una secuencia de operaciones elementales
con columnas seguidas de las correspondientes operaciones elementa-
les con renglones para modificar la matriz aumentada (A|l) en la for-
ma (D'B), donde D es una matriz diagonal. Entonces B = Q.

En el ejemplo anterior este método deberia producir la siguiente se-
cuencia de matrices:

0 1 2|1 00 10 2(100
iD= 1 -1 3o 10} [-1 1 3o 1 o}
2 3 4l0 0 1 32  4/0 01
-1 1 3{01 0, /(~10 3[010
1 0 2|1 0 o} 11 2|1 0 0}
3 2 4|0 01 35 4|0 0 1
—1 0 3(010 /~10 0[010
o 1 sit1o} | o1 s5{11 0]
3 5 4|0 0 1 35 13/0 0 1
—~1 0 0/0 10 /=10 0|0 10
o 1 s/t1o} | o1 ol11o0]
0 5 13/0 3 1 05 —12]/0 3 1
y
—-10 0[ 0 10
01 0| 1 1 0l=(DlQ).
00 —12|—-5 —2 1

Por lo tanto,
-1 0 0 0 1 0 1 -5
D =( 01 0), 0= 1 1 0)y ¢={1 1 —2)
0 0 —12 -5 -2 1 0 0 1

Formas cuadraticas

(=)

Asociadas con las formas bilineales simétricas existen funciones llamadas
“formas cuadraticas’.

Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F. Una funcién K:
V — F se llama forma cuadratica si existe una forma bilineal simétrica

H € ®(\V) tal que
K(x) = H(x, X) para toda X €V. (19)
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Si el campo F no es de caracteristica dos, existe una correspondencia
uno-a-uno entre las formas bilineales simétricas y las formas cuadraticas
dadas por la Ecuacién (19). De hecho, si K es una forma cuadratica en
un espacio vectorial V sobre un campo F cuya caracteristica no sea dos,
y si K(x) = H(x, x) para alguna forma bilineal simétrica en V, entonces

H(x,y) = 3[K(x + y) — K(x) — K(»)]. (20)

Véase el Ejercicio 15 para mas detalles.

Ejemplo 38. Ciertamente, el ejemplo clasico de una forma cuadrética es
el del polinomio de segundo grado homogéneo de varias variables. Dadas
las variables #,, ., ..., t, que toman valores en un campo F cuya carac-
teristica no sea dos y los escalares (no necesariamente distintos) a;;(1 <
<i<j< n), definase el polinomio

Sty . t) = Z a;tt;.
I<j

Sea K: F*— F la forma cuadratica definida mediante K(c,, Coy ovn s
Cn) = f(C1y Coy .., Cn).

Cualquier polinomio de la forma anterior se denomina polinomio homo-
géneo de segundo grado en n variables. De hecho, si B es la base estandar
para F', entonces la forma bilineal simétrica correspondiente a la forma
cuadratica anterior es H, donde yg(H) = A4 y

_ o ai;; si l:]
Aij A]' {%a,-,- si l#]

Para ver esto, simplemente apliquese la Ecuacién (20) para obtener
H(e;, e;) = A;; a partir de la forma cuadratica K y verifiquese que
f(t, ..., 1) es calculable a partir de H por medio de la Ecuacién (19).

En particular, dado el polinomio

f(tl’ t:h 13) - 2{1_) - t'j + 6t]lz - 41:13

con coeficientes reales, sea

2 3 0
A=(3 —1 =2}
0 —2 0

Haciendo H(x, y) = x'Ay para toda x, y €R% vemos que

4L 19
1, tsy t3) = (h, ts, 1,)A| 1. para t, € R3.
13 13
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Formas cuadraticas sobre el campo R

Como las matrices simétricas sobre R son ‘“ortogonalmente diagonaliza-
bles” (véase el Teorema 7.21), la teoria de las formas bilineales simétricas
y de las formas cuadréticas en espacios vectoriales dimensionalmente fini-
tos sobre R es especialmente adecuada. El teorema siguiente y su corola-
rio se encuentran definitivamente entre los resultados més utiles en la
teoria de las formas bilineales y cuadréticas.

Teorema 7.35. Sea V un espacio real dimensionalmente finito con producto
interior, y sea H una forma bilineal simétrica en V. Entonces, existe una
base ortonormal B para V tal que yg(H) es una matriz diagonal.

DEMOSTRACION. TOémese cualquier base ortonormal y = {x,, Xz, ... Xn}
para V. Sea 4 = yy(H). Como A es una matriz simétrica, es autoadjunta
con respecto al producto interior en V. Aplicando el Teorema 7.21, pode-
mos encontrar una matriz ortogonal Q tal que D = Q'4AQ sea una matriz

diagonal. Para j = 1, 2, ..., n, definase
n
yi = 2 QijXi.
i=1
Es una operacién sencilla verificar que 8 = {yi, 2, ..., ¥} €s una base

ortonormal para V. Ademds, debido a la manera en que S estd definida,
Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma las coordenadas
de B en coordenadas de y. Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 7.32,

ye(H) = Qv (H)Q = Q'AQ = D,

la cual es una matriz diagonal. M

Corolario. Sea K una forma cuadrdtica en un espacio real con producto interior

dimensionalmente finito V. Existe una base ortonormal B = {Xi, Xz, ...,
X} para V y escalares Ay, Ay, ..., Ay (RO necesariamente distintos), tales
que si XEV y

n
X = 3 8iXi, si €ER,

i=1
entonces

n
K(X) = )\15":.
i=1
De hecho, si H es la forma bilineal simétrica determinada por K, en-
tonces B puede escogerse para que sea cualquier base ortonormal para
V para la cual yg(H) es una matriz diagonal.
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DEMOSTRACION. Sea H la forma bilineal simétrica para la cual K(x) =
= H(x, x) para toda x €V. De acuerdo con el Teorema 7.35, existe una

base ortonormal 8 = {x,, x,, ..., x»} para V para la cual
A, 0 .- 0
0 4, --- 0
Y(H)=D = )
0 0 ... 2

Sea x €V y supéngase que

n
X =3 8ix;.
i=1

Entonces
$1
KG) = Hx, ) = @I DI8a] = (51, 5)D| - | =33 4t 1
Sn
Eiemplo 39. Para el polinomio real homogéneo de grado 2
f(ty, ) =56 + 22 + 44,1, 21)

encontraremos una base ortonormal 8 = {x,, x,} para R? y escalares A,

y A, tales que si
(tl) €R® y (t‘) = 51X+ SoXa,
tz tg

entonces f(t,, 1.) = A,s: + A.s:. Podemos pensar en s, y s, como las
coordenadas de

L

1

relativas a B. Asi, el polinomio f(#,, #,), como expresién que involucra
a las coordenadas de un punto con respecto a la base estindar para R?,
se transforma en un nuevo polinomio g(s,, 5;) = A5 + 5o interpretado
como una expresion que involucra a las coordenadas relativas de un punto
a la nueva base .

Sea H la forma bilineal simétrica correspondiente a la forma cuadri-
tica definida por la Ecuacion (21). Si y es la base estandar para R?,

entonces
/5 2
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Ahora encontraremos una matriz ortogonal Q para la cual Q‘4AQ sea una
matriz diagonal. Como en la Seccién 7.7, comenzaremos calculando
una base ortonormal de vectores de L,. El polinomio caracteristico h(¢)
de A es

o (S—t 2 N
h(z)——det( ; 2_1)_@ 6)(t — 1).

Por lo tanto, A, = 6 y A, = 1 son los eigenvalores de A y cada uno
de ellos tiene multiplicidad 1. Un calculo sencillo da los eigenvectores
correspondientes de norma uno,

a5 () 7 ().

Como x, y x, son ortogonales, 8 = {x,, x;} es una base ortonormal para

R2, Haciendo
1 /2 1
Q*V—g(l ~2)’

vemos que Q es una matriz ortogonal y

6 0
t =
Q'Q (0 1)'
Evidentemente, Q es también la matriz de cambio de coordenadas. Por
lo tanto,

() = Qa()e = 0o = (3 7).

Entonces, de acuerdo con el corolario del Teorema 7.35, para cualquier
X= §1X; + s2x, ER?,

K(x) = 6s; + 1s..
Y asi g(s,, s5.) = 6s5: + 1s..

El ejemplo siguiente ilustra como puede aplicarse la teoria de las
formas cuadréticas al problema de la descripcién de las superficies cua-
driticas en R3.

Ejemplo 40. Considérese la superficie & en R® definida por la ecuacién
2t} 4 6ty + St3 — 2505 + 23+ 3t — 2, — 13+ 14=0; (22)
es decir, § es el conjunto de todos los elementos
tl
t,] € R?
ts
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que satisfacen la Ecuacién (22). Si y es la base estandar para R enton-
ces la Ecuacién (22) es una ecuacién que involucra a las coordenadas
de los puntos en § relativos a y. Nos gustaria tomar una nueva base orto-
normal B para R® tal que la ecuacién que describe las coordenadas de
cualquier punto de § relativas a B sea considerablemente mas sencilla
que la Ecuacién (22).

Principiamos con la observacién de que los términos de segundo grado
en el lado izquierdo de la Ecuacién (22) se suman para formar una forma
cuadrética en R3:

4
Kit, | = 23 + 61,2, + 5t2 — 2t,t5 + 2t
13

En seguida diagonalizamos a K. Si H es la forma bilineal simétrica
correspondiente a K y 4 = y,(H), entonces

2 3 0
A=13 5 —1}
0 —1 2

Ahora bien, el polinomio caracteristico de 4 es
2—t 3 0
ht)=detf 3 5—¢t —1 |=—10¢—-2@—",
0 -1 2-—

¥y, por lo tanto, A4 tiene los eigenvalores A, = 2, A, = 7 y A;=0. Un
célculo sencillo da los eigenvectores

1 3 —3
xlzg(o) m;_( s> , xsz;( 2)
vio\s/’ V35\—1 V14 1

de norma 1 correspondientes a los eigenvalores respectivos,
Ahora, higase a 8= {x,, x., x;} y

1 33
/10 V35 /14
5 2
e=10 %= G|
3 1 1

JIO /35 /14
Como en el Ejemplo 39, Q es la matriz de cambio de coordenadas que
transforma las coordenadas de 8 en coordenadas de v y
2 00
Ys(H) = Qy,(H)Q = QAQ ={0 7 0]
0 00
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Por el corolario del Teorema 7.35, si x = s,.x; + s:x2 + $3x3, entonces
K(x) = 25} + 7s.. (23)

Ahora estamos preparados para transformar la Ecuaciéon (22) en una
ecuacién que contenga coordenadas relativas a 8.
Sea
L

X = tz € Ra.

t;
Si x = syx, T 52x: + $2X3, tenemos
1 3 =3
y - [A/10 35 14
1
5 2
tz =5 O + Sz :/? + 853 Tn .
& 3 —1 1
/10 7=3=5 14
Entonces
. — 51 +3s2__3s3,
PTVI0 /35 /14
t, = 55, 233
35 Jﬁ
3s K s
feo—= 5L __ 5 3.
s [ VIV, T
Por lo tanto
14s
3, =2, —t, = —7—17’1. = —./14s,. (24)

Combinando las Ecuaciones (22), (23) y (24), concluimos que si x €R?
y X = 5:X%; T 52X2 + S3x3, entonces X € § si y solo si
V14, VIds 42

257+ 7s; — V1ds, + 14 =0 o bien s, = 7s1+ 5 >+ V14,

(25)

En consecuencia, si establecemos nuevos ejes x’, ' y z’ en las direcciones
X1, Xz ¥ X3, respectivamente, la grafica de la Ecuacion (25) reescrita como

z'=—\/14( ) +_—Vl4( N+ V14

coincidira con la superficie §. Asi reconocemos que & es un paraboloide
eliptico. Véase la Figura 7.9.
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Concluiremos esta seccién con una aplicacién de la teoria de formas
cuadraticas al célculo en varias variables —la derivacién de la prueba de
la segunda derivada para puntos extremos locales de una funcién de va-
rias variables. Supondremos que el lector posee un conocimiento en el
calculo de funciones de varias variables hasta un nivel del teorema de
Taylor. El lector ya estd, sin duda, familiarizado con la versién de una
variable del teorema de Taylor. Para el enunciado y la demostracién de la
version de varias variables, consiltese, por ejemplo, Advanced Calculus
por Avner Friedman, Holt, Rinehart y Winston, Inc., 1971.

Sea z = f(#, t5, ..., t,) una funcién de valor real de n variables para
la cual todas las derivadas parciales de tercer orden existen y son conti-
nuas. Se dice que la funcién f tiene un mdximo local en el punto p €R®
si existe un nimero positivo 8 para el cual f(p) < f(x) siempre que
[lx — p|| < 8. De la misma manera, se dice que f tiene un minimo local
en p €R" si, para algin nimero § > 0, f(p) < f(x) siempre que ||x —
— p|| < 8. Si f tiene un méaximo o un minimo local en p, decimos que f
tiene un extremo local en p. Un punto p €R" se llama punto critico de f si
of(p)/ot; =0parai =1, 2,..., n. Es un hecho muy conocido que si f
tiene un extremo local en un punto p €R", entonces p es un punto critico

figura 7.9
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de f. Ya que, si f tiene un extremo local en p, entonces para cualquier
i=1,12,..., n podemos definir una funcién ¢; de valor real de una
variable mediante ¢;(¢) = f(ps, P2y - -+ » Pi-1, L, Pis1s - - - » Pn), donde p;
es la coordenada j de p para cada j. Evidentemente, ¢; tiene un extremo
local en t = p;. Luego, empleando argumentos ordinarios de calculo de
una variable,

dei(pi) _ of(p) _

0.
dt oL

Por lo tanto, p es un punto critico de f. Desafortunadamente, los puntos
criticos no son necesariamente extremos locales; pero la prueba de la
segunda derivada nos proporciona condiciones adicionales bajo las cuales
los puntos criticos son extremos locales.

Teorema 7.36. (La prueba de la segunda derivada.) Sea f(t,, t,, ..., t,) una
furicion de valor real de n variables para la cual existen todas las derivadas
parciales de tercer orden y son continuas. Sea p un punto critico de f, y
sea A la matriz de n X n cuyos elementos estén dados por

)
YRt e

(Ndtese que A es una matriz simétrica y, por lo tanto, tiene eigenvalores
reales.) Entonces

(a) Si todos los eigenvalores de A son positivos, entonces f tiene un
minimo local en p.

(b) Si todos los eigenvalores de A son negativos, entonces f tiene un
mdximo local en p.

(c) Si A tiene al menos un eigenvalor positivo y uno negativo, en-
tonces f no tiene un extremo local en p (esto es, p es un punto
silla de f).

(d) Sirango(A) < ny A ro tiene eigervalores positivos ni negati-
vos, entonces la prueba de la segunda derivada no permite obte-
rer ninguna conclusion.

DEMOSTRACION.  Si p =~ 0, podemos definir una funcién g: R* — R me-
diante

g(ty, tay ... s ta) = f(lu + Py, o+ poy ooy by T Pa) — (D1 Doy - oo 5 Pn)-
Las siguientes observaciones pueden verificarse ficilmente:

1. La funcién f tiene un maximo [minimo] local en p si y sélo si g
tiene un maximo [minimo] local en 0 = (0, 0, ..., 0).

2. Las derivadas parciales de g en 0 coinciden con las correspon-
dientes derivadas parciales de f en p.
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3. 0 es un punto critico de g.
2°g(0) . .
4. i = ———— tod toda j.
17 @) (agyy pare foda by fodad
En vista de lo anterior podemos suponer sin perder generalidad que p = 0

y que f(p) = 0.
Aplicaremos en seguida el teorema de Taylor a f en 0 y concluiremos

que existe una funcién de valor real S en R® tal que

. S(x) . Sity,...,t)
1 5 — 1 St $ LIS Jd VAN :0, 26
xlil‘; ||x||2 Gyt 02 oo 12 ( )

» of (0 1 » o 00
) =10) + 3 IO 2 [2@;1)(—(-;—)”}

+ Sty . .5 ). 27)

Bajo las hipétesis de que 0 es un puntc critico y f(0) = 0, la Ecua-
ciéon (27) se reduce a

ooy 1) = - [? 3/ (0)

TLEmoape]t st weo®

Definamos una forma cuadritica K: R*— R mediante
L

I R N A ()
K 2.5 (at,)(atj)tit" (29)

t

Sea H la forma bilineal simétrica correspondiente a K, y sea y la base
estandar para R'. Es facil verificar que ¢4 (H) = 44. Como A es auto-
adjunta, el Teorema 7.21 muestra que existe una matriz ortogonal Q
tal que

),1 0O -.- 0
Q40 =
o 0 -.- 1,

es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son los eigenvalores
de A. Sea B = {x,, xs, ..., X} la base ortonormal para R* cuyo miem-
bro i es Q!, la columna { de Q. Entonces, Q es la matriz de cambio de
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coordenadas que transforma las coordenadas de f en coordenadas de y
y, de acuerdo con el Teorema 7.32,

Ao 0
0o & 0
viH) = O (H)Q = 5040 = . . -

Supéngase que A no es la matriz nula. Entonces, A tiene eigenvalores
no nulos. Témese un nimero positivo € tal que € < |\i|/2 para todo
X; == 0. De acuerdo con la Ecuacién (26) existe un numero positivo 8
tal que si x €Rv y ||x|] < 8, entonces [S(x)| < € ||x||2. Ahora témese cual-
quier x €R" para la cual |x|| < 8. Entonces, de acuerdo con las Ecua-

ciones (28) y (29)
f(x) — K(x)| = [S()| < €|lxll*

o bien
K(x) — €|jx]? < f(x) <K(x) + € |]x]) (30)
Si
entonces 7
=25y K = st 31

t=1
Luego, de acuerdo con las Ecuaciones (30) y (31)
n o1 . n (1 2
2(—5)%— €>s?<f(x) <2(7M+ E)Si- (32)
i=1 i=1

Ahora supdngase que todos los eigenvalores de 4 son positivos. En-
tonces, 4A; — € > 0 para toda i y, por lo tanto, por la desigualdad de
la izquierda de la Ecuacién (32),

n 1
10 =0<3 (hi- e)s; < 100.
Asi, para ||x|; < 8§, f(0) < f(x). Concluimos que f tiene un minimo local

en 0. De la misma manera, mediante un argumento que involucre a la
desigualdad derecha de la Ecuacion (32), concluimos que si todos los
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eigenvalores de A4 son negativos, entonces f tiene un maximo local en 0.
Esto establece los incisos (a) y (b) del teorema.

Ahora supéngase que A4 tiene un eigenvalor positivo y uno negativo,
digamos A; > 0y A; < O para alguna i y alguna j. Entonces #A; — € > 0
y #r; + € < 0. Sea s cualquier nimero real tal que |s| < §. Entonces,
segin la Ecuacién (32),

f(0) =0 < (3hi — €)s* < f(sxi) y f(sx;) < (Fr; + €)s2 < 0= f(0).

Puesto que ||sx;|| = ||sx;|| = |s|, concluimos que f alcanza valores posi-
tivos y negativos arbitrariamente cercanos a cero. Por lo tanto, f no tiene
ni un maximo local ni un minimo local en cero. Esto demuestra el inci-
so (c).

Para ilustrar que la prueba de la segunda derivada no permite obtener
ninguna conclusién bajo las condiciones establecidas en el inciso (d) del
teorema, considérense las funciones

f(t, &) = t? - t; y (6, tz) = ’f + l;
en p = 0. En ambos casos
_ {2 0
4= (0 0)’

pero en el primer caso f no tiene un extremo local en 0, mientras que
en el Ultimo caso f tiene un minimo local en 0.

EJERCICIOS

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Toda forma cuadratica es una forma bilineal.

(b) Si dos matrices son congruentes, tienen los mismos eigenvalores.

(c) Las formas bilineales simétricas tienen representaciones matriciales
simétricas.

(d) Cualquier matriz simétrica es congruente con una matriz diagonal.

(e) La suma de dos formas bilineales simétricas es una forma bilineal
simétrica.

(f) Dos matrices simétricas con el mismo polinomio caracteristico son
representaciones matriciales de la misma forma bilineal.

(g) Existe una forma bilineal H tal que H(x, y) £ 0 para toda x y
toda y.

(h)  SiV es un espacio vectorial de dimensién n, entonces dim(®(V)) = 2n.

(i) Sea H una forma bilineal en un espacio vectorial dimensionalmente
finito V. Para cualquier x €V existe una y €V tal que y 0 pero
H(x, y) = 0.

(j) Si H es una forma bilineal cualquiera en un espacio real V dimen-
sionalmente finito, con producto interior entonces existe una base g
para V tal que yg(H) es una matriz diagonal.
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Demostrar las propiedades 1, 2, 3 y 4 dadas en la p. 469.

(a) Verificar que la suma de dos formas bilineales es una forma bilineal.

(b) Verificar que el producto de un escalar por una forma bilineal es una
forma bilineal.

(c) Demostrar el Teorema 7.30.

Determinar en cual de los incisos siguientes se tienen formas bilineales.

(a) Sea V = C[0, 1] el espacio de las funciones continuas de valor real
en el intervalo cerrado [0, 1]. Para f, g €V, definase

H(f, g) = flf(t)g(t)dt.

(b) Sea V un espacio vectorial sobre un campo F, y sea J e ®\V) no
trivial. Definase a H: V x V— F mediante

H(x,y) = U(x, y)I? para toda x, y €V.

(c) Definase a H: R x R—>R mediante H(t;, ) = 4 + 2t..

(d) Considérense los miembros de R* como vectores columnas. Definir a
H: R* >R para x, y€R® mediante H(x, y) = det(x, y), donde
det(x, y) representa el determinante de la matriz de 2 X 2 con x
como su primera columna y y como su segunda columna.

(e) Sea V un espacio real con producto interior. Definase a H: V XV —>
—> R mediante H(x, y) = (x, y) para x, y€V.

(f) Sea V un espacio complejo con producto interior. Definase a H:
V x V— C mediante H(x, y) = (x, y) para x, y€V.

Verificar que cada uno de los mapeos dados es una forma bilineal. Luego
calcular la representaciéon matricial de H con respecto a la base dada.

(a) H: R® x R*— R, donde

a, b,
Hl|a, || b, || = aib, — 2a,b, + @b, — asb,
a;/ \b;
con
1 1 0
B=3101)] O){1
1 —1 0

(b) Sea V.= M,..(R) con la base

=6 o) (6 o) (oo V)

Definase a H: V X V— R mediante H(A4, B) = tr(A4) - tr(B).
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(c) Sea B = {cost sent, cos2t, sen2t} y V= L(B). En el espacio de
todas las funciones continuas en R, V es un espacio tetradimensional
con una base B. Definase a H: V x V— R mediante H(f, g) =

=1(0)-¢"(0).

Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo campo, y sea T: V—> W
una transformacion lineal. Para cualquier H € ®(W), definase a T(H):
V XV -— F mediante T(H) (x,y) = H(T(x), T(y)) para toda x, y€V.
Demostrar que

(a) Para H € ®W) T(H) € ®(V).
(b) T: ®W) — ®(V) es una transformacion lineal.
(c) Si T es un isomorfismo, T también lo es.

En la demostracién del Teorema 7.31

(a) Demostrar que para cualquier base 8, yg es lineal.

(b) Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo F con una
base B, y sea ¢g: V— F* la representacién ordinaria de V con res-
pecto a B. Sea A €M,..(F). Definase a H: V x V— F mediante
H(x, y) = [¢p(x)]'A[¢p(y)]. Demostrar que H € ®(V). ;Se po-
dria establecer esto como corolario al Ejercicio 6?

(a) Demostrar el Corolario 1 del Teorema 7.31.
(b) Para un espacio vectorial dimensionalmente finito V, describa un
método para encontrar una base para ®(V).

Demostrar el Corolario 2 del Teorema 7.31.
Demostrar el Corolario 3 del Teorema 7.31.
Demostrar que la relacién de congruencia es una relacién de equivalencia.

La siguiente descripcién nos proporciona una demostracién alternativa para
el Teorema 7.32.

(a) Si By y son bases para un espacio vectorial dimensionalmente finito
V, y si Q es la matriz de cambio de coordenadas, demostrar que
¢ = Lo¢y, donde ¢ y ¢y son las representaciones ordinarias de V
con respecto a 8y vy, respectivamente.

(b) Aplicar el Corolario 2 del Teorema 7.31 al inciso (a) para obtener
una demostracién alternativa del Teorema 7.32.

Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y H € ®&V). Demos-
trar que, para bases cualesquiera 8y y de V, rango (ys(H)) = rango(yy(H)).
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Demostrar las proposiciones siguientes.

(a) Cualquier matriz cuadrada diagonal es simétrica.
(b) Cualquier matriz congruente con una matriz diagonal es simétrica.
(c) Demostrar el corolario del Teorema 7.34.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F cuya caracteristica no sea
dos, y sea H una forma bilineal simétrica en V. Demostrar que si K(x) =
= H(x, x) es la forma cuadritica asociada con H, entonces

H(x,y) = 3[K(x +y) — K(x) — K(y)]

para toda x, y€V.

Para las siguientes formas cuadréiticas K sobre un espacio real con pro-
ducto interior V, encontrar una forma bilineal simétrica H tal que K(x) =
= H(x, x) para toda x € V. Después, encontrar una base g8 ortonormal para
V tal que yg(H) sea una matriz diagonal.

(a) K: R*— R definida mediante

t .
K(t‘> = =20+ 4nt, + 1

(b) K: R?— R definida mediante

b4 "
K (;) =76 — 8ut, + 1

(c) K: R*—> R definida mediante
tl
Klt, ) =363 + 32 + 3t] — 21,14
t

Sea § el conjunto de todos los
L
t,] € R®
t3

tales que

38 + 34 4+ 36 — 268, +2V2(h + 1) +1=0.

Encontrar una base ortonormal B para R* tal que se simplifique la ecua-
cién que relaciona las coordenadas de los puntos de § relativas a 8.
Describir geométricamente a §.

Demostrar la siguiente expresiéon mas refinada del inciso (d) del Teore-
ma 7.36.
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20.
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(a) Si 0 <rango(4) < ny A tiene eigenvalores no negativos, entonces
f no tiene un minimo local en p.

(b) Si 0 < rango(4) <ny A tiene eigenvalores no positivos, entonces
f no tiene un méximo local en p.

Demostrar la siguiente variacién de la prueba de la segunda derivada para
el caso en que n1= 2. Definase a

b= [PI@TTE@T [ e 7

(06,)* || (o1.)? @) EL) |
(a) SiD>0ya(p)/(@)2 > 0, entonces f tiene un minimo local en p.
(b) SiD > 0yaf(p)/(dt,)? < 0, entonces f tiene un maximo local en p.

(¢) Si D < 0, entonces f no tiene un extremo local en p.
(d) Si D = 0, entonces no se puede obtener conclusién alguna.

Sugerencia: Obsérvese que D = det(A4) = A, donde A, y X, son los
eigenvalores de 4, y A es como en el Teorema 7.36.

Sea A una matriz de n x n sobre un campo F, y sea E una matriz ele-
mental de n X n sobre F. En la Seccién 3.1 se demostré que AE puede
obtenerse a partir de 4 mediante una operacién elemental con columnas.
Demostrar que E‘A puede obtenerse a partir de 4 mediante la misma
operacién elemental, pero realizada sobre los renglones y no sobre las
columnas de A. Sugerencia: Nobtese que E*A = (A'E):.

Para cada una de las siguientes matrices 4 con elementos del campo de
los numeros racionales, encontrar una matriz diagonal D y una matriz
invertible Q tal que Q*4AQ = D.

()

(b) A:(o 1)
10

Sugerencia: Utilizar una operaciéon elemental distinta de la de intercam-
biar columnas.

©) 31 2
A=[1 4 o0
2 0 -1
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APENDICE A CONJUNTOS

Un conjunto es una coleccién de objetos, llamados elementos del conjunto.
Si x es un elemento del conjunto A, escribimos x € 4; si x no es elemento
de A, escribimos x&A. Por ejemplo, si Z es el conjunto de los enteros,
entonces 3€Z y 1¢Z.

Se dice que dos conjuntos A y B son iguales, lo que se escribe-como
A = B, si contienen exactamente los mismos elementos. Los conjuntos se
pueden describir de dos maneras:

1. Enlistando todos los elementos del conjunto entre llaves { }.

2. Describiendo los elementos del conjunto en términos de alguna

propiedad caracteristica.

Por ejemplo, el conjunto que consta de los elementos 1, 2, 3 y 4 se puede
escribir como {1, 2, 3, 4} o como

{x: x es un entero positivo menor que 5}.

Nétese que el orden en el que se enumeran los elementos es intrascendente;
por lo tanto

(1,2,3,4) = {3,1,2,4} = {1,3,1,4,2}.
Ejemplo 1. Sea A4 el conjunto de nimeros reales comprendidos entre
1 y 2. Entonces, A puede escribirse como
A = {x: x es un numero real y 1 < x < 2}
o bien, si R es el conjunto de los nimeros reales, como
A={x€R: 1< x<2}.

Se dice que un conjunto B es subconjunto de un conjunto A4, lo que
se escribe B C A 0 A D B, si todo elemento de B es un elemento de A.
Por ejemplo, {1, 2, 6} C {2, 8, 7, 6, 1}. Obsérvese que A = B si y s6lo
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sidA CByB C A, un hecho que se utiliza frecuentemente para demostrar
que dos conjuntos son iguales.

El conjunto vacio, denotado por @, es el conjunto que no contiene
ningin elemento. El conjunto vacio es un subconjunto de todo conjunto.

Los conjuntos pueden combinarse para formar otros conjuntos de dos
maneras basicas. La union de dos conjuntos 4 y B, que se escribe
A U B, es el conjunto de los elementos que estin en 4, o en B, o en
ambos; esto es,

AUB={x: x€A o x€B}.

La interseccion de dos conjuntos A y B, que se escribe 4 N B, es el
conjunto de los elementos que estdn en 4 y en B; esto es,

ANB={x: x€Ay x€B).
Dos conjuntos se llaman disjuntos si su interseccién es el conjunto vacio.
Ejemplo 2. Sea 4 = {1, 3, 5} y B= {1, 5, 7, 8}. Entonces
AUB=1{1,3,5,7,8 y ANB=/{1,5)}.
De manera semejante, si X = {1, 2, 8} y Y = {3, 4, 5}, entonces
XUY=1{1,2,3,4528}) v XNY=g.

Por lo tanto, X y Y son conjuntos disjuntos.

La unién y la interseccién de més de dos conjuntos puede definirse
de una manera anéloga. Especificamente, si 4,, A,, ..., A, son conjuntos,
entonces la unién y la interseccién de estos conjuntos se define como

L"JA, ={x: x€A;paraalguna i=1,2,... n)
i=1

(YA, = {x: x€A;paratodai=1,2,..., n}.

=1

De una manera semejante, si A es un conjunto de indices y {A4a: a €A}
es una coleccion de conjuntos, la unién y la interseccién de estos conjun-
tos se definen como

\J 4. = {x: x€ Aq para alguna « € A}

aEA

() A= {x: Xx€ A, para toda a € A}.
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Ejemplo 3. Sea A = {a€R: a> 1} y sea
—1 bl
Aa={x€R: —-ngl-{—a?
«
para toda « € A, donde R es el conjunto de nimeros reales. Entonces
Udei={xe R x>—-1ly MNA.={xe R: 0<x<2}.
a€EA a€A

Por relacién en un conjunto 4 queremos decir que se trata de una
regla para determinar, para elementos arbitrarios x e y de A4, si x se
encuentra o no relacionada con y. Mas precisamente, una relacion en A
es un conjunto S de pares ordenados de elementos de A tales que
(x, y) €S si y sblo si x tiene algin parentesco dado con y. Por ejemplo,
en €l conjunto de nidmeros reales, “es igual a”, “es menor que” y ‘“‘es
mayor que o igual a” son relaciones comunes. Una relaciéon S en un con-
junto A se llama relacién de equivalencia en A si se cumplen las tres
condiciones siguientes:

1. Para toda x €A, (x, x) €S (reflexividad).
2. Si (x, y) €S, entonces (y, x) €S (simetria).
3. Si(x,y)ESy (y, 2) €S, entonces (x, z) €S (transitividad).

Si S es una relacién de equivalencia en un conjunto A, escribiremos co-
minmente x ~ y en lugar de (x, y) €S. Por ejemplo, si definimos x ~ y
para indicar que x — y es divisible entre un entero fijo n, entonces ~ es
una relacién de equivalentia en el conjunto de los enteros.

APENDICE B FUNCIONES

Si A y B son conjuntos, entonces una funcion f de A en B, que puede
escribirse como f: A4 — B, es una regla que asocia a cada elemento de
x en A un elemento unico llamado f(x) en B. El elemento f(x) se llama
imagen de x (bajo f) y x se llama preimagen de f(x) (bajo f). Si f:
A — B, entonces A se llama dominio de f, y el conjunto {f(x): x€ A}
de todas las imdgenes de los elementos de A se llama rango de f. Nétese
que el rango de f es un subconjunto de B. Si § C A4, denotaremos por
f(S) al conjunto {f(x): x €S} de todas las imédgenes de los elementos
de S. De la misma forma, si T C B, denotaremos por f*(T) al conjunto
{x€A: f(x) €T} de todas las preimagenes de los elementos de T.
Finalmente, dos funciones f: 4 > By g: A— B son iguales si f(x) =
= g(x) para toda x€ A.

Ejemplo 1. Supdngase que 4 == [—10, 10] y B = R, el conjunto de los
nimeros reales. Sea f: A — B la funcién que asigna a cada elemento x
en A el elemento x* =~ 1 en B; esto es, f esta definida mediante f(x) =
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= x* + 1. Entonces, 4 es el dominio de f y [1, 101] es el rango de f.
Como f(2) = 5, la imagen de 2 es 5 y 2 es una preimagen de 5. Nétese
que —2 es otra preimagen de 5. Mas aun, si § = [1, 2]y T = [82, 101],
entonces f(S) = [2, 5]y f(T) = [—10, —9] U [9, 10].

Tal como lo muestra el ejemplo anterior, la preimagen de un elemento
del rango no necesariamente es unica. Las funciones tales que cada ele-
mento del rango tiene una preimagen Unica se llama uno-a-uno; es decir,
f: A —>B es uno-a-uno si f(x) = f(y) implica que x =y o, de un
modo equivalente, si x £ y implica que f(x) £ f(y).

Si f: A —> B es una funcién de rango B, o sea, si f(4) = B, entonces
f se Hama sobreyectiva.

Supéngase que f: 4 — B es una funcién-y S C 4. Entonces puede
formarse una funcién fs: S — B, que se denomina restriccion de f a S.
definiendo fs(x) = f(x) para cada x€S.

El ejemplo siguiente ilustra estos conceptos.

Eiemplo 2. Sea f: [—1, 1]— [0, 1] definida mediante f(x) = x2. Esta
funcién es sobreyectiva pero no uno-a-uno ya que f(—1) = f(1) = 1.
Nétese que si S = [0, 1], entonces fs es sobreyectiva y uno-a-uno. Por ulti-
mo, si T = [4, 1], entonces f, es uno-a-uno, pero no sobreyectiva.

Sean 4, By C conjuntos y f: A-—> By g: B - C funciones. Apli-
cando f seguida de g obtenemos una funcién gof: A — C, llamada Ia
funcién compuesta de g y f. Entonces, (gof)(x) = g(f(x)) para toda
x€A. Por ejemplo, sean A = B=C = R (el conjunto de los ndimeros
reales), f(x) = senx y g(x) = x* 4+ 3. Entonces, (gof)(x) = g(f(x)) =
= sen® x + 3, mientras que (feog)(x) = f(g(x)) sen = (x* + 3). Por lo
tanto, gof-£Afog. Sin embargo, la composicién funcional es asociativa;
esto es, si h: C — D, entonces ho (gof) = (hog) of.

Se dice que una funcién f: A — B es invertible si existe una funcién
g B-—>A tal que (fog)(y) =y paratoda yEB y (gof)(x) = x para
toda x CA. Si tal funcidén g existe, entonces es Unica y se llama la inversa
de f. Escribiremos la inversa de f (cuando exista) como f!. Puede demos-
trarse que f es invertible si y sélo si f es sobreyectiva y uno-a-uno.

Ejemplo 3. La funcién f: R — R definida mediante f(x) = 3x + 1 es
uno-a-uno y sobreyectiva; por lo tanto, es invertible. La inversa de f es la
funcién f*: R — R definida mediante f'(x) = (x — 1)/3.

Los siguientes hechos acerca de las funciones invertibles pueden de-
mostrarse facilmente:

1. Sif: A — B es invertible, entonces f* es invertible y (f)' = f.
2. Sif: A— Byg: B— C son invertibles, entonces gof es inver-
tible y (gof) = flog?,
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APENDICE C CAMPOS

El conjunto de nimeros reales es un ejemplo de una estructura algebraica
llamada “campo”. Bésicamente, un campo es un conjunto en el cual se
pueden definir cuatro operaciones (llamadas adici6n, multiplicacién, subs-
traccién y divisién) tales que, con excepcién de la divisién entre cero,
la suma, el producto, la diferencia y el cociente de cualquier par de ele-
mentos del conjunto, es un elemento del conjunto. Més detalladamente,
un campo se define de la siguiente manera.

Definiciones. Un campo F es un conjunto en el cual se definen dos operaciones
+ y - (llamadas, respectivamente, adicién y multiplicacién) de modo que
para cualquier par de elementos a, b en F existen elementos tinicos a + b
y a-b en F tales que se cumplen las siguientes condiciones para todos los
elementos a, b, c en F.

(F1) a+b=b+aya'b=b-a
(conmutatividad de la adicién y la multiplicacion).
(F2) (a+b)+c=a+(b+c)y (a-b)y-c=a-(b-c)
(asociatividad de la adicion y la multiplicacion).
(F 3) Existen elementos distintos 0 y 1 en F tales que

0O+a=a y l-a=a

(existencia de elementos identidad para la adicion y la mul-
tiplicacion).

(F 4) Para cada elemento a en F y cada elemento no nulo ben F
existen elementos ¢ y d en F tales que

a+c=0 y b'd=1

(existencia de inversos para la adicion y la multiplicacion).
(F5 a (bt+tc)=abt+a-c
(distributividad de la multiplicacién sobre la adicién).

Los elementos a + b y a-b se llaman, respectivamente, suma y producto
de a y b. Los elementos O (léase “cero”) v 1 (léase “uno”) mencionados
en (F 3) se llaman elementos de identidad para la adicion y la multipli-
cacion, respectivamente, y los elementos ¢ y d citados en (F 4) se deno-
minan, respectivamente, inverso aditivo para a e inverso multiplicativo
para b.

Eiemplo 1. El conjunto de nimeros reales con las definiciones ordinarias
de adicién y multiplicacién es un campo que se denotard por R.

Ejemplo 2. El conjunto de los nimeros racionales con las definiciones
ordinarias de adicion y multiplicacién es un campo.
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Eiemplo 3. EI conjunto de todos los nimeros reales de la forma a -+

+ b2, donde a y b son nimeros racionales, con la adicién y la multi-
plicacién como en R, es un campo.

Eijemplo 4. El campo Z, consta de dos elementos 0 y 1 con las opera-
ciones de adicién y multiplicacién definidas por las ecuaciones
0+ 0=0, 0+1=14+0=1, 1+1=0,
0-0=0, 0-1=1-0=0, y 1-1=1.

Eiemple 5. Ni el conjunto de los enteros positivos ni el de los enteros
con las definiciones ordinarias de adicién y multiplicacién es un campo,
puesto que en ambos (F 4) no se satisface.

Los elementos de un campo cuya existencia queda garantizada por
(F 3) y (F 4) son tnicos; esto es consecuencia del teorema siguiente.

Teorema C.1. (Leyes de cancelacién.) Sean a, b y ¢ elementos cualesquiera de

un campo F.

(a) Sia+b=c+b, entonces a = c.

(b) Sia-b=c-byb=£0, entonces a = c.
DEMOSTRACION. Las demostraciones de (a) y (b) son semejantes, por
lo que tnicamente se demostrara (b).

Si b0, entonces (F 4) garantiza la existencia de un elemento d
en F tal que b-d = 1. Multipliquense ambos lados de la igualdad a- b =
= ¢+ b por d para obtener (a-b)-d = (c-b) -d. Considérese el lado iz-
quierdo de la igualdad: en virtud de (F 2) y (F 3) tenemos

(@a-b)y d="a - (b-d) =a | =a.
De igual manera, el miembro derecho de la igualdad se reduce a ¢. En-
tonces

a=(a'b)y-d— (cb)yd c. R

Corolario. Los elementos 0 y | mencionados en (F 3) y los elementos ¢ y d

mencionados en (F 4) son tnicos.

DEMOSTRACION.  Supéngase que 0/ € F satisface que 0’ + a = a para cada
acF. Como 0+ a= a para cada a€F, tenemos que O/ +a= 0 + a
para cada a CF. Por tanto, por el Teorema C.1, 0’ == 0.

La demostracién de las partes restantes es similar. [ ]
Asi, cada elemento b en un campo tiene un inverso aditivo tnico y,

si b0, también un inverso multiplicativo dnico. (Se demostrara en el
corolario del Teorema C.2 que O no tiene un inverso multiplicativo.)
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El inverso aditivo y el inverso multiplicativo de b se escriben —b y b1,
respectivamente. Notese que —(—b) = by (b)) = b.

La substraccién y la divisibn se pueden definir en términos de la
adicién y la multiplicacién utilizando los inversos aditivo y multiplicativo.
Especificamente, la substraccion de b se define como la adicién de --b
y la divisién entre b = O se define como la multiplicacién por b-; esto es,

a—b=a+ (=b) y a/b=a"b".

La divisién entre cero es indefinida, pero, con esta excepcién, la suma,

el producto, la diferencia y el cociente estin definidos para cualquier par
de elementos de un campo.

Muchas de las propiedades ordinarias de la multiplicacién de nimeros

reales son ciertas en cualquier campo, como lo demuestra el teorema si-
guiente.

Teorema C.2. Sean a y b elementos cualesquiera de un campo. Entonces es
cierto cada uno de los incisos siguientes.

(a) a-0=0
(b) (—a)-b=a-(—b) = —(a"b)
(c) (—a)-(—b)=a"b

DEMOSTRACION.
(a) Como 0+ 0 =0, (F 5) muestra que
a0=a (0+0)=a-0+a0.

Luego, 0 +a-0=a-0+ -0, y eliminando a*0 por el Teorema C.1
se tiene 0 = ¢ 0.

(b) Por definicion — (a- b) es el Unico elemento de F tal que a* b +
+ [—(a-b)] = 0. Entonces, con objeto de demostrar que (—a) ‘b= —
—(a' b) es suficiente con mostrar que a-b + (—a)-b = 0. Pero —a
es el elemento de F tal que a + (—a) = 0, y entonces

ab+ (—a)-b=[a+ (=a)]'b=0-b=b-0=0

por (F 5) y el inciso (a). Asi, (—a) b = —(a-b). La demostracién de
que a* (—b) = —(a‘b) es similar.
(c) Aplicando dos veces ¢l inciso (b), tenemos que

(—a)- (=b) = —[a" (=B)] =[~(a-b)]=a-b. W
Corolario. La identidad aditiva de un campo no tiene inverso multiplicativo.

En un campo cualquiera F, puede suceder que una suma 1 + 1 + ...
... +1 (p sumandos) sea igual a cero para algin entero positivo p.
Por ejemplo, en el campo Z. (definido en el Ejemplo 4), 1 + 1 =0.
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En este caso el entero positivo méds pequefio posible p para el cual una
suma de p I’s es igual a cero, se llama caracteristica de F; si no existe
tal entero positivo, se dice que F tiene caracteristica cero. Asi pues, Z,
tiene caracteristica dos, y R tiene caracteristica cero. Obsérvese que si
F es un campo de caracteristica p 0, entonces x +x+ ... +x (p
sumandos) es igual a 0 para toda x €F. En un campo de caracteristica
finita (especialmente de caracteristica dos) surgen muchos problemas no
usuales. Por esta razén, algunos de los resultados sobre espacios vecto-
riales enunciados en este libro requieren que el campo sobre el que se
defina el espacio vectorial sea de caracteristica cero (o, al menos, de
alguna caracteristica diferente de dos).

Finalmente, nétese que en otras secciones de este libro, el producto
de dos elementos a y b de un campo se expresa ab en vez de a- b.

APENDICE D NUMEROS COMPLEJOS

Para los propésitos del dlgebra, el campo de los nimeros reales no es
suficiente, puesto que existen polinomios de grado no nulo con coeficien-
tes reales que no tienen ceros en el campo de los nimeros reales (por
ejemplo, x2 + 1). Es pues a menudo deseable tener un campo en el
que cualquier polinomio de grado no nulo con coeficientes de dicho campo
tenga un cero en éste. Por esta razén “agrandaremos” el campo de los
nimeros reales para obtener tal campo.

Definiciones. Un niimero complejo es una expresion de la forma z = a + bi,

donde a y b son niimeros reales llamados, respectivamente, parte real y
parte imaginaria de z.

La suma y el producto de dos numeros complejos z=a + bi y w =
= ¢ + di (donde a, b, c y d son niimeros reales) se definen de la siguiente
manera:

z+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i

zw = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i.

Eijemplo 1. Lasumay el productode z=3 — 5iy w = 9 4+ 7i son
z+w=03—-5)+O9+7)=0@B+9) +[(=5 +7i=12+ 2

w=3=5)+7) =039~ (=5 T +[(~5)-9+3 7
= 62 — 24i.
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Cualquier nimero real ¢ puede ser considerado como un nimero com-
plejo asociando a ¢ con el complejo ¢ + 0i. Obsérvese que esta corres-
pondencia conserva las sumas y los productos; es decir,

(c+0i) + (d+0i)=(c+d) +0i, y (c + 0i)(d + 0i) = cd + Oi.

Cualquier nimero complejo de la forma bi = 0 + bi, donde b es un
ntmero real no nulo, se llama imaginario. El producto de dos nimeros
imaginarios es real puesto que

(bi) (di) = (0 + bi) (0 + di) = (0 — bd) + (-0 + 0-d)i

= —bd.
En particular, para i = 0 + 1/, tenemos que iri=—1
La observacién de que i = i-i = —1 proporciona una manera facil

de recordar la definicién de multiplicacién de numeros complejos: senci-
llamente multipliquense dos nimeros complejos como se multiplicarian
dos expresiones algebraicas y sustitiyase i* por —1. El Ejemplo 2 ilus-
tra esta técnica.

Ejemplo 2. El producto de —5 +2iy 1— 3i es

(=54 2i)(1 — 3i) = —=5(1 — 3i) +2i(1 — 30)
= —5+ 15i + 2i — 6/
= —54 15 +2i — 6(—1)
=1+ 17.

El nimero real 0, considerado como un numero complejo, es un ele-
mento identidad aditivo para €l conjunto de numeros complejos, puesto
que

(a + bi) +0 = (a+ bi) +(0+0i) = (a+0) + b+ 0)
= g + bi.
De una manera analoga, el nimero real 1, considerado como un nimero
complejo, es un elemento identidad multiplicativo para el conjunto de los
nimeros complejos, pues
(@+bi)-1=(atbi)(1+0i)=(a"1l— b-0) + (b-1—a-0)i
= a + bi.
Es evidente que todo nimero complejo a + bi tiene un inverso aditivo,

que es (—a) + (—b)i. Pero también todo nimero complejo, con excep-
cion del 0, tiene un inverso multiplicativo. De hecho,

o1 a . b .
(a + bi) (a————2 - b2) <__-——-a2 un b2> i

En vista de los enunciados anteriores no debe sorprendernos el resul-
tado siguiente.
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Teorema D.1. El conjunto de niimeros complejos con las operaciones de adi-
cion y multiplicacion definidas anteriormente es un campo.

El campo de los nimeros complejos sera representado por C.

Definicién. El (complejo) conjugado de un niimero complejo a + bi es el nu-
mero complejo a — bi. Escribiremos el conjugado del niimero complejo z
como 7.

Ejemplo 3. Los conjugados de ~3 + 2i, 4 — 7i y 6 son los siguientes:
—3+2i= -3 —2i 4 —-Ti=4+ 7,

6=6+0i=6—-0i=6.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la definicién
de complejos conjugados.

Teorema D.2. Un niimero complejo z es un niimero real si y solo si z = Z.

Para cualquier nimero complejo z = a + bi, zz es real y no nega-
tivo, ya que
2z = (a + bi)(a — bi) = a*> + b=
Este hecho puede utilizarse para definir el valor absoluto de an nimero
complejo.

Definicién. EIl valor absoluto (0 médulo) de un mimero complejo z = a + bi
es el niimero real \ a* + b2 Escribiremos el valor absoluto de z como |z|.
Obsérvese que 7z = |z

El hecho de que el producto de un nimero complejo por su conju-
gado sea real proporciona un método sencillo para determinar el cociente
de dos numeros complejos, ya que si ¢ + di 5= 0, entonces

a+bi _a+bi c—di_(ac+ bd) + (bc — ad)i
ctdi c+di c—di c+ d

_ac + bd  bc— ad,

T dr ¢+ ar

Eiemplo 4. [Ilustraremos el procedimiento descrito anteriormente calcu-
lando el cociente (1 + 4i)/(3 — 2i):

1+4i_ 1+4i 34+2i —5+14i 5 14
3—-2i 3-203+2i 9F4 U1 13

El valor absoluto de un ntimero complejo tiene las propiedades ordi-
narias del valor absoluto de un ntmero real, tal como lo muestra el
siguiente resultado.
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Teorema D.3. Sean z y w dos nimeros complejos cualesquiera. Entonces

(a) lz+w <|z| + |wl.
(b) low] = I2] - w].
() |zl —jw] <lz + wl.

DEMOSTRACION. Sean z =a + bi y w + ¢ + di, donde a, b, c y d son
nameros reales.

(a) Obsérvese primero que
0 < (ad — bc)? = a*d* — 2abcd + b*c?,

entonces 2abcd < a®d?* + b*c*. Sumando a’c*® + b°d? a ambos lados de
la desigualdad se tendrd que

(ac + bd)* = a*c* + 2abcd + b*d*
< a*c® + a*d? + bc® + b*d? = (a* + b*)(c* + d*).
Tomando las raices cuadradas, tenemos

ac + bd < Va*+ b2V + d.

Ahora bien,
|z +wp2=|(a+c)+ (b+ d)il*
=(a+c)*+ (b+d):
= g* + ¢ + b* + d* + 2(ac + bd)
<a@+c+b+d+2Var+ bVt + &
=(Va* + b+ V& + d*)?
= (Jz} + )=

Tomando las raices cuadradas, obtenemos (a).
(b) A partir_de la definicién de valor absoluto vemos que

lzw| = [(a + bi) (c + di)| = |(ac — bd) + (bc + ad)i]
= vV (ac — bd)? + (bc + ad)* = Va*c® + b*d® + b*¢c® + a°d®
=vVa*+ bV +d=|a+ bi|-|c+ di| = |z |w]

(c) Partiendo de (a) y (b) se tiene que
2l =|(z+w) —w| <|z+w + |-w =|z+w + |w.
Entonces

o~ W <lz+wl. H

Nuestra motivaciéon para agrandar el conjunto de nimeros reales al
conjunto de nimeros complejos fue la de obtener un campo tal que cada
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polinomio de grado no nulo con coeficientes de ese campo tenga un cero.
Nuestro siguiente resultado garantiza que el campo de nimeros comple-
jos tiene esta propiedad.

Teorema D.4. (Teorema fundamental del dlgebra.) Sean a,, ..., a, (n>1)
niimeros complejos tales que a, =~ 0. Entonces

a,z" + a,,z"'+ ... + a,z + a,
tiene un cero en el campo de los nimeros complejos.

Para la demostracién consiltese: Principles of Mathematical Analysis,
de Walter Rudin; McGraw-Hill Book Company, 1964.

El siguiente importante corolario se deriva del Teorema D.4 y del
algoritmo de la divisién para polinomios (Teorema E.1).

Corolario. Si p(z) = a,z" + ... + a;z + a, es un polinomio de grado n > 1
con coeficientes complejos, entonces existen niimeros complejos c,, . .
¢, (no necesariamente distintos) tales que

9

p(z) =a,(z—c¢)...(z— c,).

Un campo se llama algebraicamente cerrado si tiene la propiedad de
que todo polinomio con coeficientes de ese campo se descompone en un
producto de factores de grado 1. Por lo tanto, el corolario anterior demues-
tra que el campo de niimeros complejos es algebraicamente cerrado.

APENDICE E POLINOMIOS

En este Apéndice expondremos algunas propiedades bésicas de los poli-
nomios necesarias para los Capitulos 5 y 6. Para la definicién de polino-
mios, véase la Seccién 1.2.

Definicion. Un polinomio f(x) divide a un polinomio g(x) si existe un polino-
mio q(x) tal que g(x) = f(x)q(x).

Nuestro primer resultado ensefia que el largo proceso ordinario de
division para polinomios con coeficientes reales es vélido para polinomios
con coceficientes de un campo cualquiera.

Teorema E.1. (Algoritmo de la divisién para polinomios.) Sea f,(x) un polino-
mio de grado n, y sea f,(x) un polinomio de grado\m > 0. Entonces,
existen polinomios q(x) y r(x) tales que

(a) El grado de r(x) es menor que m.
(b) fi(x) = q(x)f:(x) + r(x).
(¢) q(x) y r(x) son dnicos con respecto a las condiciones (a) y

(b).
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DEMOSTRACION.  Principiaremos estableciendo la existencia de g(x) y
r(x) que satisfardn las condiciones (a) y (b). Si n < m, podemos to-
mar g(x) =0 y r(x) = f,(x) que satisfacen (a) y (b).

Supdngase, por tanto, que m < n. En este caso estableceremos la exis-
tencia de gq(x) y r(x) por induccién sobre n. Supbngase primero que
n = 0; entonces m < n implica que m = 0, de manera que f,(x) y f.(x)
son constantes no nulas. Por lo tanto, podemos tomar a g(x) — f,(x)
(x)f,*(x) y r(x) = O para satisfacer a (a) y (b).

Ahora supongamos que el teorema es cierto siempre que f,(x) tenga
un grado menor que n > 0. Sea

fi(x) = ax® + a, X"+ ... + ax + a,

f2(x) = bpx™ + bpax™* + ... + bix + b,,

donde m < n. Definase un polinomio A(x) mediante

h(x) = f,(x) — anb;nlxmmfg(x) 1)
= (anq - anb;’: bmfl)xn—l + (a"_2 — anb;::bm_g )xn—::
+ ...+ (ao — a”b;':bo)_

Entonces h(x) es un polinomio de grado menor que n. Consideraremos
dos casos.

Caso 1. h(x) es de grado menor que m. En este caso, sea gq(x) =

=g b'x»™ y r(x) = h(x). Entonces, de la Ecuacién (1) se tiene
f1(x) = q(x0)f.(x) + r(x),

y r(x) tiene grado menor que m.

Caso 2. h(x) es de grado mayor o igual que m. Como h(x) tiene grado
menor que n, podemos aplicar la hipétesis de induccion para obtener
polinomios ¢q;(x) y r(x) tales que r(x) es de grado menor que m y

h(x) = q(x)f2(x) + r(x). (2)
Combinando las Ecuaciones (1) y (2) y resolviendo para f,(x), tenemos

fi(x) = [a,bx"™ + g (x)}f-(x) + r(x).

En este caso sea q(x) = a b 'x"" + q.(x), de manera que f,(x) =g
q(x)f.(x) + r(x), donde r(x) tiene grado menor que m. Esto demuestra
la existencia de g(x) y r(x). \

Demostraremos ahora la unicidad de g y r. Supdngase que g¢.(x),
q:(x), ri(x) y r.(x) existen de modo que r,(x) y r.(x) tienen ambos un
grado menor que m y

f1(x) = qu(0)fo(x) + ri(x) = q.(O)f:(x) + r2(%).
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Entonces

[4.(x) — @.(N)1f(x) = ra(x) — 1 (x). 3)

El lado derecho de la Ecuacién (3) es un polinomio de grado menor que
m. Como f.(x) tiene grado m, debemos tener que g,(x) — q.(x) es el
polinomio cero. Por lo tanto, q,(x) = g:(x), y por la Ecuacién (3)

r(x) =r.(x). B

Dentro del contexto del Teorema E.1, llamamos a q(x) y a r(x),
respectivamente, cociente y residuo de la division de f,(x) entre f,(x).

Por ejemplo, el cociente y el residuo de la divisién del polinomio com-
plejo

L) = 3+ Hx® — (1 — d)xt + 6x2 + (—6 + 2i)x + QC+dHx+1
entre el polinomio complejo

f2(x) = (3 +i)x* — 2ix + 4
son

g(x) =x*+ix*—-2 y r(x) =2 - 3)x+09.

Corolario 1. Sea f(x) un polinomio cuyo grado es al menos 1, y sea a€F.
Entonces f(a) = 0 si y sélo si x — a divide a f(x).

DEMOSTRACION. Supdngase que x — a divide a f(x). Entonces, existe
un polinomio g(x) tal que f(x) = (x — a)q(x), por lo que f(a) = (a —
—a)q(a) = 0-g(a) = 0.

Reciprocamente, supéngase que f(a) = 0. Por el Teorema E.1 existen
polinomios g(x) y r(x) tales que r(x) tiene grado menor que uno y

f(x) = q(x)(x — a) + r(x).

Sustituyendo a por x en la expresién anterior obtenemos r(a) = 0. Como
r(x) tiene grado menor que 1, debe ser el polinomio constante r(x) = 0.
Luego, f(x) =g(x)(x —a). W

Para cualquier polinomio f(x) con coeficientes de un campo F, un
elemento a € F se Hama cero de f(x) si f(a) = 0. Con esta terminologia,
el corolario anterior establece que a es un cero de f(x) siysélosix—a
divide a f(x).

Corolario 2. Cualquier polinomio de grado n > 1 tiene como mdximo n ceros
distintos.

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién sobre n. El re-
sultado es evidente si # = 1. Supéngase entonces que el resultado es cierto
para algin entero positivo n, y sea f(x) un polinomio de grado n + 1.
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Si f(x) no tiene ceros, no hay nada que demostrar. Por otra parte, si a
es un cero de f(x), por el Corolario 1 podemos escribir f(x) = (x —
— a)q(x) para algin polinomio g(x). Nétese que g(x) debe ser de gra-
do n; por lo tanto, por la hipétesis de induccién, g(x) puede tener a lo
més n ceros diferentes. Entonces, como cualquier cero de f(x) diferente

de a es también un cero de g(x), f(x) puede tener como méximo n + 1
ceros diferentes. [l

En el estudio de las formas candnicas surgen de manera natural poli-
nomios que no tienen divisores comunes.

Definicién. Sean f(x) y g(x) polinomios, ambos de grado mayor que cero.
Se dice que estos polinomios son primos relativos si no existe ningiin poli-
nomio de grado positivo que los divida a ambos.

Por ejemplo, los polinomios f(x) = x*(x — 1) y A(x) = (x — 1) (x —
= 2)(x — 1)(x — 2) no son primos relativos, puesto que x — 1 divide
a f(x) y a h(x). Los polinomios f(x) y g(x) = (x —2)(x — 3) son
primos relativos, puesto que no tienen factores comunes de grado positivo.

El teorema siguiente establece que una combinacién de polinomios pri-
mos relativos es igual al polinomio constante 1.

Teorema E.2. Sif (x) y f.(X) son polinomios primos relativos, existen polino-
mios q:(X) ¥y q.(x) tales que q;(x)f;(x) + q(x)f.(x) = 1, que es el
polinomio constante de grado cero con valor 1.

DEMOSTRACION.  Sin pérdida de generalidad, sup6ngase que el grado de
fi(x) es mayor o igual que el grado de f.(x). Utilizaremos induccién
matematica sobre el grado de f.(x). Supéngase que f,(x) tiene grado 1.
Por el Teorema E.1 existen polinomios g(x) y r(x) tales que r(x) tiene
grado menor que 1 y que

fi(x) = q(x)f(x) + r(x). 4

Nétese que r(x) no puede ser el polinomio cero, puesto que f,(x) y
fo(x) son primos relativos. Por tanto, r(x) es una constante no nula c.
Entonces la Ecuacién (4) puede reescribirse como

(cDfi(x) + (—c)"q(x)fo(x) = 1. (5)

Asi, la conclusién vale con g,(x) = c¢' y q.(x) = (—c¢)'q(x). Ahora
supongase que el teorema se cumple cuando f.(x) tenga-grado menor que
n para algin entero n > 2 y supdngase que f.(x) tiene grado n. Por el
Teorema E.1 existen polinomios g(x) y r(x) tales que r(x) tenga grado
menor que n'y

fi(x) = q(x)f(x) + r(x). (6)
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Como f,(x) y f.(x) son primos relativos, r(x) no es el polinomio cero.
Si r(x) tiene grado cero, entonces r(x) es una constante no nula c, y
obtenemos la Ecuacién (5) como antes. Sup6ngase entonces que r(x) es
de grado mayor que cero. Como r(x) tiene grado menor que n, podemos
aplicar la hipdtesis de induccién a f,(x) y a r(x), siempre que podamos
demostrar que dichos polinomios son primos relativos. Supéngase lo con-
trario; entonces existe un polinomio no nulo g(x) que divide a f.(x) y
a r(x). Luego, existen polinomios A,(x) y h.(x) tales que

r(x) =g@h(x) y f.(x) = g(x)h(x). (7

Combinando las Ecuaciones (6) y (7), obtenemos

fi(x) = [g(x)h.(x) + hi(x)]g(x),

y entonces g(x) divide a f,(x). Pero g(x) divide a f.(x), contradiciendo
el hecho de que f,(x) y f.(x) son primos relativos, de modo que r(x) y
f2(x) son primos relativos. Por tanto, por la hipétesis de induccién, exis-
ten g,(x) y g-(x) tales que

& (x)f2(x) + g(x)r(x) = 1. €3]
Combinando las Ecuaciones (6) y (8), tenemos
& (0)f(x) + g()[fi(x) — g(x)fa(x)] = 1.
De donde
&(xX)fi(x) + [gi(x) — g(x)g(x))f(x) = 1.

Haciendo ¢q,(x) = g.(x) y g.(x) = g:(x) — g.(x)q(x) obtenemos la con-
clusion deseada. i

Eijemplo 1. Para los polinomios primos relativos f,(x) = x*(x — 1) y
fo(x) = (x — 2)(x — 3), se verifica ficilmente que

@ (i () + g.(x)fu(x) = 1,
donde

@i(x) =2(=Tx +23) y G.(x) ==(x2+ 5x + 6).

A lo largo de los Capitulos S, 6 y 7 consideramos operadores linea-
les que son polinomios en algiin operador particular T y matrices que son
polinomios en una matriz particular 4. Para estos operadores y matrices
es conveniente la siguiente notacién.

Definiciones. Sea

T
f(x) =a, +ax+ ... + ax»

un polinomio con coeficientes de un campo F. Si T es un operador lineal
en V, un espacio vectorial sobre F, definimos f(T) mediante

f(T) = al + a,T+ ... + a,Tn
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De manera andloga, si A es una matriz de n X n con elementos de F,
definimos f(A) mediante

f(A) = aJ + a,A + ... + a,A"
Ejemplo 2. Sea T un operador lineal en R? definido mediante T(a, b) =
= (2a + b,a — b) y sea f(x) = x* + 2x — 3. Como T?(a, b) = (5a + b,
a + 2b),

f(T)(a, b) = (1> + 2T — 31)(a, b)
= (5a + b, a + 2b) + (4a + 2b, 2a — 2b) — 3(a, b)
= (6a + 3b, 3a — 3b).

_ (2 1
=i )
entonces

f(A):A2+2A—31:G ;>+2(f _i>-3((1) ?)

(¢ 3)

Los siguientes tres teoremas utilizan esta notacion.

Anélogamente, si

Teorema E.3. Sea f(x) un polinomio con coeficientes de un campo F, y sea T
un operador lineal en V, donde V es un espacio vectorial sobre F. Entonces

(a) f(T) es un operador lineal en V.
(b) Si B es una base ordenada finita para V y A = [Tlg, entonces
[f(M]s = £(A).

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Teorema E.4. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V sobre F, y sea
A una matriz cuadrada con elementos de F. Entonces, para polinomios
cualesquiera f,(x) y f.(x), con coeficientes de F

() HMLEM = £MLT).
(b) fi(A:(A) = £.(A)i(A).

DEMOSTRACION.  Ejercicio.
—

Teorema E.5. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial \V sobre un
campo F, y sea A una matriz de n X n con elementos de F. Si f,(x) ¥
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f.(x) son polinomios primos relativos con elementos de F, entonces existen
polinomios q,(x) y q.(x) con elementos de F tales que

(@) q(Mf(T) + q(T)f(T) = 1.
(®) (A, (A) + q.(A).(A) =1.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

En los Capitulos 5 y 6 nos interesa determinar cuindo un operador
lineal T en un espacio vectorial dimensionalmente finito puede “diagonali-
zarse”, asi como encontrar una representacién sencilla (canénica) de T.
Ambos problemas son afectados por la factorizacién de un cierto polino-
mio determinando por T (el “polinomio caracteristico” de T). En este
asunto tienen un papel importante algunas clases de polinomios.

Definiciones. Un polinomio f(x) con coeficientes de un campo F, se lama

ménico si su coeficiente principal (el de la potencia mayor) es 1. Si f(x)
tiene grado positivo y no puede expresarse como un producto de polino-
mios con coeficientes de F, cada uno de grado positivo, £(x) se denomina
irreducible.

Obsérvese que, el que un polinomio sea o no irreducible, depende del
campo del que provengan sus coeficientes. Por ejemplo, f(x) = x* + 1
es irreducible en el campo de los nimeros reales, pero no lo es en el
campo de los nimeros complejos, puesto que x>+ 1= (x+i)(x—i).

Evidentemente, un polinomio de grado 1 es irreducible. Mas aun, para
polinomios con coeficientes de un campo algebraicamente cerrado, los
polinomios de grado 1 son los dnicos polinomios irreducibles.

Pueden establecerse ficilmente los siguientes hechos.

Teorema E.6. Sean ¢(x) y £(x) polinomios con coeficientes de un campo F.

Si ¢(x) es irreducible y ¢(x) no divide a f(x), entonces ¢(x) y f(x) son
primos relativos.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

Teorema E.7. Cualquier par de polinomios médnicos irreducibles distintos son

primos relativos.

DEMOSTRACION.  Ejercicio.

T
Ahora estableceremos un resultado que conduciri a la demostracién

del teorema de factorizacién dnica para polinomios, el cual establece que
todo polinomio de grado positivo es expresable de manera tinica como
un producto de polinomios irreducibles ménicos multiplicado por una cons-
tante.
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Teorema E.8. Sean f(x), g(x) y ¢(x) polinomios con coeficientes del mismo
campo. Si ¢(X) es irreducible y divide al producto f(x)g(x), entonces
¢(x) divide a £(x) o ¢$(x) divide a g(x).

DEMOSTRACION. Supéngase que ¢(x) no divide a f(x). Entonces ¢(x)
y f(x) son primos relativos por el Teorema E.6 y, por lo tanto, existen
polinomios q,(x) y g.(x) tales que

1= q:(x)¢(x) + g(x)f(x).
Al multiplicar ambos lados de la ecuacién por g(x) se tiene
8(x) = qi(x)p(x)g(x) + g=(x)f(x)g(x). €))

Como ¢(x) divide a f(x)g(x), existe un polinomio h(x) tal que
f(x)g(x) = ¢(x)h(x). Y la Ecuacién (9) se convierte en

g(x) = qi(x)p(x)g(x) + q.(x)p(x)h(x) =
= ¢(x)[g:(x)g(x) + g.(x)h(x)].
Por lo que ¢(x) divide a g(x). W

Corolario. Sean ¢(x), ¢1(X), ¢2(X), ..., ¢u(X) polinomios monicos irreduci-
bles con coeficientes del mismo campo. Si $(x) divide al producto
$1(X)p2(X) ... pu(X), entonces $(x) = ¢;(x) para algunai(i=1,2,...,
n).

DEMOSTRACION. Demostraremos el corolario por induccién sobre n. Para
n =1 el resultado es una consecuencia inmediata del Teorema E.7. Su-
pdngase entonces que el corolario es cierto para cualesquier n — 1 poli-
nomios ménicos irreducibles y que contamos con n polinomios mdnicos
irreducibles ¢, (x), ¢2(x), ..., ¢u(x). Si ¢(x) divide al producto

P1(x) P2 (x) . . .pn(x) = [p1(X)p2(x) .. cpn-1(x) Jpn(x),

entonces, por el Teorema E.8, ¢(x) divide al producto ¢;(x)¢.(x) ...
... ¢na(x) 0 ¢(x) divide a $.(x). En el primer caso ¢(x) = ¢i(x)
para alguna i(i=1, 2, ..., n— 1), por la hipétesis de induccién; en
el segundo caso, por el Teorema E.7, ¢(x) = é.(x). i

Ahora ya somos capaces de establecer el teorema de factorizacién
Unica, que se utiliza a lo largo de los Capitulos 5 y 6.

Teorema E.9. (Teorema de factorizacién unica para polinomios.) Para cual-
quier polinomio f(x) de grado positivo, existen una constante unica c, poli-
nomios monicos irreducibles ¢,(x), ¢2(X), ..., ¢u(X), y\eqteros positivos
unicos ny, n,, ..., 0y tales que

f(x) = clg(X) [ (x) 1™ . .. [u(x)]™.

DEMOSTRACION. Principiaremos demostrando la existencia de tal factori-
zacién utilizando induccién sobre el grado de f(x). Si f(x) es de gra-
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do 1, entonces f(x) = ax + b para algunas constantes a y b con as£0.
Haciendo ¢(x) = x + b/a, tenemos que f(x) = a¢(x). Como ¢(x) es
un polinomio ménico irreducible queda demostrado el resultado en este
caso. Ahora supongamos que la conclusién es cierta para cualquier poli-
nomio de grado positivo menor que algin entero n > 1 y sea f(x) un
polinomio de grado n. Entonces

fx) =ax"+ ... +ax + a,

para algunos escalares a; con a, 5= 0. Si f(x) es irreducible, entonces

f(x) =a,.(x"+ﬁ“—‘x"~1 + ... +ﬂx+ﬁ)
an an a/.
es una representacion de f(x) como un producto de a, por un polinomio
ménico irreducible. Si f(x) no es irreducible, entonces f(x) = g(x)h(x)
para algunos polinomios g(x) y h(x), cada uno de grado positivo menor
que n. La hipétesis de induccién garantiza que g(x) y h(x) se factorizan
como productos de una constante por potencias de diferentes polinomios
ménicos irreducibles. Por lo tanto, f(x) = g(x)h(x) también se factoriza
de este modo. Asi pues, en ambos casos f(x) puede ser factorizado como
un producto de una constante por potencias de polinomios ménicos irre-
ducibles.
Falta establecer la unicidad de tal factorizacién. Supéngase que

F(x) = el (D)o (x) 1™ . .. [pr(x)]™

= dly ()™M= ()™ . .. [y (x)]m, (10)
donde ¢ y d son constantes, ¢;(x) y ¢;(x) son polinomios ménicos irre-
ducibles, y n; y m; son enteros positivos (i = 1, 2, ... , k yi=1,2,...,

r). Claramente se ve que tanto ¢ como d deben ser el coeficiente principal
de f(x); por lo tanto, ¢ = d, y la Ecuacién (10) se transforma en

[f: COT [ (T - - [r ()™ = [pa ) I™Lya ()™ .. [y, ()], (11)

Asi tenemos que ¢;(x) divide al lado derecho de la Ecuacién (11) para
i=1, 2,..., k. Consecuentemente, por el corolario del Teorema E.8,
paracadai(i=1,2,...,k) ¢;(x) = Yi(x) paraalgunaj=1,2, ..., r,
y para cualquier j(j =1, 2, ..., r) ¢;(x) = ¢i(x) para alguna ;i =1,
2, ..., k. Concluimos que r =k y que, renumerando en caso de ser
necesario, ¢;(x) = ¢;(x) parai= 1,2, ..., k. Supéngase que n; 5= m;
para alguna i. Sin perder generalidad podemos suponer que i=1 y
n, > m,. Entonces, eliminando [¢,(x)]™ de ambos lados de la Ecua-
cién' (11) tenemos \

[: () ™o (X)]™ ... [gr(2)]™ = [p(X)]7e ... [$i(x) ™. (12)

Como n, — m, > 0, ¢,(x) divide a la parte izquierda de la Ecuacién (12)
y por tanto también divide al lado derecho. Asi, ¢,(x) = ¢i(x) para al-
guna i = 2, ..., k, por el corolario al Teorema E.8. Pero esto contradice
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el hecho de que ¢,(x), ¢.(x), ..., ¢:(x) son distintos. Por lo tanto, las
factorizaciones de f(x) en la Ecuacién (10) son las mismas. [l

Es a menudo util considerar un polinomio f(x) = a.x® + ... +
+ ax + a, con coeficientes del campc F como una funcién f: F—>F.
En este caso, el valor de fen c€F es /(¢) = a,c® + ... + a,c + a,. Des-
afortunadamente, para campos cualesquiera F, no existe correspondencia
uno-a-uno entre polinomios y funciones polinomiales. Por ejemplo, si
f(x) = x* y g(x) = x son dos polinomios del campo Z. (como se defi-
ni6 en el Ejemplo 4 del Apéndice C), entonces f(x) y g(x) tienen grados
diferentes y, por lo tanto, no son iguales como polinomios. Pero f(a) =
= g(a) para toda a€Z,, y asi f y g son funciones polinomiales iguales.
Nuestro resultado final muestra que esta anomalia no puede ocurrir si F
es un campo infinito.

Teorema E.10. Sean f(x) y g(x) polinomios con coeficientes de un campo in-
finito F. Si f(a) = g(a) para toda a €F, entonces f(x) y g(x) son iguales.

DEMOSTRACION. Supdngase que f(a) = g(a) para toda a €F. Definase
h(x) = f(x) — g(x) y supéngase que h(x) es de grado m > 1. Se tiene
del corolario al Teorema E.9 que h(x) puede tener como maximo » ceros.
Pero h(a) = f(a) — g(a) = O para cualquier a € F contradiciendo la hi-
pétesis de que h(x) tiene grado positivo. Asi, h(x) es un polinomio cons-
tante y como h(a) = O para cada a € F se tiene que h(x) es el polinomio
cero. Por lo tanto, f(x) = g(x). I



Respuestas a los ejercicios
seleccionados

SECCION 1.1

1. Sélo los pares de los incisos (b) y (c) son paralelos.
2. (a) (3, —2,4)+1—-8,9, —3)
() (3,7,2) + 10,0, —10)
3. (a) (2,5 —1)+46(—2,9,7) + (-5, 12, 2)
() (—8,2,0) +14(9,1,0) + 1.(14, —7,0)

SECCION 1.2
. @ VvV b F () F @ F () V ¢ F

(&) F (h) F i Vv Gy Vv k) V
M13:33M21=4,YM22:5

(a) 6 3 2 (c) 8 20 -—-12

<—~4 3 9) (4 0 28)
(e) 2x*+ x*+ 2x2— 2x + 10
(g) 10x" — 30x* + 40x* — 15x

13. No, (VS 4) falla.
14. Si.
15. No.

SECCION 1.3
1. (a) F (b F (c) V (d) F (e) V f) F

2. (a) (_g _i); la traza es —S5.
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(c) -3 0 6 (e 1
( 9 -2 1) -1
3
5
11.  No, el conjunto no es cerrado bajo la adicion.

14. Si.

SECCION 1.4

1. (a) V (b) F (c) V (d) F (e) V (f) F
2. (a) {x(1,1,0,0) + x,(—3,0,—2,1) + (5,0,4,0): x;, x, €R}
(c) No hay soluciones.
(e) {x(10, —3,1,0,0) + x,(—3,2,0,1,0) + (—4,3,0,0,5): xs, x,

€R}
3. (a) Si (c) No. (e) No.
4. (a) Si. (c) Si. (e) No.

SECCION 1.5

1. @ F (M V ( F (d F () V (& V
“ {0 o)(o )i

SECCION 1.6

-
.

(@ F @® V () F (d F () V (f) F
g F (M V @G F (¢ V (k) VvV O F

2. (a) Si. (c) Si. (e) No.
3. (a) No. (¢) No. (e) No.
4. No.

5. No.

8. {xi, xs, X5, X7}

9. (ay, a5 a5, a) =ax, + (a2 — a))x. + (a5 — a2)xs + (a, — ay)x,

10. dim(W,) = 3, dim(W,) = 2, dim(W;+ W,) = 4, y dim(W, N W,) = 1
17. n?—1

19. 4n(n—1)

SECCION 1.7
1. (a) F (b) F (c) F d Vv (e) V ) Vv
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SECCION 2.1

1. 3 V. () F () F (@ V () V (f) F
(& F () V () F

2. La nulidad es 1, y el rango es 2. T no es uno auno pero es sobreyectiva
4. La nulidad es 4, y el rango es 2. T no es ni uno auno ni sobreyectiva

5. La nulidad es 0, y el rango es 3. T es uno a uno pero no sobreyectiva

10. T(2,3) =(5,11). T es uno a uno

12. No.

SECCION 2.2

1. (@ V. (b)) V (¢c) F (d) V (e) V. () F

2. (@ /2 —1
| ( 4)
1 0

2
3. (‘%—1 -3 -4
(Mh={ 0 1| y [T]Z=(2 3)
5 0 3 4
5. /1000 () 010 © (1
0010 2 2 2 .
0100 000 0
000 1 00 2 4
. (110 0
011 0
00 1 0
00 0 I
000 1
SECCION 2.3

1. (@ F () V. (¢) F (d V' (9 F (f) F
& F M) F @O V ¢ V

2 4(2B +3C) = (20 2 18) y A(BD) = (_;g)

5 10 8
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3. 2 30 1 1 0 2 6 6
[Ms = (0 3 6), [UL; = <0 0 1), y [UT], = <O 0 4)
0 0 4 I -1 0 2 0 —6
4. (a) 1 (c) (5)
—1

4

6
11. (a) No. (b) No.

SECCION 2.4

1. @ F () V () F @ F () V (f) F
8 V. () V 4 Vv

17. (b) 1 000
0010
0100
0 0 01

SECCION 2.5

.. @ F ®V ©V @F @V

2. (a) a a (c) -1 3
(o 5) (=2 3)

3. (a) a, b, c. (c) 0O -1 0 (e) 5 —6 3
<a1 b, c1> ( 1 0 O> <0 4 —1>
a b, c -3 2 1 3 -1 2

SECCION 2.6

1. (a) F (b) V (¢) V d Vv (e) F 6 v
(g) V (h) F

2. Las funciones de los incisos (a), (c), (e) y (f) son funciones lineales.
3. (@ fhny d=x—3dy, Lxy ) =4y, y fx 5 2)=—x+z
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5. La base para V es {p,(x), p.(x)}, donde p,(x) =2 — 2x y
p(x) = —% + x.

7. (a) Ti(f) =g, donde g(a + bx) = —3a — 4b
(b) t1e% — -1 1 v — -1 =2

= (5, ) @ m=("y )

SECCION 2.7

1. (a) V (b) V (¢) F (d) F (e) V () F
(8 V

2. (a) F (b) V (¢) V (d) V (e) F

3. (a) {e?, tet} (c) {et, te?, e, te'}
(e) {et, e' cos 2t, €' sen 2t}

4. (a) {e(l-ws')r/z’ e(l—«}:):/z} (©) {1’ et e-2t}

SECCION 3.1

1.

2. Anadiendo —2 veces la columna 1 a la columna 2 transforma A4 en B.
SECCION 3.2
1. (a) F (b) F () V d) Vv (¢) F # Vv
(g) V (h) V i v
(a) 2 (c) 2 (e) 3 (g) 1
4. (a) 1 0 0 O
D=[0 1 0 0]); el rango es 2.
0O 0 0 O
5. (a) El rango es 2, y la inversa es (_i :%)
' S
(c) Elrangoes 3 ylainversaes| % 0 —3
-+ 3 1
(e) El rango es 3; por lo que no existe inversa.
6. (a) T(ax*+ bx+c)= —ax*— (4a+ b)x — (10a + 2b + ¢)
(¢) Ti(axt+ bx +c) = (a, —4b + %c, —a + b + 1c)
7.

(a) V (b) F (¢) V. (d F (e) V. () F
(8) V (h) F i Vv

—_—0 =

0 0 1 0 0\/1 0 O\/1 2 0\/1 0 0\ /1
1 0) I 1 0 (0 -2 0 (0 1 0) 0 1 0) 0
0 1 0 0 1/\0 o 1/\0 0 1/\0 -1 1/\O0

523

0
1
0

1
0
1
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SECCION 3.3

1. @ F () F (¢) V. (d F () F (f) F
e VvV M) F

2. (a) 1 (c) 2\ /3 1
o Al
3 of1't o

0

1 1 0 —1
3. (a) ( 1 +t(2): teR}
1 3
(c) 1 2 3 1
0+t1_1 +t20+t3 O:t,tteR
0 0 1 0 e
0 0 0 —1
4. (b) 10 ¥ ©) [x, 3
SR ETE AT
-4 3 —4 X3 —2
6. " .
T-1(1, 11)} = {(—g) + t(—]): te R}
0 2

7. Los sistemas de los incisos (b), (c) y (d) tienen soluciones.

10. El agricultor, el sastre y el carpintero deben de tener ingresos en las pro-
porciones 4: 3: 4,

11. Deben de tener 7.8 unidades del primer bien y 9.5 unidades del segundo.

SECCION 3.4

1. (a) F (b)y V ) V d) V (e) F f) V
(g) V
4. (a)

0 2
(c) No hay soluciones.
SECCION 4.1

1. (a) V (b) F (c) V (d) F (e) V ) F
2. (a) 30 (c) —8



Respuestas a los ejercicios seleccionados 525

3. (a) —10+ 15 (c) —24
4. (a) 19 (c) 14

SECCION 4.2
. (a V. (b)) V (¢) F (d) F () Vv () F

3. (a) —34 (c) —49
4. Las funciones en los incisos (c¢), (d) y (g) son 3— lineales.

SECCION 4.3
1. (a) V (b) V (c) F d Vv (e) F Vv
(g ¥ () V @G V (G F () V
2. (a) 90 (c) O
3. (a) 100 (c)y O (e) 86 (g) —180 + 40i
SECCION 4.4
1. (a) F (b) F (c) F (d) F
2. (a) Ay, —Aj, (c) —3i 0 0
(—A21 Au) < 4 -1+ 0 )
10 + 16i —5 — 3i{ 3 + 3i

(e) 6 22 12 18 28 —6
12 -2 24 (g) —20 21 37
21 —38 =27 48 14 —16
3. (a) b.a,, — b.a;, b.a;; — biax
X = s Xy =
A11Qz2 — G202 1G22 — Q1202

) x,=—-1,x,=—12, x;= —14
(e) x,= —43,x,= —109, x, = —17

SECCION 4.5

2. (a) -1 () (—1)nmnr2
(e) (_l)ﬂ—l

SECCION 4.6

1. () V (b)) V () V (d F () F (f) V
g V. () F @{@H V (G V & V
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2. (a) 22 (c) 2—4i

3. (a) —12 (c) 22 (e) —3
4. (a) 88 (c) —6 (e) 17 —3i (g) 24+ 24i

SECCION 5.1

1. @ F (M VvV () v @ F (¢ F (f) F
(g) F (y V. @O V (G F (k) F

. 2 -1 6 11
2 Q= (_1 1) L = (_2 _4)

3. (a) Los eigenvalores son 4 y —1, y una base de eigenvectores es

(G} oG )

(c) Los eigenvalores son 1 y —1, y una base de eigenvectores es

(GEDC)E el b))

4. Los eigenvalores son 1, 2 y 3, y una base de eigenvectores es {1, x, x?}.

SECCION 5.2

1. (a) F (b) F (c) V (d) F (e) F #H v
(g V (h) F i Vv

2. (a) No diagonalizable. (c) 1 4
Q= _
1 3
(e) No diagonalizable. (2) 1 1 1
Q0= 2 -1 0
-1 0 1
3. (a) No diagonalizable. (c) No diagonalizable.
9 st 2(=D" 25" 2(=Dr
gn — 3 3 3 3
o G L TC IO G O
3 3 3 3

)
16. X (1) = c.e* < ;) + c.e?t (_i)
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SECCION 5.3

1.

10.

12.
13.

18.

a) V. (® V () F @ F () V OV
(& v m F (@@ F ¢ V

(a) 0 0 (c) S (e) No existe limite.
(0 0) (]3 l3>

6
13

6
13

-4 1 -2

(g) -1 0 —1>(i) No existe limite.
( 2 0 2

Un mes después de su llegada 25% de los pacientes se han reduperado,
20% son ambulatorios, 41% estan en cama y 14% han muerto; eventual-

39 31
mente T S€ recuperan y Ty mueren.

4

Sélo las matrices de los incisos (a) y (b) son matrices regulares de tran-
sicién.

(a) TR (¢) No existen limites.
(% 3 %)
P 43 1
(e) 0 00 (g) 0 000
<% 1 0) 0 000
3 0 1 4410
b yo0l

(a) 0.225 0.20
0.441 } después de dos etapas y eventualmente { 0.60

0.334 0.20
(c) 0.368 0.50
0.350 ] después de dos etapas y eventualmente | 0.20
0.282 0.30,
(e) 0.329 ¥
0.334 ) después de dos etapas y eventualmente { %
0.337 3

9 ] oy 4 .ge
— nuevas, — utilizadas una vez y — utilizadas dos veces.

En 1985 24% poseeran autos grandes, 34% poseeran autos de tamafio me-
diano y 42% poseerdn autos pequefios; las proporciones en un tiempo cual-
quiera son 0.10, 0.30 y 0.60.

=1y e =el



528 Respuestas a los ejercicios seleccionados

SECCION 5.4
1. (a) F (b) V () V

2. Los subespacios de los incisos (a), (c) y (d) son T-invariantes.

SECCION 5.5
1. (a) F (b) F () V d Vv (e) V

2. (a) {ey, e, e, e} ©) 0 1
1 o)
3. (a) (1) —t(1—0@E -3+ 3) (i) —t(1 =0 —31+3)
(c) (@) 1-—1¢ Gi) @—D*@+1D

SECCION 5.6

1. (a) F () V. () F (d F (e) V (f) F
(g) F (h)y V

2. (@) (—1D@E-3) () (—1)2(—-2)

(a) (1—2)® () t—=D@+1)

5. Los operadores diagonalizables en R* que satisfacen a T* — 272 4 T = To
son Ty, | y aquellos operadores que tengan a 0 y a 1 como eigenvalores.

o

SECCION 6.1
1. (a V. (b) F (¢) F (d V. (e) F () F

(1)}

2. (a) Parar=2,
es una base para Ej; cualquier base para R* es una base para K.

(b) Para A = —1,
1
o)
0

¢s una base para E, y K.
Para A = 2,
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es una base para E, y
0

es una base para K.

SECCION 6.2

1. (@ V. () V () F @
(& F () V

2. 210 4 1
2

0 2 1) SRVINS 4

(0 0 2> <O 2> ( 0

3. (a) —(1—2)(t— 3)?

1

)V (¢) V

A, =3

..

s

(b) Para A, =2 Para
- (

(c) A=3

d p=3 y p.=1

(e) (i) rango(U,) = 3 y rango(U.

(ii) rango(U?) = 1 y rango(U

) =0

o)_o

(iii) nulidad(U,) = 2 y nulidad(U,) =

(iv) nulidad(U?) =4y nuhdad(U):
o @ (100 Lot
J=10i2 1 y 0=12 1 2
0,0 2 1 —1 0
(d) 0 1:00 1 01 —1
J — 9--9_,§_(_)__9 y Q = 1 —1 0 1
00/20 1 =2 0 1
0 0/0 2 1 01 o
6. La forma candnica de Jordan es
11010
01110
00 1/0]
0002

y una base canénica de Jordan es {2¢,

2xe®, xtet, e*}.

529

0
1) DA D3P (—3)
4
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SECCION 6.3
1. 3 V () F () F (d V () F () V
(g) F
2. (a) /0 O 27 () /0 —1
(1 0 —27) (1 —1)
0 1 9
() [¥(—1+iV3) 0 () (0 —2;0 0
( 0 (-1 - i\/?)) 1 0j0 0
0 00 -3
0 0.1 O
SECCION 7.1

. @ Vv (M Vv () F @ F () F (f) F
(& v M) F W V

2. (x,y)=4+i |x|=VT, |[p|=VI4 y |x+y=
V3

Lo =1 = L= S
y Hf+gl|:\/ll_z3ez

SECCION 7.2

1. (a) F b Vv () V (d) F (e) V f) V
2. (b) La base ortonormal es

{—\Lé(l 1, 1), 1/—2( 2,1, 1), L(O —1, 1)}.

Los coeficientes de Fourier son 2v3/3, —V6/6, y V2/2.
(c) La base ortonormal es {1,2,/3(x — %), 6/5 (x* — x + H)}.

Los coeficientes de Fourier son 3/2, V3/6, y 0.
SL=L{i 3(1 — i), —1)).

5. En el primer caso, SL es el plano que pasa por el origen que es perpen-
dicular a x,; en el segundo caso SL es la recta que pasa por el origen
que es perpendicular al plano que contiene a x, y x,.
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SECCION 7.3

1. (a) V (b) F (¢) F @ Vv (e) F ) v
(g) V
(a) y=(1, =2, 4) (¢) y=210x* — 204x + 33
(a) T*(x) = (11, —12) ) TUx)) =Tx2+x+ 12

14. T*(x) = (x, 2)y

SECCION 7.5

1. (a V. (b) F (¢) F (d V () V " Vv
(g) F (h)y V

2. (a) T es autoadjunto; la base ortonormal es {——1.—_(1, -2), —1:(2, 1)}.
V5 V5

(b) T es normal pero no autoadjunto.
(¢) T no es normal.

SECCION 7.6

1. () F by V (c) V (d) F (e) F
2. (a) VI8 (¢) 2
(a) ||| = 84.74, ||A1|| = 17.01, y cond(4) = 1441
®) J|1x— A< |47 4X — bl = .17 y

|| ¥ — A7'b| [|b — AX%]| __14.41

= cond() "=~ )

6. 1
R(—Z)z % IBll=2, y cond(B)="2

SECCION 7.7

1. @ V (b F () F @ V () F () V
¢ F () F () F

2. @ 1 (1 1 (3 0
v=i5 )y 2= )



532 Respuestas a los ejercicios seleccionados

d) 1 1 1

100
1 1
V2 V6 V3 0 0 4
o .2 1

3

4. T. es normal para toda z€ C; T, es autoadjunto si y sélo si z€ R; T, es
unitario si y sélo si z = 1.

5. Solamente el par de matrices en el inciso (d) es unitariamente equivalente.

<
o
<

21. (¢) | 1 ’
e R4 A VI NI
(e) x1_—3,.Xz-——5,x3=4
1 1 1
22, = —x' + —y = —x — —y
(a) «x \/.zx vzyy y \/2x \/2y

La nueva forma cuadritica es 3(x')2 — (y')2.

SECCION 7.8

1. @ F (b V () V @ F (¢) V. () F
® F M) V. @O V () F

3. {t(\/l_g) tGR}
b) {t((l)) tER} sig=0 y {z(“’z:;l; 1): tGR} si ¢~ 0
)

(
7. (c) Se tienen seis posibilidades:

(i)  Cualquier recta que pase por el origen si ¢ = ¢y = 0.

(ii) 0
0] teRr Sig=0yy=nm
1

(iii) cosy + 1
f] —seny |- teR Sig=my ¢y£m

0
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(iv) 0
t{cosp —1]): t€ER siy =7y ¢+
sen ¢

(v) 0
t(l): tER si g =y =m.
0

(vi) sen ¢(cosy + 1)
t —sen ¢ sen y : t€R para cualquier otra
seny(cos ¢ + 1) posibilidad.

SECCION 7.9

1. (a) F ) V (© V @ V () V (f) F
2. Para W= L({(1, 2)}), [T]3=(§ ;)
3. (ii) (a) T.(a, b) =3(a+b,a+b) y T.(a, b) =4(a— b, —a+b)
(d T.(a b,c)=%R2a—-b—c, —a+2b—c,
—a—b+2) yTa, b,c)=%a+b+c,atb+tec,
at+b+oc)

SECCION 7.10

2
2. La parabola es y = L 41

Y + 2, y el error es 0.

3. x=§,y=%,z=+

SECCION 7.11

1. (a) F (b) F (c) V (d) F (¢) V. (f) F
(8) F (h) F @ v (G F

4. (a) Si (b) No. (c) No. (d) si (e) Si
- (f) No.

5. (a) 0 2 -2 (b) 1 0 0 1 (c) 0 0 0 0
(2 0 —2) 0 0 0O -1 0 -4 0

1 1 0 0 0 0O 0 0 0 0

1 0 0 1 -2 0 -8 0
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22.

23.

33.

Respuestas a los ejercicios seleccionados

B il

(b) La misma que (a).

(c) 1 0 1
7z 7T
o] |1} 0
LJ lo] L
77 Vel

Igual que 22(c).
(2) Q=(l —3) y D:(l 0)

0 1 0 —7
1 -1 2 0
b = Z =
® 0 (1 %) y D (0 —%)

(c) 00 1 -1 00
Q=(O 1 ~0.25) y D:( 0 40



Lista de simbolos usados
frecuentemente

adj A
®WV)
C
C*(R)
c=
C(R)
C(0, 1D
C.r
det(A4)
det(T)
dim(V)
et
€;

Ex
F
f(4)
(1)
Fn
F(S, F)
H
1,01
Iy ol
Ka
Ky

pagina
pagina
pagina
pégina
pégina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pégina
pégina
pagina
pagina
pégina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pégina
pégina
pagina

219
468
506

22
122

18
380
306
223
237

46
297

41
251

513
513

381
85
64

325

363

La
lim A4,,
"L(V)
L(V, W)

My (F)
N(T)
nulidad(T)
P(F)
Pa(F)
p.(1)
R(T)

R

rango(A)

rango(T)
L(S)
tr(M)

TD

To

Tw

V/W

0

i

LN

A
3

ij
ij

pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
péagina
pégina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pagina
pégina
pégina
pagina
pégina
pagina

88
269

79
79

66
68
10
18
319
66
501
146
68
32
18
65
64
298
24
11
10
201
85

o pagina
T pagina
k4 pégina
A* pagina
T* pagina
V* pagina
B* pagina
A1 pagina
T pagina
M pagina
T¢ pagina
B, DB, pégina
W, P W. pagina
W.D...owW
pagina
S + 8. pagina
13
SW pagina
i=1
St pagina
[Tlg pégina
[T1; pagina
[x]p pégina
(G pagina
(] pigina

-1

pagina

100
305
506
380
398
112
112
96
95
17
113
301
20

254
19

254

394
77
77
76

380

155

382
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de subconjuntos, 118, 119

de vectores, 319
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Coeficientes de Fourier, 393, 457
Cofactor, 202, 224
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operacién con, 140
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Conjugado lineal, 382
Conjunto, 497
disjunto, 498
elemento de un, 497
igualdad de un, 497
interseccién de, 498
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subconjunto de un, 497
unién, 498
vacio, 498
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Conjunto de soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales, 162
Contraccién del tiempo, 412
Convergencia de matrices, 268
Coordenadas espacio tiempo, 403
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Diagonalizacién:
algoritmo, 259
de formas bilineales, 473
de operadores lineales (matrices), 233
problema de la, 231, 234
pruebas de, 259, 337
simultdnea, 267, 304, 424, 462
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Dependencia, 37
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operacién, 140
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operacién con renglones, 140
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real, 381
Espacio de soluciones de una ecuacién di-
ferencial, 123
Espacio lineal (véase espacio vectorial)
Espacio nulo, 66
Espacios vectoriales isomérficos, 98
Espacio vectorial, 6
base de, 41
cociente, 24, 57, 305, 365
de n-dimensionales, 7
de formas bilineales, 470
de funciones continuas, 18
de funciones de un conjunto dentro de
un campo, 9
de matrices, 8
de polinomios, 9, 17
de transformaciones lineales, 79
dimensionalmente finito, 46
dimensionalmente infinito, 46
dimensién de un, 46
dual, 112
isomorfismo de un, 98
subespacio de una, 16
Espacio vectorial dimensionalmente finito.
46
Espacio vectorial dimensionalmente infini-
to, 46
Espectral:
descomposicién, 459
teorema, 458
Espectro, 459
Establecimiento de condiciones para un sis-
tema de ecuaciones lineales, 425
Estadistica (véase minimos cuadrados)
Experimento de Michelson y Morley, 403
Exponente de una matriz, 297, 360
Extremo (punto extremo), 486

Fisica:
Ley de Hooke, 120
movimiento pendular, 135
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teoria especial de la relatividad, 404
Forma bilineal, 468
asociada con la forma cuadratica, 480
diagonalizacién, 473
espacio vectorial de, 470
multiplicacién por escalares, 470
representaciones matriciales de la, 470
simétrica, 474
sumas de, 469
Forma canénica:
de Jordan, 322, 343
racional, 362, 369
Forma canénica racional:
de matrices, 369
de operadores lineales, 362
Forma cuadratica, 479
asociada con ecuaciones cuadréticas, 438
Forma escalonada, 176
Fourier, Juan Bautista, 393
Funcién, 499
aditiva, 75
alterna, 199
biunivoca, 500
compuesta, 500
dominio de una, 499
igualdad, 499
imagen de, 499 &
inversa de la, 500
invertible, 500
n-lineal, 196
polinémica, 9, 517
preimagen de una, 499
rango de la, 499
restriccién para la, 500
univoca, 500
Funcién alterna n-lineal, 199
Funcién coordenada, 112
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